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Lo  studio  della  Geometria  descrittiva  è destinato,  come 
dice  lo  Ciiasles,  « à familiariserlesesprilsaveclesconceptions 
» de  l’espace  et  à donner  les  moyens  de  les  ramener  à des 
» constructions  rigoureuses  sur  un  pian.  » A tale  scopo  con- 
viene principiare  lo  studio  di  questa  scienza  dalla  dottrina  dei 
metodi  di  rappresentazione,  e poscia  venire  alla  ricerca  delle 
proprietà  delle  linee  e delle  superficie  che  sono  rappresentale 
per  mezzo  dei  disegni.  Quest’ordine  è seguito  da  tutti  gli 
Autori,  e la  differenza  che  passa  fra  i varii  Trattati  sta  nella 
estensione  data  a quelle  due  parti  ed  ai  melodi  in  esse  tenuti. 
Generalmente  si  dà  poco  sviluppo  allo  studio  dei  metodi  di 
rappresentazione,  ed  esposto  unicamente  quello  dovuto  a Monge 
si  passa  subito  alla  soluzione  dei  principali  problemi  di  Geo- 
metria ed  a quelle  costruzioni  che  devono  servire  come  ausi- 
liario nella  ricerca  delle  proprietà  delle  superficie;  alle  appli- 
cazioni e precisamente  alla  prospettiva  lineare  si  lascia  un 
metodo  di  rappresentazione,  che  se  non  può  in  ogni  caso  ser- 
vire alla  completa  determinazione  delle  figure  rappresentate, 
ci  può  peraltro  dare  sempre  l’ idea  della  apparenza  dell’  og- 
getto stesso.  La  ricerca  poi  delle  proprietà  delle  superficie  od  è 
fatta  molto  elementarmente  e si  limila  per  conseguenza  a po- 
che classi  di  superficie,  oppure  non  è altro,  come  nel  Trattato 
del  signor  De  La  Gournerie  (il  più  completo  tra  quelli  che 
hanno  preceduto  il  libro  del  Fiedler),  che  un  capitolo  delle 
applicazioni  geometriche  del  calcolo  differenziale,  e quindi  ri- 
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chiede  metodi  estranei  alla  Geometria  descrittiva.  Dedurre  dai 
metodi  di  rappresentazione  stessi  tutti  gli  elementi  necessari 
allo  studio  delle  proprietà  delle  figure  e dare  così  alla  Geome- 
tria descrittiva  metodi  proprii , è un  concetto  che  si  pre- 
senta naturalmente  e che  ancora  non  aveva  informalo  in  un 
modo  completo  nessun  Trattato;  l’opera  del  Fiedler  è desti- 
nata a colmare  questa  lacuna.  In  queste  poche  parole  di  Pre- 
fazione ci  proponiamo  di  analizzare  quest’opera,  e di  mo- 
strare così  l’ordine  tenuto  dall’ Autore  nello  svolgere  il  suo 
concetto. 

La  prima  parte  del  libro  del  Fiedler,  intitolata:  « La  dot- 
trina dei  metodi  di  rappresentazione,  » ha  per  iscopo  di  in- 
dicare quei  metodi,  coi  quali  si  passa  da  una  figura  data  nello 
spazio  ad  un’  altra  figura  piana  o nello  spazio,  per  modo  che 
quest’ ultima  sia  la  rappresentazione  della  prima,  e quindi  data 
questa  si  possa  o ritrovare  quella,  oppure  immaginarsela 
completamente.  In  questa  parte  dell’opera  si  ricercano  altresì 
quali  sono  quelle  proprietà  geometriche  che  sono  comuni  alla 
figura  obbiettiva  ed  alla  sua  immagine,  quelle  proprietà  cioè 
che  nella  rappresentazione  rimangono  inalterate. 

11  più  semplice  ed  il  più  naturale  tra  i metodi  di  rap- 
presentazione è la  proiezione  centrale;  questa  forma  quindi 
il  soggetto  della  prima  sezione  e le  proprietà  delle  figure  che 
ne  risultano,  vengono  nella  seconda  sezione  applicate  alla 
teoria  delle  coniche.  La  terza  sezione  contiene  lo  studio  della 
omologia  a tre  dimensioni,  che  ci  dà  il  modo  di  rappresen- 
tare con  un  modello  una  figura  qualsiasi  data  nello  spazio. 
Finalmente  la  quarta  sezione  contiene  il  metodo  di  rappre- 
sentazione dovuto  a Monge  e la  proiezione  assonometrica. 
È importante  il  far  notare  che  tutti  i metodi  di  rappresenta- 
zione vengono  qui  dedotti  dalla  proiezione  centrale,  le  cui 
leggi  e proprietà  vanno  mano  mano  estese  e convenientemente 
applicate  ai  differenti  metodi  che  ne  derivano. 

La  seconda  parte  dell’  opera  è destinata  allo  studio  delle 
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principali  curve  e superficie.  La  prima  sezione  si  occupa  delle 
superficie  gobbe  e delle  loro  sviluppabili  osculatrici  e parti- 
colarmente delle  superficie  coniche  , cilindriche  , dell’  eli- 
coide sviluppabile  e delle  linee  di  terzo  e di  quarto  ordine, 
che  resultano  dalla  intersezione  di  due  coni  di  secondo  grado. 
Nella  seconda  sezione  lo  studio  delle  quàdriche  mostra  in  spe- 
cial modo  i vantaggi  che  derivano  dall’  impiegare  fasci  proiet- 
tivi di  superficie  (in  quel  caso  di  piani)  per  generare  le  su- 
perficie, di  cui  si  cercano  le  proprietà.  In  questo  stesso  capitolo 
trovasi  esposta  la  teoria  delle  curve  di  quarto  ordine  e delle 
sviluppabili  di  quarta  classe,  che  sono  respeltivamente  la  curva 
d’ intersezione  e la  sviluppabile  circoscritta  di  due  superficie 
del  secondo  grado.  La  considerazione  della  quàdrica  oscula- 
trice ad  una  superficie  qualsiasi  fornisce  l’ indicatrice  di 
Dlpin,  le  linee  di  curvatura,  le  linee  assinlotiche,  ec.  Le 
superficie  gobbe  vengono  studiate  nella  terza  sezione  e fra 
esse  specialmente  quelle  che  ricevono  le  maggiori  applicazioni 
nelle  arti  industriali,  come  gli  elicoidi,  la  vòlta  a sbieco,  ec. 
e la  più  semplice  fra  quelle,  le  quali  non  hanno  che  una  im- 
portanza geometrica,  la  superficie  gobba  del  terzo  grado. 

Dopo  le  superficie  gobbe , le  più  semplici  pel  loro  modo 
di  generazione  e le  più  importanti  per  la  pratica  sono  senza 
dubbio  le  superficie  di  rotazione,  cui  è dedicalo  il  quarto  ca- 
pitolo. Risolvendo  i principali  problemi  che  si  riferiscono  a 
quelle  superficie , se  ne  presenta  uno  che  ha  una  immediata 
applicazione  alla  teoria  del  chiaroscuro,  e poiché  questo  gio- 
vando a rendere  più  evidente  la  configurazione  delle  superficie 
è il  complemento  di  una  buona  rappresentazione  e quindi  ha 
il  suo  posto  naturale  nella  Geometria  descrittiva,  cosi  1’  Autore 
dedica  a questa  teoria  una  parte  di  questa  sezione. 

Lo  studio  delle  superficie  fatto  nelle  prime  quattro  sezioni 
della  seconda  parte  é fondalo  talvolta  sopra  dei  concetti,  come 
quelli  di  ordine,  classe,  ec.  e sopra  formole,  come  quelle  di 
Pluckeii  c di  Cayley,  che  per  essere  intese  in  modo  rigoroso 
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o per  essere  dimostrate  hanno  d’  uopo  della  Geometria  anali- 
tica; non  si  potrebbe  quindi  dire  che  tutte  le  dimostrazioni 
si  fondano  sopra  le  leggi  che  derivano  dalla  proiezione  cen- 
trale, se  non  si  potesse  dimostrare  che  esistono  delle  coordi- 
nate, le  quali  rimangono  inalterate  nel  passare  da  una  forma 
ad  un’altra  proiettiva  alla  prima,  e quindi  sono  soggette  alle 
stesse  leggi  della  proiezione  centrale.  La  quinta  sezione  é de- 
stinata alla  dimostrazione  della  esistenza  di  tali  coordinate  ed 
alla  loro  determinazione. 

Scorsa  cosi  la  materia  del  Trattalo  del  prof.  Fiedler  ed  in- 
dicalo l’ordine  col  quale  essa  è distribuita,  volgiamoci  a consi- 
derare il  libro  nei  suoi  particolari.  Quest’  opera  è stata  scritta 
per  servire  di  testo  alle  lezioni  che  1’  Autore  professa  già  da 
gran  tempo,  e 1’  esperienza  dell’  insegnamento  gli  ha  suggerito 
di  far  seguire  alla  massima  parte  dei  §§  alcune  Osservazioni  ed 
Esercizi,  che  i giovani  studiosi  debbono  risolvere,  perchè  su 
taluni  di  essi  si  appoggiano  alcune  delle  successive  dimostra- 
zioni; ma  per  gli  esercizi  più  importanti  e difficili  e special- 
mente  per  quelli  che  in  seguito  vengono  richiamali,  trovasi  in- 
dicata la  via  che  conduce  alla  soluzione.  Altro  fatto  singolare 
del  libro  si  è la  mancanza  di  atlante:  un  Trattato  di  Geometria 
descrittiva  senza  atlante  è veramente  un  fatto  nuovo,  ed  a taluni 
sembrerà  forse  che  la  piccolezza  delle  ligure  intercalate  nel  testo 
debba  nuocere  alla  loro  chiarezza;  ma  ciò  è erroneo,  le  figure 
a prima  vista  complicatissime  riescono  coll’  aiuto  del  testo  e 
per  la  loro  nitidezza  evidenti  e chiare  appena  se  ne  sia  inteso 
lo  scopo.  Ad  ogni  modo,  come  osserva  giustamente  l’Autore 
nella  sua  Prefazione , non  dobbiamo  prefiggerci  di  risparmiare 
ai  giovani  che  eseguiscano  da  sè  ciò  che  vien  loro  indicato. 
Poiché,  come  disse  il  Monge,  « il  est  nécessaire  pour  le  cours 
» de  Géométrie  descriptive  que  la  pralique  et  l’exécution 
» soient  jointes  à l’audilion  des  méthodes.  Les  arts  graphi- 
d ques  ont  des  méthodes  générales  avcc  lcsquelles  on  ne  pcut 
» se  familiariser  que  par  l’usage  de  la  regie  et  du  compas.  » 


Digitized  by  Googtc 


PREFAZIONE. 


IX 


Le  teorie  del  libro  del  Fiedler  furono  da  taluni  credute 
troppo  moderne  per  poter  essere  con  profitto  insegnate  nelle 
nostre  Scuole;  a tale  obbiezione  ha  già  risposto  il  prof.  Cre- 
mona nella  Prefazione  ai  suoi  Elementi  di  Geometria  proiettiva 
con  tanta  dottrina,  che  nulla  possiamo  aggiungere  a ciò  che 
egli  dice.  Soltanto  per  ciò  che  concerne  la  Geometria  descrit- 
tiva faremo  osservare  che  il  metodo  del  Fiedler  non  giunge 
assolutamente  nuovo  fra  noi,  poiché  già  il  prof.  Bellavitis 
ha,  nelle  sue  Lezioni  di  Geometria  descrittiva,  cominciato  a 
far  rientrare  nello  studio  di  questa  scienza  quelle  teorie,  che 
fondate  dai  Greci  e riprese  dai  moderni  hanno  per  opera  dei 
Desargues,  Poncelet,  Chasles,  Mòrius,  Steiner,  Staudt, 
Cremona,  ec.,  giovato  a dare  alla  Geometria  l’estensione,  il 
metodo  e 1’  eleganza  che  adesso  possiede. 

Nel  tradurre  il  Trattalo  che  ora  presentiamo  al  pub- 
blico italiano  ci  siamo  studiali  di  renderlo  facile  e piano,  mu- 
tandone talvolta  in  alcuni  punti  la  redazione,  ed  abbiamo  pre- 
ferito alle  note,  che  non  sempre  sono  lette,  di  fondere  le 
nostre  modificazioni  coll’  esposizione  fatta  dall’  Autore , onde 
l’opera  nostra  riescisse  più  utile.  Tali  modificazioni  vennero 
sempre  concordate  con  l’Autore,  che  gentilmente  si  compiacque 
di  rivedere  le  bozze  di  stampa  e di  darci  utili  suggerimenti; 
speriamo  così  di  aver  raggiunto  il  nostro  unico  scopo,  che  era 
quello  di  rendere  pienamente  intelligibile  e proficua  alla  gio- 
ventù studiosa  d’ Italia  la  bella  opera  del  prof.  Fiedler. 
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Un  raggio  proiettante,  la  sua  lunghezza  e la  sua  incli- 
nazione. Circolo  d’ inclinazione. 

Un  piano  proiettante,  la  sua  larghezza  e la  sua  inclina- 
zione. Circolo  d’ inclinazione. 

La  proiezione  centrale  di  una  retta  e la  di  lei  inclina- 
zione sul  quadro. 

I segmenti  di  una  retta,  lunghezza  delle  immagini,  e 

significato  del  punto  di  mezzo  di  SQ  (')  (A). 

Ribaltamento  sul  quadro  d’  una  retta  e del  suo  piano 
proiettante. 

La  proiezione  centrale  e le  regioni  del  piano  (A). 

Determinazione  di  un  piano , date  che  siano  la  sua  retta 
di  fuga  e la  distanza  dal  centro. 

Ribaltamento  di  una  retta  col  piano  che  passa  per  essa 

. ed  è normale  al  quadro. 

Ribaltamento  sul  quadro  di  due  rette  che  si  tagliano  allo 
scopo  di  determinare  l’ angolo  eh’  esse  fanno  fra  loro. 

II  punto  di  fuga  delle  normali  ad  una  serie  di  piani  pa- 

ralleli, e retta  di  fuga  dei  piani  normali  ad  una  se- 
rie di  rette  parallele. 

Costruzione  di  un  piano  che  incontra  un  piano  dato  se- 
condo una  data  retta  e fa  con  esso  un  angolo  pre- 
scritto. 

Costruzione  di  piani  che  passano  per  una  data  retta  SQ, 
e fanno  con  un  piano  dato  sq'  P angolo  prestabi- 
lito a*.  Si  è abbassata  da  Q la  normale  al  piano  Cq 
e si  è determinata  una  retta  che  faceva  con  questa 
normale  un  angolo  uguale  al  complemento  ai  a*  ; 
prendendo  il  punto  in  cui  la  normale  incontra  il 
piano  Cq’  come  centro  e con  raggio  uguale  al  ca- 
teto opposto  a Q nel  triangolo  ora  determinato,  si 
è descritto  un  cerchio  e per  C si  sono  tirate  le 
tangenti  a questo  cerchio;  i punti,  nei  quali  que- 
ste rette  incontrano  la  retta  </ , appartengono  alle 
rette  di  fuga  q\  , q\  dei  piani  cercati,'  i quali  re- 
stano cosi  determinati,  dovendo  contenere  SQ'.  Nella 
Figura  questa  costruzione  ò fatta  nel  ribaltamento 


(')  Le  Figure  disegnate  in  proiezione  assonometrica  sono  qui  contrassegnate  colla 
lettera  (/l). 
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I c non  è tanto  chiara,  perchè  manca  l’ indicazione 
dell’  angolo  a*. 

i 4-  2-2  Costruzione  della  normale  comune  a due  rette. 

15  23  Ribaltamento  di  un  sistema  piano. 

16  '24  Ribaltamento  e raddrizzamento  di  un  piano,  facendo 

uso  del  suo  punto  principale  H. 

17  e 18  26  Trasformazione  delle  immagini  pel  trasporto  del  cen- 

tro nel  piano  anteriore  o sulla  normale  al  quadro. 

19  28  Proiezione  centrale  di  un  parallelepipedo  rettangolo,  di 

cui  son  dati  gli  elementi  che  lo  determinano,  fa- 
cendo uso  della  riduzione  della  distanza. 

20  29  Trasformazione  per  mezzo  del  trasporto  del  quadro  pa- 

rallelamente a se  stesso. 

20*  31  Determinazione  dei  punti  e delle  rette  corrispondenti 

in  due  sistemi  collineari,  dati  che  siano  Passe  ed 
una  retta  limite. 

21  32  , Collineazione  di  due  quadrangoli. 

22  33  ! Relazione  tra  la  immagine  di  una  retta  e la  retta  ob- 

I biettiva. 

23  35  I due  sistemi  di  segmenti  corrispondenti  uguali  in  una 

retta  e nella  sua  immagine. 

24  30  Uguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di  quattro  punti 

in  linea  retta,  delle  loro  immagini  e delle  rette  che 
proiettano  questi  punti. 

25  38  Costruzione  del  quarto  punto  che  fa  con  tre  punti  dati 

un  determinato  rapporto  anarmonico. 

26  40  Costruzione  di  punteggiate  proiettive,  per  le  quali  è 

stabilita  la  corrispondenza  di  tre  coppie  di  punti. 

27  a,  b 42  Determinazione  di  rette  date  per  mezzo  delle  loro  im- 

magini, e delle  ordinate  di  tre  dei  loro  punti.  (La 
Fig.  a è in  proiezione  assonometrica). 

28  4-4  Costruzione  di  fasci  proiettivi , pei  quali  è stabilita  la 

corrispondenza  di  tre  coppie  di  retto. 

.29  45  Costruzione  delle  coppie  di  raggi  corrispondenti  orto- 

gonali di  due  fasci  prospettivi. 

30  46  Le  punteggiate  sovrapposte  ed  i fasci  concentrici  pro- 

iettivi nella  omologia  dei  sistemi  piani. 

31  48  II  signilicato  geometrico  delle  costanti  caratteristiche 

nella  omologia  (3). 

32  49  Le  coppie  di  raggi  ortogonali  corrispondenti  nella  omo- 

logia dei  sistemi  piani. 

33  I 50  i Triangoli  prospettivi. 

34  51  La  rotazione  dei  sistemi  piani  omologi  attorno  alla  retta 

d’ intersezione. 

35  51  ! La  collineazione  centrale  in  involuzione  dei  sistemi 

piani. 

36  a,  b 55  ; Proiezioni  parallele  di  sistemi  piani  (Fig.  36,  b ) (zi). 

37  55  I Sistemi  piani  simmetrici  rispetto  ad  un  asse. 

38  a,  6 56  Sistemi  piani  simili  e similmente  posti  (Fig.  38,  b)  (4). 

39  56  Sistemi  piani  simmetrici  rispetto  ad  un  centro. 

40  o,  b 1 57  Sistemi  piani  congruenti  (Fig.  40,  6)  (A). 

41  a,  b,  c 59  ; Omologia  di  sistemi  piani  determinata  dalla  corrispon- 

denza di  quattro  coppie  di  punti  : a)  Determinazione 
delle  rette  limiti  e dei  centri  per  mezzo  delle  pun- 
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tegliate  proiettive  situate  in  due  lati  opposti  ; b)  Le 
quattro  disposizioni  dei  due  quadrangoli  nel  piano, 
gli  assi  e le  rette  limiti;  c)  Schizzo  assonometrico 
delle  posizioni  relative  nello  spazio  di  due  sistemi 
in  collineazione  centrale. 

Quadrangolo  e quadrato  per  la  determinazione  delle 
loro  proprietà  proiettive. 

La  punteggiata  formata  colle  traccio  delle  rette  di  un 
fascio,  ed  il  fascio  proiettivo  delle  traccia  dei  piani 
proiettanti  normali  alle  rette  del  fascio. 

Le  proprietà  fondamentali  del  cerchio,  dei  suoi  punti  e 
delle  sue  tangenti. 

Passaggio  mediante  la  proiezione  dal  cerchio  all'ellisse. 

Passaggio  mediante  la  proiezione  dal  cerchio  alla 
iperbole. 

, Proprietà  fondamentali  dei  fasci  di  coniche  e delle  se- 
rie di  coniche. 

L’ellisse,  l’iperbole  e la  parabola  come  figure  omolo- 
giche del  cerchio. 

Collineazione  di  due  coniche. 

Collineazione  centrale  di  due  coniche. 

Esagono  di  Pascal. 

Costruzione  della  conica  che  passa  per  cinque  dati 
punti,  e delle  tangenti  alla  conica  nei  punti  dati. 

Costruzione  delle  tangenti  in  due  dei  cinque  punti  che 
determinano  una  conica. 

Costruzione  della  conica  determinata  da  tre  punti  c 
dalle  tangenti  in  due  di  essi. 

Esagono  di  Brianchon. 

Costruzione  dei  punti  d’ intersezione  di  una  retta  con 
una  conica,  di  cui  son  dati  cinque  punti. 

Costruzione  delle  tangenti  ad  una  conica  che  passano 
per  un  punto,  quando  la  conica  è data  per  mezzo 
di  cinque  delle  sue  tangenti. 

Costruzione  delle  coniche  che  passano  per  quattro  punti 
e toccano  una  data  retta. 

Le  coniche  come  corrispondenti  a se  stesse  in  una  in- 
voluzione, il  cui  centro  è un  punto  qualunque  del 
piano;  oppure  di  cui  l’asse  è una  retta  qualunque 
del  piano  : a)  Ellisse  con  elementi  doppi  reali  ; 
b)  Iperbole  con  elementi  doppi  reali  ; c ) Ellisse  con 
elementi  doppi  immaginari  c Parabola  con  elementi 
doppi  reali. 

Tirare  una  retta  che  passi  per  un  dato  punto  e per 
l’ intersezione  inaccessibile  di  due  rette,  servendosi 
della  involuzione  (Cfr.  Eig.  110). 

Costruzione  della  polare  di  un  punto,  rispetto  ad  una 
conica  data  per  mezzo  di  cinque  dei  suoi  punti. 

Costruzione  del  centro  della  conica  determinata  da  cin- 
que sue  tangenti. 

Costruzione  della  involuzione  di  punti  (a)  e della  in- 
voluzione di  rette  (6),  di  cui  son  date  due  coppie; 
determinazione  degli  clementi  doppi  di  quelle  in- 
voluzioni. 
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Costruzione  dei  raggi  ortogonali  di  un  fascio  in  invo- 
luzione. 

Costruzione  della  involuzione  dei  poli  armonici,  situati 
in  una  retta , rispetto  ad  una  conica  determinata  da 
cinque  suoi  punti. 

Un  diametro  di  una  iperbole  e le  corde  ad  esso  co- 
niugate. 

Costruzione  delle  tangenti  e dei  punti  di  una  ellisse,  di 
cui  son  dati  due  diametri  coniugati. 

Costruzione  dei  punti  d’ intersezione  di  una  retta  e di 
una  ellisse  e delle  tangenti  all'  ellisse  che  passano 
per  un  punto,  quando  l’ellisse  è determinata  per 
mezzo  di  due  diametri  coniugati.  Si  è fatto  uso  della 
affinità  dell'  ellisse  e del  cerchio. 

Ellisse , iperbole  e parabola , omologiche  ad  un  cer- 
chio col  centro  di  omologia  nel  centro  del  cerchio 
stesso. 

I fuochi  delle  coniche  come  centri  di  involuzioni  ad  an- 

goli retti  di  polari  armoniche.  Ellisse  ed  iperbole. 

Le  relazioni  che  hanno  i fuochi  colle  tangenti  alle  co- 
niche. Ellisse  ed  iperbole. 

II  cerchio  di  curvatura  in  un  punto  di  una  conica  e sua 

costruzione. 

Costruzione  del  cerchio  di  curvatura  in  un  vertice  di 
una  conica  determinata  dall'  asse  maggiore  e da  un 
punto. 

Costruzione  di  due  figure  collineari  a tre  dimensioni  (,4). 

Deduzione  delle  proiezioni  parallele  ortogonali  della 
figura  solida  omologica  ad  una  data  dalla  proie- 
zione di  quest’  ultima. 

Sistemi  solidi  omologici  affini  (d). 

Determinazione  di  sistemi  solidi  collineari  (d). 

Dati  tre  sistemi  solidi,  due  a due  omologici,  i centri  di 
collineazione  sono  in  linea  retta  (d). 

Determinazione  della  posizione  di  un  punto  rispetto  a 
due  piani  coordinati  e ad  un’  origine  fissata  sulla 
intersezione  dei  due  piani  (d). 

Determinazione  di  un  punto  rispetto  a tre  piani  di 
proiezione  o coordinati  (d). 

I sei  piani  bissettori  ed  i quattro  assi  bissettori  del  si- 

stema di  proiezione  (d).  (Vedi  nota  alla  pag.  179.) 

Le  traccie  di  un  piano , la  normale  ad  esso  abbassata 
dall’origine;  intersezione  del  piano  coi  piani  bis- 
settori  del  sistema  di  proiezione  (d). 

Costruzione  del  quadrangolo  completo , formato  colle 
traccie  in  un  piano  degli  assi  bissettori , dato  che  sia 
il  triangolo  delle  traccie  del  piano. 

II  cangiamento  di  segno  delle  coordinate  nelle  por- 
zioni del  piano  limitate  dai  piani  coordinati. 

I piani  che  proiettano  una  retta  e le  traccie  di  una 
retta  sui  piani  coordinati  (d). 

Queste  Figuro  servono  a trovare  le  relazioni  che  esi- 
stono fra  i punti  ed  St  di  una  retta  e le  retto  h, 
ed  s,  di  un  piano  che  passa  per  la  retta. 
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Le  Ire  proiezioni  di  un  punto  e la  sua  distanza  dal- 
l’ origine. 

Le  tre  proiezioni  di  una  retta  e le  sue  traccie. 

Le  traccie  di  un  piano  e le  proiezioni  dei  suoi  punti 
Hi , il  triangolo  di  questi  punti,  ed  il  quadrangolo 
formato  colle  rette  hi  nella  sua  vera  grandezza. 

Le  inclinazioni  di  un  piano  rispetto  ai  piani  coordinati 
dedotte  dalle  traccie  del  piano. 

Costruzione  della  intersezione  della  retta  g{  col  piano 
determinato  dalle  rette  g,  l. 

Costruzione  delle  proiezioni  della  intersezione  d di  due 
piani,  ognuno  dei  quali  è determinato  da  una  coppia 
di  rette  g,  l ; </,  , 1,  che  si  tagliano. 

Determinazione  delle  proiezioni  di  un  sistema  piano 
che  è dato  per  mezzo  dell'asse  di  affinità  hx'-"  e 
delle  proiezioni  di  un  punto  A fuori  di  esso. 

Determinazione  delle  proiezioni  di  un  sistema  piano 
determinato  dai  due  assi  di  affinità  &*•’>",  h/'m. 

Costruzione  della  vera  grandezza  dell’  angolo  di  due 
rette. 

Ribaltamento  di  una  figura  piana  ed  i piani  bissettori 
del  corrispondente  angolo  di  rotazione. 

Determinazione  della  proiezione  ortogonale,  nella  quale 
un  dato  triangolo  diviene  simile  ad  un  altro  trian- 
golo dato. 

Costruzione  delle  trasversali  di  due  rette  che  hanno 
date  lunghezze  e sono  parallele  ad  un  determinato 
piano  (A). 

| Soluzione  del  problema:  Dati  gli  angoli  piani,  deter- 
minare gli  angoli  diedri  di  un  triedro. 

Costruzione  di  quei  piani  che  fanno  angoli  dati  col  pri- 
mo piano  di  proiezione  e con  un  dato  piano  proiet- 
tante parallelo  ad  OV. 

Proiezioni  dell'icosaedro  regolare  che  ha  una  faccia  nel 
piano  orizzontale. 

Costruzione  della  sezione  piana  di  una  piramide  e della 
vera  grandezza  e forma  di  questa  sezione,  osser- 
vando che  questa  è in  collineazione  centrale  colla 
base  della  piramide. 

Figura  schematica  della  intersezione  di  due  poliedri. 

Costruzione  della  intersezione  di  un  cubo  che  ha  una 
diagonale  verticale,  con  un  icosaedro  che  ha  una 
faccia  orizzontale. 

Costruzione  della  intersezione  di  una  piramide  a quat- 
tro faccie  con  un  prisma , facendo  uso  del  fascio  di 
piani  che  ha  per  asse  la  retta  condotta  pel  ver- 
tice parallelamente  agli  spigoli  paralleli  del  pri- 
sma (A). 

Spostamento  de)  piano  di  proiezione  XOY  e sue  con- 
seguenze per  le  proiezioni  di  un  punto,  di  una  ret- 
ta, come  pure  per  la  traccia  d’  un  piano.  Per  questa 
Figura,  come  per  le  successive  fino  alla  centovente- 
sima,  è utile  per  chi  disegna  distinguere  tanto  nella 
Figura  come  nello  scritto  con  colori  differenti  le  suc- 
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cessive  proiezioni  che  si  hanno  per  effetto  delle 
successive  trasformazioni. 

Costruzione  della  intersezione  di  due  piani,  quando 
una  delle  intersezioni  delle  traccie  è inaccessibile. 

Trasformazione  degli  elementi  rappresentativi,  per  ef- 
fetto di  una  rotazione  attorno  ad  un  asse , di  un 
punto,  di  una  retta  e di  un  piano,  supposto  1’  an- 
golo di  rotazione  « = -+-  30° ; le  traccie  orizzon- 
tali a,  ed  ,s,  sono  tangenti  ad  uno  stesso  cerchio 
descritto  coi  centro  in  O,  in  punti  che  determinano 
un  angolo  al  centro  = •+-  30°. 

Cangiamento  della  prima  e della  terza  proiezione  di 
una  piramide  per  una  rotazione  dei  piani  di  proie- 
zione XOY  ed  YOZ  attorno  all’  asse  OY. 

Costruzione  dei  piani  S,  S*  che  passano  per  la  retta  g 
e fanno  colla  retta  l l’angolo  y,  pel  quale  seri  y = 0,4, 
facendo  uso  della  trasformazione  del  sistema  di 
proiezione.  Le  lettere  , £",  tF  vanno  permutate  fra 
loro. 

Determinazione  delle  proiezioni  di  un  prisma  da  certi 
dati,  facendo  uso  di  un  nuovo  piano  di  proiezione. 

Soluzione  del  problema  dell’  assonometria  per  una  pro- 
iezione parallela  ortogonale , facendo  uso  della  tra- 
sformazione. 

Soluzione  diretta  del  problema  dell’  assonometria  per 
una  proiezione  parallela  ortogonale. 

La  soluzione  diretta  del  problema  dell’ assonometria, 
quando  son  dati  i rapporti  10  : 9 : 0. 

Soluzione  del  problema  dell’  assonometria  per  una 
proiezione  parallela  obliqua.  Determinazione  dei 
raggi  proiettanti  e dei  piani  di  proiezione  per  dati 
assi  e rapporti;  le  misure  assolute  si  ottengono  per 
mezzo  della  determinazione  delle  vere  lunghezze 
delle  immagini:  per  es. : di  (/X  immagine  di  un 
segmento  di  OX. 
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Singolarità  ordinarie  delle  curve  piane:  <i)  Punto  dop- 
pio; b)  Tangente  doppia  ; c)  Flesso;  b)  e d ) Cuspide. 

Uso  di  curve  ausiliarie  per  la  determinazione  del  punto 
di  contatto  di  una  data  tangente, 
della  tangente  in  dato  punto, 
del  centro  di  curvatura  di  una  data  curva  per 
un  determinato  punto, 

del  piede  della  normale  ad  una  curva  che  passa 
per  un  punto  dato  fuori  della  curva  stessa. 

Una  curva  gobba,  i suoi  punti,  le  sue  tangenti  ed  i 
suoi  piani  osculatori , cioè  la  sua  sviluppabile  oscu- 
latrice. 
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Determinazione  in  proiezione  centrale  di  un  cono,  di  cui 
son  dati  il  vertice  ed  una  direttrice  piana,  e propria- 
mente determinazione  di  due  generatrici  del  cono. 

Lo  stesso  problema  in  proiezione  parallela,  e di  più  la 
determinazione  delle  intersezioni  di  un  cono  con 
una  data  retta. 

I piani  tangenti  ad  un  cono  che  passano  per  un  dato 
punto:  o)  In  proiezione  centrale;  b)  In  proiezione 
parallela. 

Similitudine  di  forma  e posizione  della  traccia  e della 
linea  di  fuga  di  un  cono. 

Costruzione  dei  piani  tangenti  ad  un  cono  che  passano 
per  un  punto  dato;  determinazione  dell’ombra 
portata  dal  cono. 

Costruzione  dei  contorni  di  un  cono  determinato  dal 
vertice  e da  una  sua  direttrice  piana  situata  in  un 
piano  dato. 

Correlazione  delle  sezioni  piane  di  un  medesimo  cono. 

Costruzione  delle  sezioni  piane  di  un  cono,  di  cui  son 
dati  il  vertice  e la  prima  traccia. 

Costruzione  della  seconda  traccia  di  un  cono  dato  per 
mezzo  del  vertice  e della  prima  traccia. 

Proiezione  centrale  della  sezione  piana  di  un  cono,  di 
cui  son  dati  il  vertice  e la  direttrice , situata  in  un 
piano  dato. 

Determinazione  diretta  della  vera  forma  della  sezione 
di  un  piano  con  un  cono  determinato  dalla  prima 
traccia  e dalle  proiezioni  del  vertice. 

Costruzione  dei  contorni  di  un  cono  di  rotazione  nella 
proiezione  parallela,  dato  che  sia  l’asse,  il  vertice 
ed  il  raggio  della  base. 

Costruzione  del  contorno  di  un  cono  di  rotazione  de- 
terminato come  precedentemente,  ma  in  proiezione 
centrale. 

Sezione  piana  di  un  cono  di  rotazione. 

Determinazione  diretta  dei  fuochi  e delle  direttrici  di 
una  sezione  piana  di  un  cono  circolare. 

Ellisse  ed  iperbole  come  coniche  focali. 

Sezione  ellittica  di  un  cono  di  rotazione,  il  cui  asse  è 
parallelo  ad  07.  ed  è nel  piano  XOZ;  sviluppo  del 
cono  nel  piano  tangente  in  A. 

Modo  con  cui  nascono  dei  flessi  nello  sviluppo  delle 
curve  insieme  alle  superfìcie  sviluppabili  che  le 
contengono. 

Determinazione  della  variazione  del  raggio  di  curva- 
tura di  una  curva  in  conseguenza  di  quello  svi- 
luppo. 

Generazione  dell’  elica  come  linea  geodetica  del  cilin- 
dro di  rotazione. 

Costruzione  delle  tangenti  e della  sviluppabile  oscula- 
trice all’  elica. 

Determinazione  dello  spigolo  di  regresso  di  un  elicoide 
sviluppabile,  date  che  siano  due  eliche  dell’  elicoide 
coassiali  e di  uguale  passo. 
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291 

Rappresentazione  assonometrica  dell’ elica  S,  della  sua 
sviluppabile  osculatrice,  e della  curva  doppia  D del- 
l’elicoide.  (Tedi  nota  alla  pag.  237.) 

Costruzione  dei  piani  osculatori  dell’  elica  che  passano 
per  un  dato  punto  P,  facendo  uso  del  cono  direttore. 

Sezione  dell’  elicoide  sviluppabile  con  un  secondo  piano 
proiettante;  rami  infiniti  ed  assintoti;  punti  doppi  e 
cuspidi  della  sezione. 

Sviluppo  dell’  elicoide  sviluppabile  e delle  sue  sezioni 
piane  per  la  parte  corrispondente  ad  un  passo  del- 
1’  elica. 

Costruzione  del  raggio  di  curvatura  di  un’  ellisse  : 
a)  Per  un  suo  vertice;  b)  Per  gli  estremi  di  due 
diametri  coniugati. 

Rappresentazione  assonometrica  delle  tangenti  t,  delle 
normali  principali  «,  delle  binormali  b,  delle  linee 
polari  p,  dei  centri  dei  circoli  di  curvatura  M,  dei 
centri  delle  sfere  osculatrici  K,  e dei  punti  di  due 
evolute  E,  E*  per  una  curva  gobba  P.  (Vedi  nota 
alla  pag.  250.) 

Lo  stesso  per  1’  elica  in  proiezione  parallela  ortogonale. 

Costruzioni  che  servono  alla  determinazione  della  linea 
sezione  di  due  coni,  quando  si  fa  uso  del  fascio  au- 
siliario di  piani  che  ha  per  asse  la  congiungente  dei 
vertici. 

Intersezione  di  due  cilindri  di  secondo  grado  in  proie- 
zione parallela. 

Ellisse  cubica  e sua  sviluppabile  osculatrice  in  proie- 
zione parallela. 

Proiezione  centrale  della  parabola  cubica;  linea  di  fuga 
Q ,;  e traccia  S,;  della  sua  sviluppabile  osculatrice. 

Costruzione  che  mostra  le  relazioni  che  passano  tra  le 
caratteristiche  di  una  curva  gobba  e quelle  di  una 
sua  immagine  piana. 

Figura  che  serve  a mostrare  il  nesso  che  esiste  tra  una 
curva  gobba  e una  sezione  piana  della  sua  sviluppa- 
bile osculatrice. 

Generazione  di  un  punto  di  regresso  nella  proiezione 
parallela  d’  una  curva  gobba. 

Intersezione  di  due  coni  del  secondo  grado,  quando  il 
vertice  dell’  uno  di  essi  è sulla  superficie  dell’altro. 

La  curva  gobba  del  quarto  ordine  con  un  punto  di  re- 
gresso come  intersezione  di  due  coni  del  secondo 
grado  che  hanno  un  piano  tangente  comune,  men- 
tre il  vertice  di  un  cono  trovasi  sulla  superficie  del- 
l’ altro.  Rappresentazione  della  curva  nodale  della 
sviluppabile  osculatrice  a quella  curva,  e della  invo- 
luzione, nella  quale  curva  e sviluppabile  corrispon- 
dono a se  stesse. 

Proiezioni  ortogonali  della  intersezione  di  due  coni  di 
secondo  grado  che  hanno  un  piano  principale  co- 
mune parallelo  ad  XOZ,  traccia  orizzontale  della 
sviluppabile  osculatrice,  coni  doppiamente  proiet- 
tanti la  curva;  proiezioni  della  curva  nodale  della 
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sviluppabile.  I gruppi  di  punti  della  curva  pei  quali 
le  tangenti  si  tagliano. 

Intersezione  di  un  cilindro  di  rotazione  coll'  asse  pa- 
rallelo ad  07  con  un  cono  circolare  retto,  il  cui 
asse  è parallelo  ad  OY  ed  incontra  l'asse  del  cilin- 
dro; simmetrie  della  curva  e dei  coni  che  la  proiet- 
tano doppiamente.  (Vedi  nota  alla  pag.  297.) 

Intersezione  di  una  superficie  e del  suo  piano  tangente 
in  un  punto,  per  mostrare  che  i punti  di  una  su- 
perficie possono  essere  o iperbolici,  o parabolici,  o 
ellittici. 

Punto  doppio  o conico  di  una  superficie. 

Le  proiezioni  ortogonali  di  un  iperboloide  ad  una 
falda,  determinato  da  tre  rette  g;  costruzione  delle 
generatrici  2,  in  particolare  di  quelle  1 parallele 
alle  direttrici  g date;  parallelepipedo  formato  da 
quelle  rette.  Contorni,  traccia  orizzontale  e centro 
della  superficie. 

Proiezione  centrale  dell’iperboloide  ad  una  falda,  de- 
terminato da  tre  gcneralrici  g ; costruzione  delle  ge- 
neratrici 2,  ed  in  particolare  di  quelle  1 parallele 
alle  g date;  determinazione  della  direttrice  2 che 
ha  la  stessa  immagine  di  una  data  generatrice  g. 
Linea  di  fuga,  traccia,  contorno,  centro  e cono  as- 
sintotico  della  superficie. 

Costruzione  dei  piani  tangenti  ad  un  iperboloide  ad 
una  falda  che  passano  per  una  data  generatrice  </, , 
dati  che  siano  tre  piani  tangenti  ed  i corrispon- 
denti punti  di  contatto  ; come  esempio  è deter- 
minato il  piano  tangente  in  un  dato  quarto  punto 
ed  il  piano  tangente  nel  punto  all’  infinito  della 
generatrice. 

Costruzione  delle  trasversali  2,,  2,  comuni  a quattro 
rette  date  p, , , g, , h,  ossia  dei  punti  di  interse- 

zioner\  di  h coll’ iperboloide  determinato  dalle 
rette  (/,  , <7, , ps,  e determinazione  dei  piani  tan- 
genti S',  S!  all’  iperboloide  che  passano  per  h. 

Determinazione  delle  proiezioni  verticali  P\  P "*  di 

3uei  punti  del  paraboloide  iperbolico,  determinato 
al  quadrangolo  gobbo  ADCD,  che  hanno  una  data 
proiezione  orizzontale  P. 

Costruzione  che  serve  a trovare  le  relazioni  che  vi  sono 
tra  il  polo  P ed  il  piano  polare  P rispetto  ad  una 
data  superficie  del  secondo  grado  Ft. 

L’ iperboloide  ad  una  falda  generato  da  una  ellisse  mo- 
bile che  si  appoggia  ad  una  iperbole  fissa , posto 
che,  nella  posizione  centrale  del  piano  della  curva 
mobile,  questa  abbia  a comune  un  diametro  colla 
conica  fissa  (.A). 

Generazione  analoga  del  paraboloide  iperbolico  (A). 

Lo  stesso  per  l’ iperboloide  a due  falde  (A). 

Lo  stesso  per  1’  ellissoide  (A). 

Lo  stesso  pel  paraboloide  ellittico  (A). 

Costruzione  della  sezione  piana  1....6  e del  polo  corri- 
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spondento  P per  un  ellissoide  dato  per  mezzo  di 
tre  diametri  coniugati  AB,  CD,  E F. 

Costruzione  dell’  ombra  propria  c dell’  ombra  portata 
sui  piani  di  proiezione,  nell’ipotesi  che  i raggi  lu- 
minosi siano  paralleli,  per  un  iperboloide  a due  fal- 
de , i cui  assi  sono  paralleli  agli  assi  di  proiezione , 
e precisamente  nel  caso  in  cui  1’  asse  parallelo  al- 
1’  asse  OX  sia  quello  reale. 

Costruzione  degli  assi  di  un  ellissoide  dato  per  mezzo 
dei  diametri  coniugati  AB,  CD,  EF  nelle  sezioni 
diametrali  parallele  ai  piani  XOY,  X 'OX. 

\ Iperboloide  a due  falde  omologico  ad  una  data  sfera  ; 

sezioni  circolari  e punti  circolari  dell’  iperboloide. 

, L’ ellissoide  a tre  assi  come  figura  omologica  della 
sfera;  sezioni  circolari  e punti  circolari  dell’ellis- 
soide. Costruzione  diretta  degli  assi  della  figura  col- 
lineare ad  un  cerchio.  (Nella  Figura  non  è segnato  il 
punto  A.) 

Figura  dimostrativa  del  modo,  col  quale  può  l’ interse- 
zione di  due  superficie  di  secondo  grado  scomporsi 
in  due  coniche  e coni  che  passano  per  queste  (A). 

Uso  di  piani  ausiliari,  le  cui  sezioni  con  una  superficie 
del  secondo  grado  si  proiettano  orizzontalmente  se- 
; condo  circoli,  per  costruire  una  sezione  piana  della 
superficie  stessa. 

Costruzione  dell’  ombra  portata  nell’  interno  di  una  se- 
misfera vuota,  di  cui  il  piano  base  è orizzontale. 

Figura  dimostrativa  della  proiezione  stereografica. 

Simmetrie  della  intersezione  di  due  superficie  di  se- 
condo grado  concentriche.  Coni  doppiamente  proiet- 
tanti la  curva  e curva  doppia  della  sviluppabile 
osculatrice  (.4).  Manca  perchè  cadrebbe  fuori  del 
foglio  del  disegno  il  punto  J\t  che  è sulla  retta 
M ed  è simmetrico  a /'so  rispetto  ad  il/. 

Le  curve  focali  e le  sezioni  diametrali  circolari  dell’el- 
lissoide a tre  assi  (A). 

Elicoide  gobbo  a piano  direttore  (zi). 

Superficie  della  vòlta  dell’  ingresso  in  una  torre  ro- 
tonda (A). 

Conoide  sferico  (zi). 

liete  delle  normali  (zi). 

Elicoide  gobbo  (zi). 

Superficie  della  vòlta  a sbieco  (zi). 

Cilindroide  (A). 

Costruzione  dei  piani  tangenti  e dei  punti  di  contatto 
lungo  una  generatrice  per  una  superficie  gobba  de- 
terminata da  tre  direttrici. 

Piani  tangenti  alla  vòlta  a sbieco  che  contengono  una 
data  generatrice. 

Rappresentazione  dell'iperboloide  tangente  alla  super- 
ficie; rete  delle  normali  lungo  una  generatrice  t,, 
e che  contiene  l’asse  maggiore  della  direttrice  di  se- 
condo grado  della  superficie  gobba. 

Costruzione  dei  paraboloidi  iperbolici  tangenti , lungo 
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una  data  generatrice,  alla  superficie  dell’elicoide 
gobbo  e che  hanno  per  piano  direttore , respettiva- 
mente  il  piano  XOY  ed  il  piano  XOZ. 

Rappresentazione  del  conoide  sferico  che  ha  per  piano 
direttore  il  piano  XOY , e specialmente  delle  sue  ge- 
neratrici singolari. 

Costruzione  dell’iperboloide  ad  una  falda,  osculatore 
ad  una  superficie  gobba  del  terzo  grado  lungo  una 
generatrice  l, . 

La  superficie  gobba  del  terzo  grado  che  ha  reale  tutta 
la  direttrice  rettilinea  doppia  in  proiezione  centrale. 

La  superficie  gobba  del  terzo  grado,  la  cui  direttrice 
rettilinea  doppia  è reale  solamente  in  parte. 

Figura  in  proiezione  assonometrica  di  una  superficie  di 
rotazione  per  mostrare  le  relazioni  che  passano  fra 
la  curva  generatrice  C,  i paralleli  P ed  i meri- 
diani M. 

Proiezione  dei  punti  di  una  superficie  di  rotazione,  il 
cui  asse  a è parallelo  all’  asse  OZ , e di  cui  è dato 
il  meridiano 

Costruzione  del  piano  tangente  e della  normale  in  un 
punto  di  una  superficie  di  rotazione. 

Costruzione  di  punti  e di  piani  tangenti  all’  iperboloide 
di  rotazione  ad  una  falda,  determinato  dall’  asse  a e 
dalla  generatrice  rettilinea  e;  determinazione  del 
cerchio  di  gola  e della  prima  traccia. 

Costruzione  della  sezione  piana  di  una  superficie  di 
rotazione.  Punti  dei  contorni,  punti  più  alti  e punti 
più  bassi. 

Determinazione  diretta  degli  assi  della  sezione  piana  di 
un  iperboloide  ad  una  falda,  determinato  dalla  sua 
generatrice. 

Cono  tangente  al  toro  che  ha  un  dato  vertice;  curva  di 
contatto  colla  superficie. 

Cilindro  tangente  ad  una  superficie  di  rotazione,  sup- 
postadata la  direzione  delle  generatrici  del  cilindro. 

Determinazione  diretta  dei  contorni  di  una  superficie 
di  rotazione,  il  cui  asse  è obliquo,  rispetto  ai  piani 
di  proiezione. 

Determinazione  dei  contorni  apparenti  di  una  super- 
ficie di  rotazione. 

Costruzione  delle  linee  contorno  di  un  toro  in  proie- 
zione parallela,  quando  l’ asse  del  toro  è obliquo  ri- 
spetto ai  piani  di  proiezione. 

Costruzione  (Ielle  lince  di  uguale  intensità  luminosa  per 
un  cilindro  di  rotazione  C4). 

Lo  stesso  in  proiezione  parallela. 

Lo  stesso  per  un  cilindro  ad  asse  verticale. 

Costruzione  ausiliaria  per  la  determinazione  delle  li- 
nee di  uguale  intensità  di  una  superficie  di  rota- 
zione. 

Le  linee  di  uguale  intensità  per  un  iperboloide  di  ro- 
tazione ad  una  falda  ; ombra  portata  nell’  interno 
dell'iperboloide  e sui  piani  di  proiezione. 
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Costruzione  diretta  del  punto  doppio  D,,1'  della  seconda 
proiezione  della  intersezione  di  una  sfera  con  un 
cono  del  secondo  grado. 

Intersezione  di  due  superficie  di  rotazione,  i cui  assi  si 
tagliano.  Punti  e tangenti. 

Sviluppabile  circoscritta  a due  superficie  di  rotazione, 
i cui  assi  si  tagliano. 

Intersezione  di  due  superficie  di  rotazione,  i cui  assi 
si  tagliano.  Punti  e tangenti. 

Determinazione  di  un  punto  in  una  punteggiata  e di 
una  retta  in  un  fascio,  quando  son  noti  gli  elementi 
fondamentali  e 1’  elemento  unità. 

Considerazione  simultanea  di  una  punteggiata  e di  un 
fascio  che  sono  disposti  in  modo  che  gli  elementi 
fondamentali  del  fascio  passano  per  gli  elementi 
fondamentali  della  punteggiata , e l’ elemento  unità 
del  fascio  passa  pel  coniugato  armonico  del  punto 
unità  rispetto  agli  elementi  fondamentali. 

Determinazione  dei  punti  e dei  raggi  respettivamente 
in  un  piano  per  mezzo  del  triangolo  fondamentale 
o del  punto  o del  raggio  unità. 

Costruzione  della  retta  P,  Ps  P,  coniugata  armonica  al 
punto  P rispetto  al  triangolo  A,  A,  A, . 

Coordinate  di  punti  e rette  in  un  piano  rispetto  al  me- 
desimo triangolo  fondamentale  e ad  elementi  unità 
armonici. 

Coordinate  Cartesiane  e Pliickeriane  nel  piano. 

Coordinate  del  punto  che  determina  una  data  divisione 
in  una  punteggiata,  e della  retta  che  determina  una 
data  divisione  in  un  fascio. 

Figura  dimostrativa  delle  coordinate  di  un  punto  e di 
un  piano  nello  spazio  (A). 

Coordinate  Cartesiane  e Pliickeriane  nello  spazio  (zi). 

Costruzione  di  una  retta  nello  spazio,  date  che  siano  le 
sue  coordinate  proiettive  per  un  dato  tetraedro  fon- 
damentale ed  un  dato  piano  unità  (A). 

Figura  che  serve  per  lo  studio  analitico  della  curva 
gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso 
e della  sua  sviluppabile  osculatrice. 
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GEOMETRIA  DESCRITTIVA. 


INTRODUZIONE. 


Scopo  ed  importanza.  — Scopo  prossimo  o immediato  della 
Geometria  descrittiva  è la  determinazione  della  posizione,  gran- 
dezza e forma  delle  figure  dello  spazio  mediante  altre  figure;  il 
più  delle  volte  questa  determinazione  ha  luogo  mediante  una 
rappresentazione  grafica  sopra  una  superficie,  in  alcuni  casi 
invece  per  mezzo  di  una  rappresentazione  solida  o modello. 
Questa  scienza  si  occupa  altresi  della  ricerca  delle  relazioni 
scambievoli  delle  figure  determinate  per  mezzo  delle  loro  rap- 
presentazioni od  immagini. 

Per  ambedue  questi  scopi  la  Geometria  descrittiva  è una 
scienza  ausiliare  importante  per  l’ingegnere;  essa  gli  serve 
cosi  per  copiare  gli  oggetti  già  esistenti  della  sua  professione, 
come  per  scuoprirne  dei  nuovi. 

Seguendo  i metodi  della  Geometria  descrittiva  egli  può 
sostituire  i disegni  ai  modelli  che  sono  tanto  più  dispendiosi. 
La  prima  guida  sistematica  per  soddisfare  a questo  bisogno  fu 
data  da  J.  H.  Lambert  nella  sua  Freie  Perspeclive  ( Zurich,  1759) 
e da  G.  Monge  nella  sua  Geometrie  descriptive  (Paris,  1795). 

La  Geometria  descrittiva  acquista  ancora  maggiore  impor- 
tanza sotto  i due  aspetti  seguenti.  In  primo  luogo,  cercando  di 
raggiungere  il  suo  scopo  originario  col  costruire  l’ immagine 
dell’oggetto  che  si  vuol  rappresentare,  cioè  una  rappresenta- 
zione quanto  più  è possibile simile  all’impressione  prodotta 
sulla  vista  dall’  oggetto,  si  è condotti  a perfezionare  le  rappre- 
sentazioni piane  coll’ introdurvi  il  chiaroscuro.  In  tal  guisa  la 
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Geometria  descrittiva  si  estende  dal  lato  della  pratica,  dive- 
nendo il  fondamento  scientifico  dell’arte  del  disegno,  e pro- 
cura unire  all’esattezza  la  bellezza. 

Inoltre,  per  quanto  lo  scopò  indicato,  quando  sia  bene  in- 
teso, richieda  la  esposizione  di  tutte  le  costruzioni  della  Geo- 
metria solida  e la  soluzione  dei  principali  suoi  problemi,  pur 
nonostante  la  Geometria  descrittiva  si  mostra  adatta  allo  svi- 
luppo naturale  della  Geometria  solida,  e colla  generazione 
delle  figure  essa  ci  può  dare  precisamente  gli  elementi  dai  quali 
deduconsi  le  loro  proprietà  nel  modo  più  semplice;  in  altre 
parole,  essa  permette  di  chiarire  mediante  il  suo  processo 
l’organismo  delle  figure  solide.  È perciò  che  storicamente  la 
Geometria  descrittiva  trovasi  collocata  al  principio  della  mo- 
derna epoca  di  sviluppo  della  Geometria:  dopo  Lambert  e 
Monge  vengono  in  serie  continua  Poncelet  (18:2:2),  Mòbius  (1827), 
Steiner  (1832),  Chasles  (1837),  Staudt  (1847),...  mentre  prima 
Desargues  (1630),  appare  affatto  isolato.  Estendendosi  cosi  essa 
dal  lato  geometrico  e teorico,  il  suo  studio  acquista  importanza 
sotto  un  secondo  aspetto  e serve  di  prima  base  agli  studi  geo- 
metrici superiori.  La  Geometria  di  posizione  va  considerata  come 
la  continuazione  e la  estensione  della  Geometria  descrittiva, 
ove  si  abbia  soltanto  in  mira  lo  svolgimento  scientifico  delle 
proprietà  degli  enti  geometrici,  cioè,  senza  curarsi  della  loro 
rappresentabilità  e della  loro  rappresentazione. 

Metodo.  — Per  lo  scopo  della  rappresentazione  grafica,  le 
figure  date  nello  spazio  si  riferiscono  al  piano  rappresentativo 
od  iconico  del  quale  fa  le  veci  il  piano  del  disegno  (o  più  gene- 
ralmente la  superficie  rappresentativa  e la  superficie  del  dise- 
gno). L’insieme  degli  elementi  che  esistono  sul  piano  rappre- 
sentativo e determinano  la  figura  data  nello  spazio  ( originale  o 
figura  obbiettiva ) dicesi  immagine  o proiezione  della  figura  ob- 
biettiva; il  metodo  di  riferimento,  pel  quale  dalla  figura  ob- 
biettiva si  passa  all’immagine,  dicesi  metodo  di  rappresenta- 
zione o di  proiezione,  o metodo  iconico. 

L'immediata  e più  naturale  origino  di  tutti  i metodi  ico- 
nici è l’astrazione  matematica  del  processo  della  visione;  da 
un  centro  di  proiezione  partano  delle  rette  o raggi  che  si  di- 
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rigano  a tutti  i punti  dell’  oggetto  da  rappresentarsi  — indi- 
cheremo il  loro  insieme  col  nome  di  stella  dei  raggi  proiettanti*— 
per  immagini  o proiezioni  di  quei  punti  prenderemo  le  inter- 
sezioni di  quei  raggi  col  piano  rappresentativo. 

Astrazion  fatta  dalla  loro  posizione  relativa  nel  momento 
della  rappresentazione,  l’originale  e la  sua  immagine  sono  fra 
loro  collegati  dalle  due  leggi:  ad  un  punto  dell’originale  cor- 
risponde un  punto  dell’  immagine,  ad  una  retta  dell’originale 
una  retta  dell’immagine.  Se  l’originale  è una  figura  piana 
come  l’immagine,  si  verificano  anche  le  reciproche  di  quelle 
due  leggi;  si  dice  allora  che  originale  ed  immagine  sono  figure 
proiettive  e la  loro  mutua  dipendenza  dicesi  proiettività.  Quella 
particolare  posizione  scambievole  che  le  due  figure  hanno  nel 
momento  della  rappresentazione  dicesi  posizione  prospettiva. 

La  teoria  delle  rappresentazioni  piane  secondo  questi  prin- 
cipii  fondamentali,  la  chiameremo  dottrina  della  proiezione  cen- 
trale; fa  parte  di  essa  la  prospettiva  e come  caso  speciale  la 
proiezione  parallela , obliqua  od  ortogonale. 

In  seguito  si  mostrerà  che  partendo  da  un  centro  e sotto 
la  scorta  delle  medesime  leggi  della  proiettività,  si  può  anche 
rappresentare  una  figura  solida  mediante  un’  altra  figura  so- 
lida, cioè  si  può  farne  il  modello;  donde  nascono  i metodi  di 
modellazione  applicati  si  nelle  arti  belle  che  nelle  industriali. 

Ordine  del  trattato.  — Lo  svolgimento  comincia  necessa- 
riamente dalla  rappresentazione  e determinazione  dei  raggi 
proiettanti,  come  quelli  per  mezzo  dei  quali  tutto  il  resto  deve 
essere  rappresentato  e determinato;  e quelle  devono  essere 
condotte  per  tutti  i gradi.  Gli  oggetti  della  rappresentazione 
sono  le  forme  geometriche  che  vengono  generate  da  una  serie 
di  forme  geometriche  elementari  (rette,  punti  e piani)  o dal 
moto  di  una  di  esse.  La  considerazione  del  volume  o dell’  area 
racchiusa  da  una  figura  geometrica  viene  lasciata  alle  applica- 
zioni, cioè  al  disegno  architettonico  e di  macchine,  al  disegno 
topografico,  ec.  Per  la  produzione  dei  chiaroscuri  e per  ogni 
altro  perfezionamento  della  rappresentabilità  dei  disegni,  si 
attribuisce  alle  superficie  geometriche  la  proprietà  di  non  es- 
sere trasparenti. 
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Dapprima  svolgeremo  i metodi  della  Geometria  descrit- 
tiva, limitandoci  alle  forme  elementari  geometriche,  e quindi 
li  applicheremo  allo  studio  ed  alla  rappresentazione  delle 
forme  composte,  cioè  dei  poliedri  e particolarmente  delle  curve 
e delle  superficie.  Allora  potremo  applicare  tutti  i metodi  e 
scegliere  fra  essi  quelli  che  sono  più  appropriati  al  caso  che  si 
ha  in  vista,  ed  assicurarci  così  una  più  profonda  e più  rapida 
penetrazione  del  soggetto. 
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LA  DOTTRINA  DEI  METODI  DI  RAPPRESENTAZIONE, 

SVOLTA  NELLO  STUDIO  DELLE  FORME  GEOMETRICHE  ELEMENTARI 
E DELLE  LORO  SEMPLICI  COMDINÀZIONI. 


A.  La  proiezione  centrale  come  metodo  di  rappresentazione 
e secondo  le  sue  leggi  generali. 

1.  Da  un  centro  C di  proiezione  partano  infinite  rette  che 
vadano  ai  punti  di  un  oggetto;  queste  rette  costituiranno  una 
stella  di  raggi  il  cui  centro  sarà  C.  La  posizione  del  punto  C ri- 
spetto al  piano  rappresentativo  od  iconico  (piano  del  disegno  o 
quadro),  è determinata  dal  piede  C,  della  perpendicolare  ab- 
bassata da  C sul  quadro  e dalla  lunghezza  CC,;  il  punto  C, 
dicesi  il  punto  principale,  la  lunghezza  CC,  dicesi  la  distanza. 
Posto  CC,  = d,  il  circolo  D descritto  col  centro  in  C,  e col 
raggio  d dicesi  il  circolo  di  distanza. 

Ciò  posto,  ogni  punto  P del  quadro  determina  il  raggio 
proiettante  CP  che  passa  per  esso;  tutti  gli  infiniti  punti 
che  si  trovano  su  questo  raggio  vengon  rappresentati  dal 
punto  P,  di  modo  che  questo  punto  non  ne  determina  alcuno 
in  modo  speciale.  Due  punti  però  del  raggio  di  proiezione  si 
possono  considerare  come  determinati  dal  punto  P,  e sono  il 
punto  P stesso,  il  quale  coincide  colla  propria  immagine,  ed  il 
punto  Q situato  a distanza  infinita,  il  quale  determina  la  dire- 
zione del  raggio  ed  è comune  a questo  e a tutte  le  rette  pa- 
rallele ad  esso. 

Consideriamo  un  raggio  proiettante,  la  sua  lunghezza  l 
dal  centro  fino  al  quadro  e la  sua  inclinazione  sul  quadro,  ossia 
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l’angolo  p>=  CPCy  che  fa  con  esso  quadro;  questa  retta  e que- 
st’angolo fanno  parte  del  triangolo  CPCit  rettangolo  in  C,,  che 
ha  per  ipotenusa  la  lunghezza  l,  e per  cateti  la  distanza  d e 
la  retta  CtP  che  dal  punto  principale  va  al  punto  P.  Ponendo 
C,P  = r,  CP  = 1,  si  avrà 

r . tang  fi  — d,  l . sen  $ = d. 


Segue  da  ciò  che,  fissato  il  centro  di  proiezione,  tutti  i 
Eìg  i.  raggi  proiettanti  che  interse- 

"2»  ^ cano  il  quadro  in  punti  di  un 
cerchio  che  abbia  per  centro  il 
\ punto  principale,  sono  di  eguale 
/ / \ lunghezza  ed  egualmente  incli- 

nati sul  quadro,  e reciproca- 
mente  i punti  di  intersezione 
*/  «r  col  quadro  dei  raggi  di  eguale 

\ \ / lunghezza  o di  eguale  inclina- 

\ tic/  zione  formano  un  cerchio  che 

ha  per  centro  il  punto  princi- 
pale. I cerchi  descritti  attorno 
al  punto  principale  si  dicono  perciò  circoli  di  inclinazione; 

per  j3  ^ 4o°  si  avrà  r = d;  ed  in  particolare  per  r = 0 si  ha 


/3  =■  90°  e per  r — co , 0 = 0°.  Il  circolo  di  distanza  è quindi 
il  circolo  di  inclinazione  per  |3  = 43°,  il  punto  principale  lo  è 
per  /3  <=  90°  e la  retta  all’  infinito  del  quadro  corrisponde  alla 
inclinazione  zero.  I raggi  proiettanti  paralleli  al  quadro  formano 
un  piano,  dì  cui  la  intersezione  col  quadro  può  essere  conside- 
rata come  una  retta,  ed  è questa  che  diciamo  reità  all’ infinito 
del  quadro. 


Esercizi.  1)  Determinare  r,  dati  /3  ed  il  circolo  di  distanza  I). 

2)  Costruire  l,  dati  D ed  r. 

il)  Costruire  (3  e d,  dati  C,,  l ed  r. 

2.  Ogni  retta  p del  quadro  determina  tutti  i raggi  pro- 
iettanti, che  dal  centro  vanno  ai  suoi  punti,  e quindi  il  piano 
proiettante  che  passa  pel  centro  e per  la  retta.  In  questo  piano 
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si  possono  condurre  infinite  rette  che  non  passino  per  il  cen- 
tro e che  sono  tutte  rappresentate  dalla  retta  p;  per  conse- 
guenza questa  non  ne  determina  alcuna  in  particolare.  Si  pos- 
sono peraltro  considerare  come  determinate  dalla  retta  p due 
rette  particolari:  1°  la  traccia  del  piano  proiettante  sul  quadro, 
cioè  la  retta  p stessa,  che  coincide  colla  sua  immagine;  T la 
retta  q situata  all’infinito  nel  piano  proiettante,  la  quale  è 
comune  a tutti  i piani  paralleli  al  piano  proiettante. 

Chiameremo  larghezza  del  piano  proiettante  la  distanza  b 
del  centro  dalla  traccia  p,  e inclinazione  del  piano  sul  quadro 
l’ angolo  acuto  a che  il  piano  fa  col  quadro.  Sia  II  il  piede  della 
perpendicolare  abbassata  da  C Kj  2 

sulla  traccia  p,  la  retta  C,II  è 
manifestamente  perpendicolare 
alla  retta  p,  e dal  triangolo 
CAI C\  rettangolo  in  C,  abbiamo, 
ponendo  Ci 1 = b,  CllCt  = «, 

CJI  — r, 

r tang  <*  ■=  d,  b scn  a,  = d. 

Fissato  il  centro,  tutti  i 
piani  proiettanti,  le  tagcce  dei 
quali  toccano  un  cerchio  che  ha  _ 

per  centro  il  punto  principa-  ' ' — ■ 

le,  hanno  uguale  larghezza  ed 

uguale  inclinazione;  reciprocamente,  se  queste  seconde  condi- 
zioni hanno  luogo,  le  tracce  dei  piani  toccano  un  cerchio  che 
ha  il  centro  nel  punto  principale.  Questi  cerchi  sono  contem 
poraneamente  cerchi  di  inclinazione  per  le  rette  che  partendo 
dal  centro  C vanno  ai  loro  punti  e per  i piani  proiettanti  che 
hanno  per  tracce  le  loro  tangenti.  Le  tracce  dei  piani  proiet- 
tanti normali  al  piano  del  quadro  passano  pel  punto  princi- 
pale. Quel  piano  proiettante  parallelo  al  quadro,  la  traccia  del 
quale  è la  retta  all’ infinito  del  quadro,  per  modo  che  la  im- 
magine di  ogni  suo  punto  e di  ogni  sua  retta  va  a distanza  in- 
finita, chiamasi  il  piano  parallelo  anteriore. 

Poligoni  e curve  nel  piano  del  quadro,  determinano  pira- 
midi e coni  proiettanti  che  sono  l’ insieme  delle  rette  e dei 
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piani  proiettanti , corrispondenti  ai  vertici  e ai  lati  di  quei  po- 
ligoni, ai  punti  ed  alle  tangenti  di  quelle  curve. 

Esercizi.  1)  Costruire  b e<l  r , dati  D ed  a. 

2)  Nel  piano  proiettante  Cp  determinare  una  retta  di  lunghezza  l 

o di  inclinazione  ]S.  * 

3)  Per  la  retta  proiettante  CP  condurre  un  piano  di  inclina- 

zione a > p,  o di  larghezza  b~>  l. 

3.  Volgiamoci  ora  alla  determinazione  delle  rette  e dei 
piani  che  non  passano  pel  centro.  Ogni  retta  g che  non  con- 
tiene il  centro,  determina  con  questo  un  piano  proiettante 
(l’insieme  dei  raggi  proiettanti  dei  suoi  punti,  o il  luogo  del 
fascio  di  rette  proiettanti  che  a quella  retta  corrisponde)  ; la 
traccia  di  questo  piano  sul  quadro  è l’ immagine  g'  della  retta. 
Tra  tutte  le  rette  contenute  in  questo  piano  proiettante,  la  g è 
individuata  dal  punto  S,  in  cui  essa  incontra  il  quadro,  e dalla 
• sua  direzione  ossia  dal  suo  punto  all’  infinito  Q;  il  punto  5 solo 
non  basterebbe  alla  determinazione  della  retta,  poiché  per  esso 
passano  le  infinite  rette  di  un  fascio;  nè  basterebbe  il  solo 
punto  Q che  è pure  comune  a tutte  le  rette  (parallele)  di  un 
altro  fascio.  La  retta  g è determinai  dalle  due  condizioni, 
fig.  3.  ernie  congiungente  di  due 

punti  o come  raggio  co- 
mune a due  fasci.  Pel  § 2 
i punti  S,  Q sono  comple- 
tamente individuati  me- 
diante i loro  raggi  proiet- 
tanti; dunque  la  retta  g è 
determinata  dalla  sua  trac- 
cia S sul  quadro  e dalla 
traccia  del  raggio  proiet- 
tante ad  esse  parallelo,  cioè 
dall’  immagine  Q'  del  suo 
punto  Q all’infinito.  Que- 
sto punto  Q'  dicesi  il  punto  di  fuga  della  retta  g.  La  retta  che 
congiunge  il  punto  S,  traccia  della  retta  g sul  quadro,  col 
punto  di  fuga  Q'  è l’immagine  g'  della  retta  g.  La  stessa  retta  g 


Digitized  by  Google 


I METODI  DI  RAPPRESENTAZIONE. 


0 


è determinata  dai  punti  S.  Q'  e dal  cerchio  D;  essa  è la  paral- 
lela a C Q,  condotta  per  S (Fig.  3 e A). 

La  retta  g ha  sul  quadro  la  stessa  inclinazione  /3  del  rag- 
gio che  proietta  il  punto  Q;  se  noi  indichiamo  con  R il  punto 
in  cui  la  g interseca  il  piano  anteriore,  questo  punto  ha  per 
immagine  il  punto  R’  all’  infinito  di  g',  poiché  C R è parallela 
a g'-,  il  quadrilatero  C Q'  S R è un  parallelogrammo,  quindi 
la  porzione  della  retta  g intercetta  fra  il  piano  anteriore 
ed  il  quadro  è uguale  alla  porzione  di  raggio  proiettante 
ad  essa  parallelo  compresa  fra  il 
centro  ed  il  quadro.  Se  sopra  la 
retta  g si  prende  SM  = RS,  il  qua- 
drilatero CSMQ'  è un  parallelo- 
grammo  e per  conseguenza  la  im- 
magine M'  del  punto  M è equidi- 
stante da  S e da  Q'.  Il  luogo  dei 
punti  M,  i quali  sono  situati  ri- 
spetto al  quadro  a distanze  uguali 
a quelle  a cui  son  situati  i punti 
R,  è evidentemente  un  piano  paral- 
lelo al  quadro  e distante  da  esso  della 
lunghezza  d.  Questo  piano  lo  diremo  il  piano  parallelo  posteriore. 

Esercizi.  1)  Dato  il  cerchio  D,  tutte  le  rette  parallele  hanno  lo  stesso  punto 
di  fuga;  tutte  le  normali  al  quadro  hanno  per  punto  di 
fuga  il  punto  principale  C,. 

2)  Ad  un  dato  punto  di  fuga  e ad  una  data  traccia  S corrispon- 

dono , quando  si  lasci  assolutamente  indeterminato  il  cen- 
tro, tutti  i raggi  di  una  stella;  quando  è che  tutte  queste 
rette  non  formano  che  un  fascio? 

3)  Tutte  le  rette  di  eguale  lunghezza  l tra  il  quadro  ed  il  piano 

anteriore  hanno  la  stessa  inclinazione  (3,  (piando  si  tenga 
lisso  il  centro,  ed  i loro  punti  di  fuga  si  trovano  sopra  un 
circolo  di  inclinazione. 

4)  Dati  S e Q e fissato  il  centro,  determinare  2 e |3. 

5)  Dati  di  S e /3  c fissato  il  centro,  determinare  il  punto  di 

fuga  Q.  f 

6)  Fissato  il  centro,  determinare  Q'  e (3,  dati  g\  I,  S,  oppure  de- 

determinare S e )3,  dati  <j,  l c Q. 

?)  Fissato  il  centro,  determinare  fra  tutte  le  ielle  che  proiettano 
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i punti  di  g quella  che  fa  col  quadro  1’  angolo  massimo, 
oppure  quelle  che  hanno  colla  tavola  una  data  inclina- 
zione j3. 

8)  Tutte  le  rette  per  le  quali,  per  un  dato  centro,  il  segmento 

S(J'  = n è costante  tagliano  il  piano  anteriore  in  punti 
R che  sono  situati  sopra  un  cerchio  che  ha  per  centro  C 
e per  raggio  n. 

9)  Caratterizzare  la  posizione  di  tutte  le  rette  che  passano  per 

un  punto  dato  M del  piano  posteriore  ed  hanno  la  mede- 
sima lunghezza  SQ'  per  un  centro  dato,  e costruire  le  loro 
immagini. 

10)  Dato  il  centro,  costruire  tutte  le  rette  che  passano  per  un 

dato  punto  S ed  hanno  una  data  lunghezza  l;  fra  queste 
determinare  quelle  che  corrispondono  ad  un  dato  valore, 
di  n. 

11)  Dato  il  centro,  determinare  una  retta  date  che  siano  la  sua 

immagine  cf  e le  lunghezze  l ed  n. 

4.  Se  si  fa  girare  il  raggio  proiettante  attorno  al  punto 
C , facendolo  costantemente  appoggiare  sulla  retta  g esso 
incontrerà  il  quadro  in  tutti  i punti  della  immagine  g,  in 
ogni  sua  posizione  esso  incontra  la  retta  g e la  g'  in  punti 
corrispondenti.  Facciamo  percorrere  al  punto  di  intersezione 
del  raggio  colla  retta  g tutta  quanta  questa  retta , e partendo 
da  S diretti  verso  M ritorniamo  in  ó'  passando  per  Q (cioè  pel 
punto  di  g situato  all’infinito).  Incontreremo  così  i segmenti  SM, 
MQ  cioè  M oo,  QR  cioè  ccR  ed  RS,  ai  quali  corrisponderanno 
nella  immagine  rispettivamente  S'M'  ossia  SM' , M'Q' , Q'R' 
cioè  Q'  co'  ed  oc ’S  sulla  retta  g'.  Ad  ogni  segmento  della  retta  g 
intercetto  fra  il  quadro  ed  il  piano  posteriore,  tra  questo  e 
l’ infinito  (il  piano  all’ infinito),  tra  questo  e il  piano  ante- 
riore e finalmente  tra  il  piano  anteriore  ed  il  quadro  corri- 
spondono rispettivamente  i segmenti  della  immagine,  inter- 
cetti fra  la  traccia  della  retta  ed  il  punto  di  mezzo  M'  della 
immagine,  fra  il  punto  M'  ed  il  punto  di  fuga  Q',  tra  Q'  ed 
il  punto  all’infinito,  tra  questo  e la  traccia.  Un  punto  del- 
l’ originale  e la  sua  immagine  giacciono  in  segmenti  corrispon- 
denti ; dalla  posizione  dell’  uno  si  può  dedurre  la  posizione  del- 
l’ altro. 

Si  giunge  alla  determinazione  effettiva  di  questa  dipen- 
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denza  mediante  il  riballaineiUo  sul  quadro  della  retta  g,  facendo 
girare  il  piano  proiettante  attorno  alla  sua  traccia  g'.  In  questo 
ribaltamento  il  centro  C verrà  a situarsi  in  un  punto  della  per- 
pendicolare abbassata  da  C,  sopra  g',  perchè  egli  si  muove  nel 
piano  perpendicolare  a questa  retta  condotto  per  CCr  La  po- 
sizione £ o £*  eh' esso  prenderà  a seconda  che  si  esegue  la  ro- 
tazione « o 180°  — a,  si  deduce  dal  valore  di  d e di  CJI.  Allora 
£Q'  0 £*Q)  è il  ribaltamento  del  raggio  parallelo  alla  retta  g 


Eig.  5. 

J! 


— ed  al  tempo  stesso  la  lunghezza  l della  retta  g — quindi  il 
ribaltamento  di  g sarà  la  (g)  o la  (g*)  respettivaraente,  con- 
dotta da  S parallelamente  a £Q'  o a £*Q'  respetti vamente.  Le 
rette  condotte  da  £ (£*),  l’ una  ad  M’ , l’ altra  parallela  a g', 
determinano  i ribaltamenti  (M)  ed  ( R ) di  M ed  R. 

La  vera  lunghezza  del  segmento  proiettato  in  A'B'  si  ottiene 
col  determinare  le  posizioni  (j4),  (B)  di  A e B dopo  il  ribalta- 
mento. 


Esercizi.  1)  Dati  il  cerchio  D e i punti  S e Q',  determinare  la  proiezione 
della  estremità  del  segmento  di  g di  lunghezza  k a par- 
tire da  S. 

2)  Dagli  stessi  dati  ricavare  la  vera  lunghezza  del  segmento  di  g 
proiettato  in  A’B. 
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3)  Dividere  il  segmento  di  g corrispondente  ad  A lì  in  k parti 

uguali. 

4)  Proiettare  un  segmento  della  retta  g uguale  alla  distanza  d , 

il  quale  abbia  il  punto  di  mezzo  in  R. 

5)  Risolvere  il  problema  11  del  § 3 per  mezzo  del  ribaltamento, 

ed  esplicare  la  scambievole  giacitura  delle  rette  corri- 
spondenti . 

6)  Fissato  il  centro  C,  determinare  la  lunghezza  della  perpen- 

dicolare abbassata  da  C sopra  SQ'. 

5.  Un  piano  E il  quale  non  contenga  il  centro  contiene  in- 
finite rette  g , di  cui  nessuna  passa  pel  centro;  i punti  S,  in  cui 
esse  incontrano  il  quadro  giacciono  necessariamente  nella  trac- 
cia s del  piano;  i punti  di  fuga  Q-  di  quelle  rette  giacciono  nella 

traccia  q'  del  piano 
proiettante  qt  paral- 
lelo al  dato;  questa 
linea  q'  si  dirà  retta 
di  fuga  q'  del  piano  E , 
essa  è evidentemente 
parallela  alla  traccia 
s.  Un  piano  è deter- 
minato dalla  sua  trac- 
cia s e dalla  sua  retta 
di  fuga  q'  (§  3).  Esso 
si  ottiene  conducendo 
per  s un  piano  paral- 
lelo al  piano  Cq'.  Quindi  il  piano  E ha  la  stessa  inclinazione 
sul  quadro  e la  stessa  larghezza  compresa  tra  il  quadro  ed  il 
piano  anteriore  come  il  piano  Cq'  (Fig.  6). 

I punti  /?,  di  tutte  le  rette  g{  situate  nel  piano  giacciono  in 
una  retta  r parallela  ad  s,  la  quale  non  è altro  che  la  interse- 
zione del  piano  E col  piano  anteriore;  la  distanza  di  questa 
retta  dal  punto  C o dalla  retta  t è eguale  alla  larghezza  della 
striscia  compresa  fra  la  linea  di  fuga  e la  traccia,  ossia  è la 
larghezza  iconica  del  piano  (§  7).  Il  piano  posteriore  taglia  il 
piano  E secondo  una  retta  m parallela  ad  s e da  essa  distante 
quanto  la  retta  r;  la  m contiene  tutti  i punti  M delle  g conte- 
nute in  E. 


Fig.  6. 
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Esercizi.  1)  Dato  il  centro,  tutti  i piani  paralleli  hanno  la  medesima  linea 
di  fuga. 

2)  Piani  di  eguale  larghezza  fra  il  piano  del  quadro  e quello  an- 

teriore hanno,  per  un  dato  centro,  la  medesima  inclina- 
zione a sul  quadro  e le  loro  linee  di  fuga  toccano  un  cir- 
colo di  inclinazione. 

3)  Le  rette  r nel  piano  anteriore,  per  tutti  i piani  che  (dato  il 

centro)  hanno  la  medesima  distanza  fra  la  traccia  e la  li- 
nea di  fuga,  toccano  un  cerchio  che  ha  il  centro  in  C ed 
il  raggio  uguale  a codesta  distanza. 

■4)  1 piani  che  hanno  tracce  parallele  ed  uguale  in  grandezza  e 
in  senso  la  larghezza  fra  s e q hanno,  per  un  dato  cen- 
tro, la  stessa  r.  Come  giacciono  le  loro  r,  quando  si  muta 
il  senso? 

5)  Da  che  son  caratterizzati  i piani  che  hanno  la  medesima 

retta  m ? 

6)  In  particolare  come  vanno  distinti  quelli  che  hanno  la  mede- 

sima m e la  medesima  inclinazione  a ? 

7)  Fissato  che  sia  il  centro,  un  piano  è egli  determinato  per 

mezzo  della  sua  traccia  e della  sua  inclinazione,  op- 
pure per  mezzo  della  sua  traccia  e della  sua  larghezza 
s q'? 


8)  Dimostrare  che  la  7. 

distanza  del  ••  D 

centro  da  un 
piano  è il  ca-  / 
teto  opposto 
all'  angolo  a. 
in  un  trian- 
golo rettango- 
lo che  ha  per 
ipotenusa  la 
larghezza  s q'. 

9)  Come  si  può  de- 

terminare un 

piano  per  mezzo  della  sua  linea  di  fuga  q'  e della  sua  di- 
stanza e dal  centro? 

Come  si  può  determinare  dalla  sua  traccia  s e dalla  di- 
stanza c? 

Si  interpreti  la  Fig.  7 che  contiene  la  soluzione  del  primo 
problema. 

10)  Lasciando  indeterminato  il  centro,  ad  una  data  linea  di  fuga 
e ad  una  data  traccia  corrispondono  tutti  i piani  di  un 
fascio. 


r 
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6.  L’ immagine  del  piano  indefinito  E cuopre  tutto  il  qua- 
dro; ogni  retta  g'  di  questo  rappresenta  una  retta  g del  piano  E; 
la  traccia  5 di  g è la  intersezione  di  g'  colla  traccia  s di  E,  ed 
il  punto  di  fuga  Q'  di  g è la  intersezione  di  g'  con  q',  linea  di 
fuga  di  E,  Ogni  punto  A del  quadro  è l'immagine  del  punto  A 
che  è l’ intersezione  di  E con  CA'  e che  giace  in  tutte  quelle 
rette  di  E,  le  cui  immagini  possono  essere  condotte  per  A';  esse 
rette  formano  un  fascio  di  centro  A nel  piano  E;  i loro  piani 
proiettanti  formano  un  fascio  che  ha  per  asse  la  retta  CA;  e le 
loro  immagini , cioè  le  tracce  di  questi  piani  formano  un  fascio 
di  centro  A nel  piano  del  quadro. 

FiR.  H. 
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Il  piano  E viene 
diviso  in  quattro  re- 
gioni dalle  rette  r,  s,  m 
e dalla  sua  retta  all'in- 
finito 9;  a queste  corris- 
/ pondono  nel  quadro  al- 


trettante regioni,  alle 
originali  regioni  rs,sm, 
mq  ossia  m oc  e qr  os- 
sia oc  r,  corrispondono 
le  regioni  r's,  ossia  oc'  s', 
sm',  m'q',  e q'  oc'.  Ciò 
permette  di  estendere 
ad  un  piano  le  considerazioni  del  § 5 fatte  per  una  retta  g,  poi- 
ché ogni  retta  del  piano  parallela  al  quadro  ha  una  immagine 
parallela  ad  s ed  a q'.  Il  ribaltamento  del  piano  dà  la  diretta 
determinazione  di  questa  dipendenza  fra  le  figure  del  piano  ob- 
biettivo e le  loro  immagini  (§  11). 


Esercizi.  1)  Indicando  con  piano  sq'  il  piano  che  ha  per  traccia  s e per 
linea  di  fuga  q,  disegnare  i raggi  di  un  fascio  situato  in  un 
piano  sq’,  quando  il  centro  del  fascio  trovasi  fra  s ed  r. 

2)  Le  rette  di  un  piano  di  cui  le  immagini  sono  parallele  for- 

mano un  fascio  di  cui  il  centro  è un  punto  della  retta  r. 

3)  Fissato  il  centro,  tirare  nel  piano  sq'  una  retta  che  passi  pel 

punto  di  cui  Timmagine  è A'  c che  abbia  l’ inclinazione  |S 
sul  quadro,  e pel  punto  di  sq'  di  cui  l’immagine  i B' 
tirare  una  parallela  a questa  retta. 
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4)  Fissato  il  centro , condurre  per  una  data  retta  SQ  i piani 

che  hanno  una  data  inclinazione  a c tra  questi  distinguere 
quello  elio  ha  l’ inclinazione  minima. 

5)  Se  due  rette  si  tagliano  e quindi  sono  nel  medesimo  piano 

la  congiungente  le  loro  tracce  è parallela  alla  congiun- 
gente i loro  punti  di  fuga. 

G)  Per  i punti  A, , A che  giacciono  respettivaraente  sulle  rette 

S,Q,',  SjQ,’,...  e sono  determinati  per  mezzo  delle  loro 
immagini  A,',  A,',...  condurre  le  parallele  che  hanno  per 
punto  di  fuga  un  punto  dato  Q’  ed  in  particolare  le  per- 
pendicolari al  quadro. 

7.  Per  ogni  retta  g o SQ'  che  non  è normale  al  quadro  si 
può  condurre  un  sol  piano  che  sia  normale  al  quadro,  questo 


piano  contiene  le  nor- 

Eie 9. 

mali  al  quadro  abbas- 

sate da  tutti  i punti 

della  retta;  la  sua  li- 

/  . > \ 

S ‘ v 

nea  di  fuga  <]'  si  ottiene 

• \ 

congiungendo  (Fig.  9) 

/ ' ‘ \ \ 

il  punto  di  fuga  Q'  del- 

o' \/t  r,  tf  1 

^ -'Y",  V 

\ " \ \ /! 

\}(jj  J 

#».  / -r 

la  retta  col  punto  prin- 

cipale C,  e la  sua  trac- 

cia s è la  parallela  a 

questa  retta  condotta 

pel  punto  S.  Se  si  de- 

fi ■ v\ 

termina  allora  l’ incli- 

nazione £ della  retta  g 

• ' \ N 

<</> 

per  mezzo  della  di- 
stanza d e del  punto 

X 

di  fuga  Q'  avremo,  conducendo  per  S una  retta  che  faccia  con 
s l’angolo  /3,  ossia  conducendo  per  S una  parallula  a £Q',  la 
posizione  (g ) della  retta  g dopo  che  si  è ribaltato  il  piano 
normale  sul  quadro  facendolo  girare  attorno  alla  retta  s.  Se  A 
è la  immagine  di  un  punto  A della  retta  g,  la  retta  A C,  sarà 
la  traccia  del  piano  normale  al  quadro  che  contiene  il  raggio 
proiettante  CAA\  talché  il  punto  P in  cui  questa  retta  A'Cl  in- 
contra $ è certamente  il  piede  della  perpendicolare  abbassata 
da  A sul  quadro.  Innalzando  da  P una  perpendicolare  sulla 
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retta  s nel  piano  del  quadro,  il  punto  (zi)  in  cui  essa  incontra 
la  retta  (3)  è il  ribaltamento  di  A e la  lunghezza  P (/l)  misura 
la  distanza  del  punto  A dal  quadro,  distanza  che  chiameremo 
l’ ordinala  del  punto  A e che  denoteremo  con  y.  Dalla  simili- 
tudine dei  triangoli  ( A)PS  e Ct£Q’  e dei  triangoli  SPA'  e 
Q'C,A  avremo  le  relazioni  : 

{A)P :£Ct  = y:d—ps:  c,Q' — a's : aq1 

cioè  : T ordinata  di  un  punto  sta  alla  distanza  come  il  segmento 
compreso  fra  l’ immagine  del  punto  e la  traccia  di  una  retta 
qualunque  per  esso  condotta  sta  al  segmento  compreso  fra  l’im- 
magine del  punto  ed  il  punto  di  fuga  della  retta.  Ricordando  le 
osservazioni  fatte  nel  % 4 si  vede  che,  considerando  lo  spazio 
come  diviso  in  due  regioni  dal  quadro,  il  punto  A si  trova  si- 
tuato esternamente  al  segmento  SQ',  oppure  sopra  questo  se- 
gmento a seconda  che  il  punto  A si  trova  nella  medesima  re- 
gione dello  spazio  nella  quale  si  trova  il  punto  C,  oppure  nella 
regione  opposta.  Fissato  che  i segmenti  sulla  retta  g'  abbiano 
il  segno  -f- se  contati  in  una  certa  direzione  ed  il  segno  — se 
contati  nella  direzione  opposta,  il  rapporto  4’S  AQ'  avrà  il 
segno  4-  od  il  segno  — a seconda  che  A è esterno  od  interno  al 
segmento  SQ'.  Se  dunque  riteniamo  che  d sia  sempre  positivo,  il 
segno  di  y sarà  positivo  o negativo  a seconda  che  il  punto  A tro- 
vasi nella  medesima  regione  in  cui  si  trova  C oppure  nell’altra. 

Esercizi,  t)  Dimostrare,  per  mezzo  della  legge  ora  sviluppata,  il  teorema 
contenuto  nell’esercizio  5 del  precedente  §. 

2)  Fissalo  D,  costruire  le  immagini  dei  punti  di  una  data  retta 

SQ'  per  mezzo  delle  loro  ordinate  3,  ; costruire  parimente 
la  retta  di  un  dato  piano  parallela  al  quadro  sulla  quale 
si  trovano  i punti  del  piano  che  hanno  una  data  ordinata. 

3)  Per  mezzo  della  medesima  legge  spiegarecome  mai  i punti  del 

piano  anteriore  hanno  la  loro  immagine  a distanza  infinita. 

4)  Disegnare  le  immagini  di  punti  che  sono  determinati  dal 

piede  della  perpendicolare  abbassata  da  essi  sul  piano  , 
dalla  lunghezza  e segno  della  loro  ordinata. 

5)  Per  il  punto  di  SQ'  di  ordinata  y condurre  una  retta  di  cui 

è data  la  traccia  sul  quadro  od  il  punto  di  fuga. 

C)  Dimostrare  che  nella  Fig.  9 i punti  £,  A'  ed  (A)  sono  in  linea 
retta  e determinare  la  posizione  che  prende  dopo  il  ribal- 
tamento la  retta  »•  del  piano  normale. 
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8.  Sembra  a prima  vista  che  questi  metodi  divengano  im- 
raticabili  quando  le  rette  ed  i piani  sono  paralleli  al  quadro, 
>erchè  allora  i punti  d’ intersezione  e quelli  di  fuga,  le  rette  di 
uga  e le  traccie  vanno  all’  infinito.  Ma  una  retta  parallela  al 
quadro  sarà  determinata  quando  oltre  al  conoscerne  la  imma- 
gine se  ne  conosce  un  punto,  oppure  si  conosce  un  piano, 
differente  da  quello  proiettante,  che  passa  per  essa.  Un  piano 
parallelo  al  quadro  è determinato  da  un  suo  punto  che  si  può 
determinare  sopra  una  retta  che  passi  per  esso  ed  incontri  il 
quadro.  Infine  per  ciò  che  riguarda  il  piano  anteriore  basta  che 
sia  data  la  posizione  rispetto  al  centro  di  un  punto  R o di  una 
retta  r,  perchè  siano  determinate  le  rette  od  i piani  che  con- 
tengono quel  punto  o quella  retta  respettivamente.  Con  ciò  si 
possono  inchiudere  nei  problemi  ora  solubili  anche  questi  casi 
che  hanno  un  carattere  speciale  per  la  posizione  dei  punti,  delle 
rette,  dei  piani  relativamente  al  quadro. 

Esercizi.  1)  Disegnare  la  retta  SQ  che  congiunge  i due  punti  A e B dati 
sulle  rette  S,Q,',  5,Q,'  per  mezzo  delle  loro  proiezioni 
A',B‘  ; come  caso  speciale  condurre  per  A una  parallela 
ad  S.Q,’. 

2)  Date  tre  rette  condurre  le  rette  che  congiungono  due  punti 

delle  prime  due  rette  col  punto  R della  terza. 

3)  Determinare  la  traccia  e la  linea  di  fuga  del  piano  condotto 

pei  tre  punti  A,  B,  C che  son  dati  sulle  rette  5,0,',  S,Q,', 
S,Qi  mediante  le  loro  immagini. 

4)  Disegnare  il  piano  che  passa  per  due  punti  dati  ed  è paral- 

lelo ad  una  retta  data,  oppure  che  passa  per  un  punto  ed 
è parallelo  a due  rette  date. 

5)  Costruire  l’ intersezione  di  due  piani  dati  ed  il  punto  d’inter- 

sezione di  tre  piani;  ed  in  particolare  l’intersezione  di 
due  piani  che  hanno  tracce  parallele. 

6)  Determinare  l’intersezione  di  due  rette  S,Q,',  5,0,'  di  cui 

le  immagini  sono  sovrapposte. 

7)  Determinare  l’intersezione  di  una  retta  SQ‘  con  un  piano  sq'. 

8)  Costruire  la  retta  SQ  che  passa  per  il  punto  A dato  sopra 

5,0,’  e taglia  due  altre  rette  date  S,Q,',  SjQj,  le  quali 
non  sono  in  un  piano  ; come  caso  particolare  risolvere  il 
problema  : determinare  la  retta  che  taglia  due  rette  date 
ed  ha  una  data  direzione. 

9)  Dati  due  piani  non  paralleli  ed  un  punto  sovra  ciascuno  di 

essi  tirare  per  i due  punti  nei  due  piani  due  parallele. 

Fiedlkb.  — Geometria  descrittiva.  2 


Digitized  by  Google 


•18 


PARTE  PRIMA. 


In  questi  esercizi  bisogna  considerare  anche  i casi  spe- 
ciali nei  quali  si  hanno  punti  o rette  nel  piano  anteriore,  oppure 
rette  o piani  paralleli  al  quadro. 

9.  Se  6', <5/  e 5,^,’  sono  due  rette  che  si  tagliano  nel  punto 
P che  ha  per  immagine  P' , l’angolo  formato  da  esse  nel  punto  P 
è uguale  all’angolo  formato  dalle  rette  CQÌ,  CQJ  condotte 
da  C parallelamente  ad  esse;  e questo  può  ottenersi  nella  sua 
vera  grandezza  ribaltando  il  piano  proiettante  Cq\  come  nel 
§ 4,  allora  se  £ è il  centro  ribaltato  Q/XQ,'  è l’angolo  cer- 
cato. La  seconda  posizione  del  centro  ribaltato  £*  dà  il  mede- 
simo angolo. 

Ribaltiamo  adesso  il  piano  delle  due  rette  attorno  alla  sua 
traccia  s,  poiché  gli  angoli  che  le  rette  g„  g,  fanno  colla  retta 
s nei  punti  S,  ed  S,  respettivamente  sono  uguali  agli  angoli 
che  le  rette  CQ,',  CQ,'  resp.  fanno  colla  retta  q,  la  posizione  di 
g,  e di  g,  dopo  il  ribaltamento  si  otterrà  conducendo  per  Slt  S , 
le  parallele  a £ £ Qt'  respettivamente.  Il  punto  di  interse- 

Fig.  io. 
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zione  delle  rette  (3,),  (g, ) che  sono  i ribaltamenti  di  g,  e gt 
sarà  il  ribaltamento  del  punto  P di  intersezione  delle  due 
rette  glt  gt. 

Immaginiamo  infine  tra  le  rette  del  piano  sq'  che  passano 
per  P quella  di  cui  l’immagine  passa  per  £,  il  punto  di  fuga 
e la  traccia  di  questa  retta  di  cui  1*  immagine  è P'£  sono  i punti 
in  cui  questa  immagine  incontra  le  rette  q'  ed  s respettivamente. 
Dopo  il  ribaltamento  questa  retta  verrà  a cuoprire  la  sua  im- 
magine, perchè  la  retta  ribaltata  deve  essere  la  parallela 
condotta  dalla  traccia  alla  retta  che  congiunge  il  punto  £ col 
punto  di  fuga,  quindi  in  questo  caso  è la  retta  P'£  stessa.  Di 
qua  segue  che  i punti  P'  ( P ) e £ son  sempre  in  linea  retta. 

Tiriamo  adesso  per  £ le  parallele  alle  proiezioni  gt',  g,' 
respettivamente  fino  alle  intersezioni  colle  rette  (i/,),  (js),  i punti 
di  incontro  (//,),  (I?a)  saranno  le  posizioni  dei  punti  R„  Rt  d' in- 
tersezione delle  rette  g, , y,  col  piano  anteriore  dopo  il  ribalta- 
mento (Fig.  4,  5,  § 3,  4)  e dovranno  per  conseguenza  trovarsi 
sopra  una  retta  (r)  parallela  alla  traccia  s. 

La  distanza  da  £ ad  r è uguale  alla  distanza  che  passa 
fra  le  due  rette  q'  ed  s,  quindi  è determinata  (r)  quando  lo  è il 
centro  ribaltato  £.  Ciò  può  servire  di  riprova  alla  costruzione 
precedente. 

Siccome  poi  le  rette  m ed  r intersezioni  del  piano  sq'  coi 
piani  posteriore  ed  anteriore  sono  equidistanti  da  s,  determi- 
nata la  posizione  di  r dopo  il  ribaltamento  lo  sarà  anche  quella 
di  m. 

Esercizi.  1)  L’angolo  di  due  rette  che  non  s’incontrano  si  determina 
come  quello  di  duo  rette  che  s’incontrano. 

2)  Qual  è l’ angolo  formato  da  una  retta  data  colla  normale  al 

quadro?  Qual  è l’angolo  di  una  retta  data  con  una  retta 
situala  comunque  nel  piano  del  quadro? 

3)  Nel  piano  s<]'  disegnare  un  rombo  che  abbia  per  centro  un 

punto  dato  e per  lati  opposti  due  rette  inclinate  di  30’ 
sul  quadro. 

10.  Ricordando  la  definizione  dell’angolo  di  una  retta  e 
d'un  piano  e quella  dell’angolo  di  due  piani,  si  vede  che  la  de- 
terminazione di  questi  angoli  si  può  ricondurre  alla  determi- 
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nazione  di  angoli  di  rette;  occorre  però  saper  condurre  la  nor- 
male ad  un  piano  o il  piano  normale  ad  una  retta  data. 

Tutte  le  rette  normali  ad  un  piano  hanno  la  medesima 
direzione  e quindi  il  medesimo  punto  di  fuga,  tutti  i piani 
normali  ad  una  retta  sono  paralleli  e quindi  hanno  la  mede- 
sima retta  di  fuga , la  questione  si  può  quindi  ridurre  a deter- 
minare la  relazione  che  passa  fra  la  traccia  di  una  retta  che 
passa  pel  centro  e la  traccia  del  piano  ad  essa  normale  con- 
dotto pel  centro  stesso.  Siano  Q'  e q'  le  traccie  di  una  retta  e 

di  un  piano  che  passano 
pel  centro  e sono  fra  di 
loro  normali,  per  la  retta 
CQ'  conduciamo  un  piano 
che  contenga  CC,,  esso 
avrà  per  traccia  la  retta 
Q'C,  che  incontrerà  in  li 
la  q'\  il  triangolo  CQ'II  è 
rettangolo  in  C 'ed  es- 
sendo CC,  perpendicolare 
all’  ipotenusa  avremo 

C,H  ; d = d ! C,Q' 

Se  osserviamo  che  la 
retta  QII  è perpendicolare  alla  retta  q'  la  relazione  ora  tro- 
vata darà  il  modo  di  determinare  la  traccia  del  piano  proiet- 
tante normale  a CQ',  e viceversa,  dato  il  piano  Cq'  la  traccia 
Q'  della  retta  proiettante  perpendicolare  al  piano. 

Esercizi.  1)  Dato  il  centro  — tanto  in  questo  quanto  nei  successivi  eser- 
cizi di  questo  § — costruire  la  normale  SQ'  ad  un  piano 
dato  sq  abbassata  da  un  punto  A'  di  una  retta  data  S,Q,  ; 
determinare  il  piede  B di  questa  perpendicolare  e la  sua 
vera  lunghezza  AB.  — Il  miglior  modo  di  risolvere  questo 
esercizio  è di  condurre  per  S,Q,  il  piano  normale  ad  sq'. 

2)  Da  un  punto  dato  sulla  retta  S,Q,'  per  mezzo  della  sua  im- 

magine A'  condurre  un  piano  che  sia  normale  ad  una 
retta  data  SQ'  e la  perpendicolare  a questa  medesima  retta. 

3)  Determinare  la  vera  grandezza  dell’  angolo  che  la  retta  SQ  fa 

con  $(j  secondo  le  due  definizioni  geometriche.  Quale  dà 
la  migliore  costruzione? 


Fig.  11. 
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4)  Condurre  per  una  data  reita  parallela  al  quadro  il  piano  nor- 

male ad  un  piano  dato. 

5)  Determinare  la  vera  grandezza  dell’  angolo  che  i piani 

stqt'  Tanno  fra  loro  e costruire  il  piano  bisettore  dell’an- 
golo formato  da  essi. 


. Fig.  12. 


6)  Costruire  un  piano  che  sia  normale  al  piano  tcf , abbia  l’in- 
clinazione a = 40°  sul  quadro  e contenga  il  punto  R nel 
quale  una  data  retta  incontra  il  piano  anteriore. 


Fig.  13. 
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7)  Per  la  retta  SQ  contenuta  nel  piano  se/  far  passare  due  piani 

che  facciano  con  sq  un  angolo  di  25°.  La  Fig.  12  contiene 
una  parte  della  soluzione  di  questo  problema. 

8)  Determinare  tra  i piani  che  passano  per  una  retta  SQ'  quelli 

che  fanno  con  un  piano  dato  sq  un  angolo  a = 54°.  La 
Fig.  13  contiene  la  soluzione  di  questo  problema.  , 

9)  Proiettare  e determinare  la  minima  distanza  AB  di  due  rette 

SiQÌ,  S,Q'  non  situate  nel  medesimo  piano.  Questo  pro- 
blema si  risolve  considerando  la  minima  distanza  come 
la  intersezione  dei  due  piani  condotti  per  le  due  rette 
normalmente  al  piano  CQ/Q*'  che  è parallelo  alle  due 
rette. 

Kig.  14. 


Cosa  bisogna  aggiungere  alla  Figura  14? 

Risolvere  lo  stesso  problema  per  due  rette,  di  cui  una  6 nor- 
male, 1’  altra  parallela  al  quadro. 

10)  Se  tre  rette  proiettanti  o tre  piani  formano  un  angolo  triedro 
trirettangolo,  le  loro  tracce  nel  quadro  sono  i vertici  o i 
lati  di  un  triangolo,  il  punto  in  cui  s’ incontrano  le  al- 
tezze del  triangolo  è il  punto  principale  e la  distanza  è 
media  proporzionale  fra  i due  segmenti  in  cui  vien  divisa 
ciascuna  altezza  del  triangolo. 

11.  Ciò  che  precede  contiene  manifestamente  il  ribalta- 
mento di  un  piano  sul  quadro,  cioè  la  rappresentazione  delle 
figure  piane  nella  loro  grandezza  e forma  ricavata  dalle  loro 
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proiezioni.  Infatti  il  ribaltamento  di  ogni  retta  del  piano  si ( 
viene  effettuato,  come  g.  in  (<;,),  secondo  le  regole  del  § 9,  ed 
il  ribaltamento  di  ogni  punto  P del  piano  si  ha  considerandolo 
come  la  intersezione  di  due  rette,  come  P mediante  gt  e gr  Se 
sul  piano  queste  rette  non  sono  date,  si  può  fare  uso  della 
retta  abbassata  dal  punto  P perpendicolarmente  alla  traccia  s; 


per  ottenerne  la  immagine  osserviamo  che  abbassando  da  C 
una  perpendicolare  sopra  q'  la  traccia  di  questa  perpendicolare 
sul  piano  sarà  il  punto  II,  e conducendo  il  piano  PCI I questo 
taglierà  il  quadro  secondo  la  retta  P'II  ed  il  piano  sq'  secondo 
una  retta  che  essendo  parallela  a CII  sarà  perpendicolare  alla 
traccia  s ed  avrà  per  immagino  la  retta  P'II.  La  retta  P II  è 
dunque  la  immagine  della  retta  cercata;  dopo  il  ribaltamento 
del  piano  essa  si  disporrà  perpendicolarmente  alla  traccia  s 
passando  però  sempre  pel  punto  S.  Si  può  anche  far  uso  delle 
rette  che  sono  proiettate  in  II,'P’,  H,P'  essendo  ////,'  =» HHt' 


Digitized  by  Googtc 


24 


PARTE  PRIMA. 


= IIC,  rette,  i cui  ribaltamenti  sono  inclinati  di  45°  alla  traccia 
s ed  escono  dai  respettivi  punti-tracce  Sit  St  e per  conseguenza 
si  segano  ad  angolo  retto  in  (P),  dove  è anche  S(P ) ■=■  SS, 
= SSt.  Se  si  ha  invece  il  ribaltamento  (r)  della  retta  r del 
piano,  si  può  avere  il  ribaltamento  di  un’altra  retta  g,  del 
piano  medesimo,  osservando  che  essa  incontra  il  piano  ante- 
riore in  un  punto  della  parallela  tirata  da  C alla  sua  proie- 
zione g\  e che  quindi  il  suo  punto  fì,  è la  intersezione  di  (r) 
colla  parallela  alla  sua  immagine  condotta  da  f.  Anche  la 
retta  ìP'  può  servire  alla  determinazione  di  (P),  perchè  si  sa 
che  (P)  P'  e £ sono  in  una  linea  retta. 

Inversamente  e colle  medesime  costruzioni  si  compie  il 
passaggio  dal  ribaltamento  alla  proiezione,  operazione  che  in- 
dicheremo col  nome  di  raddrizzamento  o rialzamento  del  piano. 


Fig.  16. 


Se  (P)  è il  ribaltamento  di  un  punto  del  piano  sq\  prendendo 
una  retta  parallela  ad  s e situata  ad  una  distanza  da  essa 
uguale  alla  distanza  ili  del  punto  £ dalla  retta  q',  si  ha  la  po- 
sizione (r)  del  ribaltamento  di  r ; tirando  allora  per  (P)  una 
retta  (g)  il  punto  in  cui  la  retta  //  incontra  il  quadro  è il  punto 
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2*  in  cui  (g)  incontra  s ed  il  punto  (/?)  incontro  di  g e di  (r)  è 
il  ribaltamento  del  punto  R in  cui  g incontra  il  piano  anteriore; 
conducendo  per  £ una  parallela  a (p)  il  punto  in  cui  essa  in- 
contra la  retta  q'  è il  punto  di  fuga  Q'  della  retta  g,  per  cui  SQ' 
è la  immagine  della  retta  ribaltata  in  ( g ) e può  servire  di 
riprova  l’osservare  eh’ essa  deve  essere  parallela  alla  retta 
£(R). 

Esercizio.  Di  un  poligono  regolare  di  n lati  son  dati  due  vertici  consecu- 
tivi, oppure  due  vertici  opposti  per  mezzo  dei  piedi  delle 
perpendicolari  abbassate  da  essi  sul  quadro  e delle  loro 
ordinate,  è prescritto  inoltre  che  il  piano  del  poligono  fac- 
cia l’angolo  o==60°  col  quadro,  dedurre  dal  ribaltamento 
sul  quadro  la  sua  proiezione. 

12.  Con  ciò  che  precede  tutti  i problemi  della  Geome- 
tria descrittiva  per  le  forme  elementari  sono  teoricamente  so- 
lubili, vale  a dire  nella  ipotesi  di  un  quadro  indefinito,  della 
esattezza  geometrica  anche  nella  vicinanza  delle  intersezioni 
che  han  luogo  sotto  un  angolo  molto  acuto,  ec.,  e special- 
mente  astrazion  fatta  dalle  difficoltà  inerenti  alla  esecuzione 
grafica  che  si  presentano  specialmente  per  effetto  della  picco- 
lezza delle  parti  della  costruzione.  Nella  esecuzione  del  disegno, 
per  la  quale  nè  valgono  tali  ipotesi,  nè  si  può  astrarre  da  tali 
difficoltà,  la  possibilità  della  soluzione  grafica  si  ottiene  per 
mezzo  della  trasformazione,  cioè  di  un  conveniente  cangiamento 
di  posizione  del  centro , o del  piano  del  disegno  o dell’  oggetto, 
poiché  con  tali  operazioni  quelle  difficoltà  possono  essere  tolte. 

Si  può  prendere  per  centro  un  punto  qualunque  dello  spa- 
zio e contemporaneamente  far  coincidere  il  piano  della  figura 
od  un  qualunque  piano  dell’  oggetto  con  un  piano  determinato. 
Ogni  spostamento  del  centro  può  considerarsi  come  composto 
di  due  successivi  spostamenti , uno  dei  quali  ha  luogo  nel  piano 
anteriore  e l’ altro  normalmente  a questo  piano  ; analogamente 
si  possono  scomporre  anche  tutti  gli  spostamenti  del  piano 
della  immagine  e dell’  oggetto  che  non  implicano  rotazione.  Le 
rotazioni  del  quadro  e dell’  oggetto  in  sostanza  si  possono  ri- 
durre al  passaggio  da  un  ribaltamento  ad  una  proiezione  nel 
modo  indicato  nel  precedente  § e non  richiedono  ulteriore  di- 
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scussione,  poiché  scomponendo  la  rotazione  in  due,  una  attorno 
ad  un  asse  situato  nel  piano  del  quadro  ed  una  attorno  ad  un 
asse  normale  al  quadro,  la  prima  equivale  evidentemente  ad 
un  ribaltamento  e la  seconda  ad  un  cangiamento  di  posizione 
del  centro. 

Facendo  muovere  il  centro,  mutano  di  posizione  gli  elementi 
di  fuga,  ma  restano  fisse  le  tracce.  Quando  la  distanza  del  cen- 
tro dal  quadro  resta  invariata,  quando  cioè  il  centro  si  muove 
nel  piano  anteriore,  le  figure  formate  dagli  elementi  di  fuga 
non  fanno  che  trasportarsi  parallelamente  a se  stesse  nel  piano 
del  quadro  percorrendo  tutte  eguali  cammini.  Ma  se  invece  si  al- 
lontana il  centro  dal  quadro,  allora  gli  elementi  di  fuga  si  spo- 
stano parallelamente  a se  stessi  in  modo  che  le  figure  formate 
coi  nuovi  elementi  di  fuga  son  simili  e similmente  poste  ri- 
spetto alle  primitive.  Nel  primo  caso  (Fig.  17)  quando  si  cono- 
sce la  nuova  posizione  del  punto  principale  basta  osservare 
che  le  immagini  dei  punti  si  trasportano  tutte  parallelamente 
alla  retta  C,C,*,  la  quale  é uguale  alla  grandezza  dello  sposta- 
mento. 


Fig.  17.  Fig.  18 


Nel  secondo  caso  quando  C va  in  C*  e Ct  resta  fisso  (Fig.  18) 
ogni  punto  degli  elementi  di  fuga  si  muove  sulla  retta  che  lo 
congiunge  al  punto  principale,  e per  ottenerne  la  posizione  os- 
serviamo che  il  punto  Q'  sulla  retta  Q'C , si  sposta  di  una  lun- 
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ghezza  uguale  al  cateto  opposto  all'  angolo  /S  di  inclinazione  in 
un  triangolo  rettangolo  che  ha  l’ altro  cateto  uguale  allo  spo- 
stamento 5;  il  movimento  poi  avviene  verso  C,,  oppure  in  dire- 
zione opposta,  a seconda  che  il  punto  C si  è avvicinato  od  allon- 
tanato dal  quadro.  L'immagine  di  un  punto  qualunque  in  questo 
caso  si  muove  sopra  la  retta  che  congiunge  la  primitiva  im- 
magine con  C,. 

Esercizi.  1 ) Se  il  centro  si  muove  nel  piano  anteriore  per  modo  che  una 
data  retta  SQ  divenga  un  raggio  proiettante  la  lunghezza 
Q'S  misura  lo  spostamento. 

2)  Condurre  per  dati  punti  della  traccia  di  un  piano  o più  ge- 

neralmente per  punti  dati  di  un  piano  rette  parallele  ad 
una  retta  data  nel  piano  e di  cui  il  punto  di  fuga  è inac- 
cessibile. Per  risolvere  questo  problema  occorre  traspor- 
tare il  punto  di  fuga  sulla  linea  di  fuga  del  piano  a di- 
stanza accessibile  collo  spostare  il  centro,  di  proiezione. 

3)  Triplicare  la  distanza  di  un  piano  dal  centro,  spostando  questo 

nel  piano  anteriore  per  modo  da  rendere  più  chiara  l’im- 
magine di  una  figura  situata  sul  piano. 

4)  Dall’  immagine  che  si  ha  di  un  corpo  quando  il  centro  di 

proiezione  corrispondo  all’ occhio  destro  dedurre  l’im- 
magine corrispondente  all’occhio  sinistro  mantenendo  in- 
variata la  distanza.  Questo  problema  è quello  che  si 
presenta  nella  costruzione  delle  immagini  stereoscopiche. 

5)  Dimostrare  che  spostando  il  centro  normalmente  al  quadro 

la  determinazione  delle  normali  e dei  piani  normali  al 
quadro  rimane  invariata. 

C)  In  che  giova  l’  allontanare  o 1’  avvicinare  il  centro  quando  si 
ribaltano  o si  raddrizzano  sistemi  piani?  Rispondere 
alla  domanda  tanto  per  piani  normali  al  quadro  quanto 
per  piani  obliqui  ad  esso.  Disegnare  con  questo  si- 
stema sopra  un  piano  obliquo  al  quadro  1°  un  quadrato 
di  cui  è dato  il  lato,  2“  il  corrispondente  cubo.  La 
Fig.  19  dà  per  la  riduzione  di  un  terzo  della  distanza 
l’ immagine  di  un  parallelepipedo  rettangolo,  di  cui  le 
costole  sono  tre  lunghezze  date  a,  b,  c,  colla  faccia 
ab  posata  sopra  un  piano  dato  colle  condizioni  che  il 
punto  1 sia  uno  dei  vertici  e che  b abbia  una  data 
direzione.  I punti  di  fuga  ridotti  sono  „Q'j3,  bQ'i3,  cQ'U, 
parimente  i punti  di  divisione  sono  indicati  con  «J’/j,  ec. 
per  o e c si  possono  usare  i punti  di  divisione  „T,  CT. 
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La  costola  c ò indicata  da  14.  Nel  caso  del  cubo  si  possono 
anche  usare  le  proprietà  del  quadrato  rispetto  alle  suo 
diagonali. 

Disegnare  anche  l’ombra  portata  da  raggi  di  luce  paralleli 
sul  piano  della  base  quando  è data  la  direzione  della  luce 
per  mezzo  del  punto  di  fuga  d’uno  dei  suoi  raggi. 


Fig.  19. 


13.  Per  lo  spostamento  dell’ oggetto  parallelamente  alla 
tavola  o normalmente  ad  essa,  cioè  quando  tutti  i suoi  punti 
descrivono  delle  parallele  o delle  normali  al  quadro , tutti  gli 
elementi  di  fuga  rimangono  invariati  e le  tracce  variano  colle 
medesime  leggi  che  furono  prima  date  per  le  variazioni  degli 
elementi  di  fuga  nei  due  differenti  casi  ; in  particolare  per  lo 
spostamento  normale  la  traccia  S si  muove  sulla  traccia  del 
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piano  condotto  per  essa  normalmente  al  quadro  per  un  tratto 
che  si  ottiene  prendendo  il  secondo  cateto  di  un  triangolo  ret- 
tangolo che  abbia  l’ altro  cateto  uguale  allo  spostamento  5 e 
1’  angolo  acuto  opposto  uguale  all’angolo  d’inclinazione  0. 

Lo  spostamento  del  piano  della  figura  operato  parallela- 
mente  a se  stesso  fa  spostare  tanto  le  tracce  quanto  gli  ele- 
menti di  fuga  ; il  punto  di  fuga  e la  traccia  di  una  retta  si 
muovono  sopra  la  linea  di  fuga  e la  F|b  20 

traccia  respettiva  del  piano  normale  ^ 
al  quadro  condotto  per  la  retta  e la  / ; 

grandezza  di  questo  movimento  di- 
pende  da  £ e da  S e si  può  dedurre  da  * I 4 

queste  quantità  nel  modo  già  indicato  I /')  / / 'f 

(Fig.  20).  Le  immagini  dei  punti  si 
spostano  sulle  rette  che  le  congiun-  \ , , 

gono  col  punto  principale.  Per  un  pun- 
to  A qualunque  di  SQ'  e la  sua  tra-  ^ n.  js. 

sformazione  A*  si  ha  la  relazione  — i'r* 


5 : d «=*  Q'Q'*  : Q'Cl  = A A*  : AC, 

Il  piano  st(  si  trasforma  in  s*q'*. 

14.  Nelle  cose  che  precedono,  la  proiezione  centrale  è svi- 
luppata come  un  metodo  di  rappresentazione  che  sta  da  sé,  ed 
è essenzialmente  perfezionata.  Affinchè  essa  possa  darci  i prin- 
cipii  scientifici  di  tutti  gli  altri  metodi  di  rappresentazione 
— tanto  i metodi  della  rappresentazione  grafica  quanto  del- 
l’ arte  del  modellare  — è necessario  ricercare  la  fondamentale 


relazione  che  passa  fra  l’ immagine  di  una  figura  piana  e la 
figura  stessa. 

L’ immagine  di  una  figura  piana  ed  il  ribaltamento  della 
figura  obbiettiva  sono  riferite  fra  di  loro  geometricamente,  cioè 
sono  fra  di  loro  in  una  mutua  dipendenza.  La  legge  fonda- 
mentale  di  tale  dipendenza  consiste  in  ciò,  che  ad  ogni  punto 
della  figura  obbiettiva  corrisponde  un  solo  punto  della  imma- 
gine, ad  ogni  retta  della  figura  una  sola  retta  della  immagine, 
e viceversa.  In  generale  quando  due  sistemi  geometrici  sono 
riferiti  fra  loro  per  modo  che  ad  ogni  elemento  (punto,  retta, 
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piano)  dell’uno  corrisponda  un  solo  elemento  dell’altro,  essi 
si  dicono  proiettivi  e la  legge  di  dipendenza  proiettività;  dunque 
il  ribaltamento  e la  immagine  di  una  figura  piana  sono  due 
figure  proiettive;  e per  distinguere  questa  speciale  proiettività 
nella  quale  ad  un  punto  corrisponde  un  punto,  ad  una  retta 
una  retta , si  usa  anche  il  nome  di  collineazione  o di  omografia, 
cioè  le  due  figure  si  dicono  anche  collineari  od  omografiche.  Se 
due  sistemi  collineari  di  punti  son  disposti  per  modo  elio  le 
rette  che  congiungono  due  a due  i punti  corrispondenti  costi- 
tuiscano una  stella,  le  due  figure  diconsi  omologiche  od  in  po- 
sizione prospettiva  ed  il  centro  della  stella  dicesi  centro  di  colli- 
neazione o di  omologia.  Parimente,  se  i due  sistemi  collineari 
sono  formati  da  rette  disposte  per  modo  che  tutte  quelle  che  si 
corrispondono  si  tagliano  in  punti  di  una  retta  s,  la  quale  si 
dice  asse  di  collineazione  o di  omologia , le  due  figure  son  dette 
omologiche  od  in  posizione  prospettiva.  L’immagine  ed  il  ribal- 
tamento di  un  sistema  piano  di  punti  sono  figure  omologiche 
ed  il  centro  di  collineazione  è il  ribaltamento  del  centro  di 
proiezione.  L’ immagine  ed  il  ribaltamento  d’un  sistema  piano 
di  rette  son  figure  omologiche,  di  cui  1’  asse  di  omologia  è la 
traccia  del  piano  sul  quale  si  trovano  le  rette. 

Dati  due  sistemi  omologici  di  rette,  ad  una  retta  che  tagli 
a distanza  infinita  l’ asse  di  collineazione  corrisponde  nell’  altro 
sistema  una  retta  parallela  all’  asse  ; segue  da  ciò,  giacché  ad 
ogni  retta  dell’  un  sistema  ne  corrisponde  una  sola  dell’  altro 
che  i punti  del  piano  a distanza  infinita  sono  in  linea  retta.  Ri- 
baltando un  piano  sul  quadro,  alla  sua  retta  all’infinito  corri- 
sponde la  retta  </,  alla  retta  all’infinito  del  quadro  la  retta  (r) 
ribaltamento  di  r.  Le  rette  r e q'  le  chiameremo  rette  limili 
dei  due  sistemi  omologici  ed  i loro  punti  saranno  i punti  limiti 
di  quelle  rette  che  passano  per  essi. 

In  ciò  non  si  deve  vedere  che  la  recapitolazione  dei  resul- 
tati ottenuti  nella  proiezione  centrale  di  un  piano  enunciati 
con  adattate  espressioni.  Data  una  figura  in  un  piano  e fissato 
un  centro  £ ed  un  asse  di  collineazione  si  possono  determinare 
infinite  altre  figure  omologiche  di  questa;  infatti  basta  prendere 
sulla  perpendicolare  abbassata  dal  centro  di  omologia  sull’asse 
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un  punto  qualunque  per  punto  Ct,  poscia  proiettare  dal  punto  C 
determinato  dal  punto  C,  e dalla  distanza  XC,  la  figura  data 
sopra  un  piano  qualsivoglia  che  passi  per  l’ asse  di  collinea- 
zione  e finalmente  ribaltare  questo  piano  sul  piano  dato.  Se  è 
data  anche  una  retta  limite,  oltre  ai  dati  precedenti,  non  vi  è 
che  una  sola  figura  omologica  con  quella  data;  per  vederlo 
chiaramente  consideriamo  soltanto  due  punti  A,  He  sia  q'  la 
retta  limite  data,  s l’asse  di  collineazione,  X il  centro;  i punti 
corrispondenti  ad  A,  B saranno  sulle  rette  £A,  £13  respettiva- 
mente,  la  retta  AH  che  incontra  in  S la  retta  s avrà  per  corri- 
spondente una  retta  che  passerà  per  S,  si  ha  cosi  un  punto 
della  retta  A B';  per  averne  un  altro  osserviamo  che  il  punto 
Q ' in  cui  AH  incontra  q'  ha  per  corrispondente  sulla  retta 
A'D'  il  punto  all'  infinito,  quindi  AB'  dovrà  essere  parallela  a 
£Q'  ed  i punti  A,  B'  sono  così  completamente  determinati 
(Fig.  20*,  a). 

Eig.  20  * 

il  b 


O 

B\ 


Se  invece  della  retta  q fosse  data  la  retta  (r)  la  costru- 
zione viene  un  poco  modificata  (Fig.  20*,  b).  È verità  pressoché 
evidente  che  al  dato  di  una  delle  rette  limiti  si  può  sostituire 
quello  della  corrispondenza  di  due  punti. 

Si  possono  quindi  costruii  e nel  piano  infinite  figure  omo- 
logiche ad  una  data  col  solo  uso  della  riga. 
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Eserciti.  1 ) Dimostrare  che  facendo  girare  un  piano  attorno  alla  sua  trac- 
cia e contemporaneamente  il  piano  ad  esso  parallelo  che 
passa  per  la  sua  linea  di  fuga  per  modo  che  il  centro  de- 
scriva un  cerchio  che  ha  il  suo  centro  in  un  qualche 
punto  della  linea  di  fuga,  lo  figure  del  piano  hanno  sem- 
pre la  medesima  immagine. 

2)  Disegnare  le  figure  omologiche  ad  un  dato  triangolo  ABC 

per  le  differenti  posizioni  eh’  esso  può  assumere  rispetto 
alla  retta  limite  del  piano  in  cui  trovasi. 

3)  Risolvere  lo  stesso  problema  per  le  7 posizioni  di  un  quadri- 

latero rispetto  alla  retta  limite.  Queste  posizioni  sono  le 
seguenti:  1*  i punti  1, 2,  3,  4 sono  da  una  medesima  parte 
della  retta  limite , 2°  il  punto  fèda  una  parte  ed  i punti 
2,  3,  4 dall’altra,  3*  i punti  1,  2 sono  da  una  parte  e 3,4 
dall’  altra,  4°  il  punto  1 è sulla  retta  limite  e gli  altri 
sono  da  una  medesima  parte  di  questa  retta,  5°  il  punto. 
1 è sulla  retta  limite,  ma  degli  altri  uno  è da  una  parte  c 
due  dall'altra  di  questa  retta,  G°  e 7°  i punti  1,  2 sono 
sulla  retta  limite  ed  i punti  3,  4 dalla  medesima  parte  o 
da  parti  opposte  rispetto  a questa  retta.  Si  può  anche  au- 
mentare il  numero  dei  casi,  ponendo  mente  ai  punti  in 
cui  i lati  opposti  si  tagliano.  La  Fig.  21  mostra  due  di 
questi  casi  per  il  quadrilatero  ABCD  ; nel  1°  tre  vertici 
sono  da  una  parte  della  retta  q'  ed  uno  dalla  parte  oppo- 
sta, nel  2°  due  vertici  sono  da  una  parte  e due  dall’altra. 


Fig.  21. 


\ 


\ 
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4)  I raggi  di  due  fasci  collineari  che  hanno  per  centro  il  centro 

* di  omologia  si  cuoprono  raggio  per  raggio  e si  possono 
considerare  come  fra  loro  eguali  e corrispondenti.  Dimo- 
strare direttamente  l’ esistenza  di  tali  fasci  nel  quadro 
ed  in  un  piano  originale  dato  per  un  centro  di  proiezione 
parimente  dato.  La  soluzione  di  questo  quesito  si  ottiene 
considerando  il  fascio  di  piani  che  ha  per  asse  il  raggio 
proiettante  che  è normale  al  piano  che  biseca  P angolo  a 
o il  suo  supplemento  che  il  piano  originale  fa  col  quadro. 
Questa  normale  fornisce  direttamente  le  due  posizioni 
del  centro  ribaltato  (§  9). 

5)  Costruire  per  mezzo  della  relazione  trovata  nell’esercizio  pre- 

cedente il  piano  che  biseca  l’ angolo  a che  un  piano  dato 
fa  col  quadro. 

6)  Se  si  tirano  per  tutti  i punti  di  una  figura  situata  in  un  piano 

delle  parallele  alle  normali  indicate  nel  problema  5,  la 
figura  che  queste  normali  determinano  sul  piano  del  qua- 
dro è uguale  e simile  alla  figura  originale. 

15.  Da  ciò  che  precede  la  prospettività  di  due’punteggiate 
proiettive  è caratterizzata  dal  trovarsi  riuniti  nella  intersezione 
delle  due  rette  due  punti  corrispondenti  dell’  originale  e della 

immagine.  Quando  si  considera 
una  retta  ribaltata  sul  quadro 
insieme  al  suo  piano  proiettante 
(§  /0.  oppure  una  retta  ribaltata 
insieme  ad  un  piano  qualunque 
che  passa  per  essa  (§11),  l’ im- 
magine ed  il  ribaltamento  della 
retta  passano  per  la  traccia  5 
della  retta  eh’  è un  punto  corri- 
spondente a se  stesso  ed  il  cen- 
tro di  collineazione  è il  quarto 
vertice  di  un  parallelogrammo 
di  cui  tre  vertici  sono  Q , S,  R 
((/  ed  R sono  vertici  opposti).  Si 
ha  allora  per  due  punti  A,  B 
dell’originale  e le  loro  immagini  A,  B'  le  seguenti  relazioni  che 
si  cavano  dalla  similitudine  dei  due  triangoli  ARI  e Q A'l  : 

AR  ",  Ri  = fQ'  ; Q A'  ossia 

Firdi.fr,  — Geometria  descrittiva.  3 


Fig.  22. 
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AR  • Q'A'  = R£  • £ Q'  = SQ'  • /tó  = A’;  ( = n / § 3); 

cioè:  il  rettangolo  delle  distanze  di  due  punti  corrispondenti 
dai  punti  limiti  è costante.  Si  ha  quindi 


A-’ 

zl/f 


e parimente  Q'B'  = 


_A* 
BR  ’ 


quindi 


07?'  — 071'*=  /TO'  + 07?'  = A B'  = A*  ( - -i) 

ltAR-BR  ,,  AB 
AR  ■ BR  “ ' ^4/7  • A?/?" 

che  ci  dà  la  lunghezza  dell’  immagine  corrispondente  ad  un 
dato  segmento  dell’  originale.  Si  ha  A'B'  — AB  per 

A ’^AR-BRe  poiché  è A*  — /1/f  • Q'A'  = B/?  • 07?' 

la  condizione  dell’eguaglianza  di  segmenti  corrispondenti  è 
data  da 

BR  = Q'A'  o da  AR  — Q'B'; 

cioè  il  punto  limite  0'  deve  essere  distante  dall’  immagine  di 
uno  degli  estremi  quanto  l’originale  dell'altro  estremo  lo  è 
dal  punto  R. 

Siano  ora  A.  A'  due  punti  corrispondenti  (origini  di  due 
segmenti  corrispondenti  uguali)  e si  prenda  Q'D'  = Q'A'  ed  RB 
= RE  = Q'A',  poscia  si  prenda  Q'B'  = Q’E  = RD  = RA  dico 
che  BB , E E',  DD'  sono  coppie  di  punti  corrispondenti;  infatti 
per  vederlo  basta  da  A tirare  una  retta  parallela  a Q'S  che  ta- 
gli jf D'  in  D"  e mostrare  che  la  £D'  prolungata  passa  per  D,  il 
che  si  fa  osservando  che  la  retta  £Q'  biseca  la  retta  AD"  e 
quindi  £R  deve  bisecare  l’ altro  lato  del  triangolo  che  ha  per 
base  AD".  Si  ha  quindi 

AB  - A'B',  DE  — DE' 

BD-=-  B'D',  AE*=  A'E' 


I primi  due  segmenti  non  contengono  il  punto  R,  gli  ultimi 
due  lo  contengono.  In  due  punteggiate  proiettive  esistono  dun- 
que due  sistemi  di  segmenti  eguali  corrispondenti  che  difTeri- 
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scono  per  la  posizione  che  relativamente  ad  essi  occupano  i 
punti  limiti. 


Eì«  23. 


/ 

/ 

Osservazioni.  I)  Se kQA'=BR=k  = \/SQ  -~fìS  si ha  AB  *=  A' B = o ; 

vi  sono  dunque  due  coppie  di  punti  G,  R in  g e G'  lì 
in  rj  (Fig.  23)  che  possono  essere  chiamate  segmenti 
nulli  corrispondenti.  Questi  segmenti  appartengono  al 
sistema  di  quelli  che  non  contengono  i punti  limiti. 

11)  La  quantità  k 1 non  dipende  dall’angolo  delle  due  rette 
9 c j ma  dalla  lunghezza  dei  lati  del  parallelogrammo 
£RSQ;  quindi:  se  due  punteggiate  sono  omologiche  , 
esse  rimangono  tali  anche  quando  si  fa  ruotare  l’ una 
di  esse  attorno  al  loro  punto  d’ intersezione. 

Esercizi.  -I)  Facendo  ruotare  una  delle  due  punteggiate  di  un  sistema 
omologico  attorno  al  punto  d’ intersezione  delle  due 
rette,  il  centro  di  omologia  descrive  un  cerchio. 

2)  Trovare  il  punto  P pel  quale  PS=  SP. 


16.  Passiamo  ora  alla  considerazione  di  due  coppie  di 
punti  A.  B e C . D della  retta  g e delle  loro  immagini  A.'  B e 
C , D sulla  retta  g . Le  distanze  dei  punti  della  prima  coppia  a 
quelli  della  seconda  sono  legate  alle  distanze  delle  immagini 
dalle  relazioni 


A'C'= kl- 


AC 

AR  ■ CÌV 


A'D=k' 


AD 

AR  ■ DR 
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Ft'lY  1-* 

U ~k  * BR  ■ DR’ 

donde  si  cava 

A’C  AC  BB- 

AD'  AD  BB 

B C’  BC  ' AB’ 

B D’  “ BD  ' AB 

e per  conseguenza 

A’C  . A D’ 

AC . AD 

B C’  • BD’ 

BC‘  BD 

Kig.  2*. 

jy 

A 

il  . AC  . AD 

Il  rappporto  gj  . m 

/ / \ \ 

che  per  brevità  si  suole  in- 

/  ! 

dicare  con  (ABCD)  dicesi  il 
rapporto  anarmonico  dei 

\ \ 

quattro  punti  A,  B,  C,  D, 

/ * \ \ 

1’  ultima  equazione  ci  dà 

/ 

t 

V 

ìh 

dunque  il  teorema  ; 

f\  * 

Il  rapporto  anarmonico 

di  quattro  punti  di  una  pun- 

teggiata  è uguale  al  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti 
corrispondenti  in  una  punteggiata  prospettiva  alla  prima. 

Siccome  poi  le  proprietà  metriche  dei  segmenti  determi- 
nati dai  punti  corrispondenti  sopra  due  punteggiate  prospettive 
sono  indipendenti  dalla  posizione  relativa  delle  due  punteg- 
giate, cosi  esse  si  conservano  inalterate  anche  quando  le  due 
punteggiate  cessando  di  essere  prospettive  rimangono  sempli- 
cemente proiettive;  se  dunque  A,  B,  C,  D sono  quattro  punti 
di  una  punteggiata  ed  A',  B',  C' , D‘  i corrispondenti  in  una 
punteggiata  proiettiva  alla  prima  si  ha: 

( ABCD)  = ( A'B'C'D) 

Se  X è il  centro  e indichiamo  con  a,  b.  c,  d i raggi  che 
vanno  ad  AA',  BB',  CC,  DD’  respettivamento,  e con  (a,  b)  l’an- 
golo formato  dai  due  raggi  a,  b si  hanno  le  relazioni  : 

, AC  . AD  A A£C  . A AID  _ sen(ac)  . sen(ad ) 

t.  c/  ) =*  BC  • go  — Agre  • ÀS77J  “ seti  ( bc ) * sen  (bd) 
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l’ultimo  rapporto  indichiamolo  con  ( abcd ),  esso  dicesi  il  rap- 
porto (inarmonico  dei  quattro  raggi  a,  b,  c.  d,  ed  abbiamo  il 
teorema  : il  rapporto  anarmonico  di  4 punti  di  una  retta  è 
uguale  al  rapporto  anarmonico  dei  4 raggi  che  da  un  punto 
qualunque  del  piano  (o  dello  spazio)  vanno  ai  4 punti.  Segue 
da  ciò  che  se  si  ha  un  fascio  di  4 rette  i punti  in  cui  queste  sono 
secate  da  una  trasversale  qualunque  hanno  sempre  lo  stesso 
rapporto  anarmonico.  Parimente  se  si  hanno  due  fasci  omo- 
logici di  4 rette  — tali  cioè  che  i 4 punti  d’ intersezione 
dei  raggi  corrispondenti  siano  in  linea  retta  — i rapporti 
anarmonici  di  questi  due  fasci  sono  uguali.  Quindi  il  rapporto 
anarmonico  di  4 rette  situate  in  un  piano  e che  passano  per  un 
medesimo  punto  è uguale  al  rapporto  anarmonico  delle  loro 
immagini  quando  si  proiettano  da  un  centro  qualsivoglia.  Se 
per  una  retta  qualunque  si  conducono  4 piani  e per  un  punto 
dell’asse  due  piani  secanti,  sopra  ognuno  di  questi  piani  se- 
canti si  avrà  un  fascio  di  rette,  i rapporti  anarmonici  di  que- 
sti due  fasci  sono  fra  loro  eguali , perchè  l’ un  fascio  può 
riguardarsi  come  l’immagine  dell’altro,  questo  rapporto  anar- 
monico costante  per  qualunque  piano  secante  e quindi  anche 
pel  piano  normale  all’  asse  che  dà  la  misura  degli  angoli  dei 
piani , dicesi  il  rapporto  anarmonico  dei  4 piani. 

Se  il  punto  C della  retta  originale  è il  punto  di  mezzo  tra 
A e lì  per  modo  che  sia  AC  — — BC  le  relazioni 


danno  : 


ossia: 


A'C'  = k' 


AC 

AR . CR ’ 


fì’C'  = 


,,  BC 
BR.CR 


k' 

AR 


A'C'.VC'^^.-^Q'A’ 


k' 

BR 


QB’ 


A'C'  . Q'A_  _ _ 

B C'  ’ Q’B’  “ 

Donde  si  vede  che  se  C è il  punto  di  mezzo  fra  A e B , il  gruppo 
A',  B'  forma  col  gruppo  C,  Q'  il  rapporto  anarmonico — 1,  in 
tal  caso  si  dice  che  i punti  C'Q'  sono  coniugati  armonici  rispetto 
ad  A'  B'  ossia  che  i punti  A'B'C’Q'  formano  un  sistema  armo- 
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nico.  Il  coniugato  armonico  del  punto  di  mezzo  di  due  punti 

dati  A,  B è il  punto  Q all’  infinito,  di  qua  segue  che  1- 

Parimente  si  dice  che  quattro  rette  formano  un  sistema  armo- 
nico quando  il  loro  rapporto  anarmonico  è uguale  a — 1.  Per 
esempio,  due  rette  e le  bisettrici  degli  angoli  da  esse  formati 
costituiscono  un  sistema  armonico. 

Osservazioni.  I)  Per  la  relazione  che  passa  tra  l’originale  c l’ immagine 
di  una  retta  si  ha 

(Aliati  R)  = (A'BQ'  oo')  cioè 
BR  : AR  = A'O’  : BQ  ossia  AR  . A‘Q  — BR  . BQ 
che  è il  primo  teorema  del  § 15  ; inoltre 
(SQA'R)  = (SQAR)  ossia  (SQA‘  oo')  = (S  oo  AR)  cioè 

SA'  SA  SR SA  y 

Q'A'  oo  A ‘ oo  R SR  d 


che  è la  legge  trovata  per  determinare  le  ordinate  dei 
punti  di  una  retta  (§  7). 

11)  Ogni  rapporto  anarmonico  può  ridursi  ad  un  rapporto 
semplice,  talché  da  3 elementi  di  una  punteggiata  o di 
un  fascio  se  ne  può  dedurre  un  quarto  colla  condizione 
che  faccia  cogli  elementi  dati  un  rapporto  anarmonico 
dato.  Siano  infatti  A,  B,  C,  D punti  di  una  punteg- 
giata e si  determinino  i raggi  a,  b,  e,  d che  li  proiet- 
tano da  un  punto  lisso,  tagliamo  questo  fascio  con  una 
parallela  condotta  da  A alla  retta  d,  indichiamo  con 
B,  C’  i punti  di  intersezione  di  questa  retta  coi  raggi  b 
e c avremo 

(ABCD)=(ABC  oo')= 


bP 


Ora  se,  per  esempio,  il  rapporto  anarmonico  dato  era 
Eig.  25.  = 2,5  e si  avevano  i 

- j j — -g — punti  A,  B,  C,  si  può  de- 

\ \ terminare  il  punto  D nel 

v»,s  X\  seguente  modo  : tiriamo 

per  A una  retta  qualun- 
que e prendiamo  .4’  C'= 5 
BC  = 2 le  rette  BB , 
CC'  determineranno  un 
punto  T centro  di  un  fascio  e la  retta  TD  parallela  ad 
AC  determina  il  punto  D cercato  perchè 

(ABcm-jfé- i 

Esercizio.  Costruire  il  4°  armonico  dopo  tre  punti  dati. 
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17.  Date  due  punteggiate  o due  fasci  se  si  stabilisce  la  con- 
dizione che  presi  quattro  elementi  della  prima  serio  questi  ab- 
biano lo  stesso  rapporto  anannonico  dei  quattro  elementi  corri- 
spondenti della  seconda,  la  corrispondenza  degli  elementi  è pie- 
namente stabilita,  tostochè  a tre  elementi  della  prima  serie  si 
fanno  corrispondere  tre  elementi  ad  arbitrio  della  seconda.  In 
altre  parole,  se  alla  condizione  dell’eguaglianza  dei  rapporti 
anarmonici  dei  gruppi  di  quattro  elementi  corrispondenti  si  ag- 
giunge quella  che  a tre  elementi  fissati  nella  prima  serie  cor- 
rispondano tre  elementi  fissati  ad  arbitrio  nella  seconda,  ad  ogni 
elemento  della  prima  serie  ne  corrisponde  uno  ben  determi- 
nato della  seconda.  Per  esempio:  supponiamo  date  due  punteg- 
giate, ai  tre  elementi  A,  B,  C dell'  una  corrispondano  i tre  ele- 
menti A',  B' , C'  dell’altra,  di  più  i rapporti  anarmonici  dei 
gruppi  formati  con  4 punti  della  prima  e coi  4 corrispondenti 
della  seconda  siano  uguali,  allora  se  X'  è il  punto  della  2*  pun- 
teggiata corrispondente  ad  un  elemento  qualunque  X della 
prima,  il  punto  X'  sarà  completamente  determinato  dalla  equa- 
zione (ABCX)  = (A'B'C’X’).  Se  ora  X percorre  tutta  la  punteg- 
giata ABC,  X'  contemporaneamente  percorrerà  tutta  la  pun- 
teggiata A'B'C'e d avendo  ciascuna  punteggiata  un  solo  elemento 
corrispondente  ad  un  elemento  dell’altra,  le  due  punteggiate 
saranno  proiettive.  Il  legame  che  passa  fra  queste  due  punteg- 
giate proiettive  può  essere  espresso  dalla  formola 

(ABC  DE....)  = ( A'B'C'D'F. '....) 

Analogamente  per  due  fasci  di  rette  o per  un  fascio  di  rette 
ed  una  punteggiata , ec.,  si  ha  la  relazione  di  proiettività 
espressa  da 


• ( abcde ...)  =•  (a'b'cd'e1....) 

oppure  da 

(abcde....)  = [A'B'CD’E'....) 

Se  due  punteggiate  o due  fasci  proiettivi  nel  modo  anzidetto 
hanno  tre  elementi  corrispondenti  sovrapposti  le  due  punteg- 
giate o i due  fasci  sono  identici,  vale  a dire  ogni  elemento  della 
prima  punteggiata  o del  primo  fascio  coincide  coll'elemento 
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corrispondente  della  seconda  punteggiata  o del  secondo  fascio. 
Segue  da  ciò  evidentemente  che  proiettando  da  un  centro  due 
punteggiate  proiettive  se  i due  fasci  che  si  ottengono  e che  sono 
proiettivi  hanno  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti  coincidenti , 
le  due  punteggiate  sono  prospettive,  ed  analogamente  se  ta- 
gliando due  fasci  proiettivi  con  una  trasversale  tre  elementi 
della  prima  delle  due  punteggiate  che  si  hanno  sulla  trasversale 
coincidono  coi  tre  elementi  corrispondenti  della  seconda,  i due 
fasci  sono  prospettivi.  Quindi  anche:  due  punteggiate  che  hanno 
riuniti  nel  punto  di  intersezione  due  punti  corrispondenti  sono 
prospettive  e due  fasci  che  hanno  riuniti  nella  retta  che  con- 
giunge i loro  centri  due  raggi  corrispondenti  sono  prospettivi. 

Siano  ora  date  due  punteggiate  t e l'  ed  A,  fi,  C nell’ una, 
A,'  fi/  C'  nell’  altra  costituiscano  tre  coppie  di  punti  corrispon- 
denti, cerchiamo  i punti  D',  E'....  corrispondenti  ai  punti  D,  fi.... 


Fig.  20. 


/ 

/ 

della  prima  punteggiata  per  modo  da  avere  sulle  due  rette  due 
punteggiate  proiettive.  Fatto  centro  in  due  punti  corrispondenti 
A,  A'  descriviamo  due  fasci  {A  - B'CD'....)  {A-  BCD....)  che  sa- 
ranno proiettivi  non  solo,  ma  anche  prospettivi,  perchè  in  AA'  son 
riuniti  due  raggi  corrispondenti  ; le  intersezioni  delle  coppie  di 
raggi  corrispondenti  saranno  dunque  sopra  una  retta  che  indi- 
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cheremo  con  t".  Lo  stesso  si  sarebbe  ottenuto  considerando 
un’  altra  coppia  qualunque  di  punti  corrispondenti  come  B,  B' ; 
C,  C,  ec.  Questa  retta  t"  determina  il  punto  D'  della  seconda 
punteggiata  corrispondente  ad  un  punto  D della  prima,  basta 
infatti  tirare  A D e congiungere  con  A il  punto  in  cui  questa 
retta  incontra  t”  per  avere  nella  intersezione  di  questa  congiun- 
gente e di  t il  punto  D'  corrispondente  a D.  Nel  punto  di  in- 
tersezione di  t e di  t'  si  trova  un  punto  0 della  prima  punteg- 
giata ed  uno  P'  della  seconda,  i punti  0'  e P a questi  respet- 
tivamente  corrispondenti  saranno  i punti  di  intersezione  di  t" 
con  t e l',  donde  si  rileva  che  la  posizione  della  retta  t"  è in- 
dipendente dalla  scelta  della  coppia  di  punti  presi  per  centri 
dei  due  fasci  e per  conseguenza  anche  le  rette  BC',B'C  si  ta- 
gliano in  un  punto  di  C. 

Esercizi.  1)  I punti  limiti  R,Q'  delle  due  punteggiate  proiettive  si  otten- 
gono colla  costruzione  data  nel  testo,  osservando  eh’  essi 
sono  i corrispondenti  dei  punti  all’  infinito  ; dimostrare 
che  la  retta  RQ'  ò parallela  a t". 

2)  Col  mezzo  dei  punti  limiti  determinare  i segmenti  corrispon- 

denti eguali  ed  in  particolare  i segmenti  nulli,  come  nel 
§ 15. 

3)  Due  punteggiate  proiettive  sono  completamente  determinate 

dall’  asse  t"  c da  una  coppia  di  punti  corrispondenti  A,  A', 
oppure  come  caso  particolare  del  precedente  da  t"  e da 
uno  dei  punti  limiti,  oppure  anche  da  una  coppia  di  punti 
corrispondenti  e dai  punti  limiti  Q ed  R. 

4)  Se  i punti  limiti  sono  infinitamente  distanti,  cioè  se  i punti  al- 

l’infinito delle  due  punteggiate  si  corrispondono,  ha  luogo 
similitudine  o proporzionalità  tra  le  punteggiate,  si  ha 
infatti 

(.1 BX  oo  ) = (A'ffX1  co’) 

ossia 

AX  AX 
BX  ~ EX' 

Considerando  le  due  punteggiate  come  l’ immagine  l’ una, 
il  ribaltamento  l’altra  di  una  medesima  retta,  Q,  R pos- 
sono essere  infinitamento  distanti  o perchò  la  retta  ori- 
ginale è parallela  al  quadro,  oppure  perchè  il  centro  è 
infinitamente  distante  ; nel  primo  caso  il  rapporto  di 
similitudine  ossia  quello  di  due  segmenti  corrispondenti 
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è il  rapporto  di  una  porzione  della  retta  originale  alla 
sua  immagine  ossia  anche  il  rapporto  p : p delle  distanze 
del  centro  dalla  retta  e dalla  sua  immagine.  11  caso  del 
centro  infinitamente  distante  sarà  considerato  nel  § 21. 
Due  punteggiate  simili  sono  determinate  da  due  coppie 
di  punti  corrispondenti,  essendo  la  terza  data  dai  punti 
all’ infinito  delle  rette.  Costruire  duo  punteggiate  simili 
date  due  coppie  di  punti  corrispondenti. 

5)  Determinare  la  distanza,  la  traccia  S ed  il  punto  di  fuga  Q1 
di  una  retta  quando  di  tre  punti  della  medesima  si  co- 
noscono le  immagini  A,'  B,'  C e le  ordinate  ylt  y, , y, 
(Fig.  27,  a,  b). 

Se  C è il  centro  di  proiezione  (Fig.  27,  a),  g la  retta  ed  ABCD 
sono  quattro  dei  suoi  punti,  $ la  traccia,  R il  punto  in 
cui  incontra  il  piano  anteriore,  Q'  il  suo  punto  di  fuga, 
(j  la  sua  immagine,  che  contiene  naturalmente  le  imma- 
gini ABCD!  dei  quattro  punti  ABCD  ; se  C,  è il  punto 
principale  e tinalmente  g"  la  parallela  a C, Q condotta 
per  S,  questa  retta  conterrà  ì piedi  A’B'C'D'  delle  per- 
pendicolari abbassate  da  ABCD  sulla  tavola  e si  avrà 
(ABCD)  = (A'BC'D)  = [A'B'C’D"), 
cioè  indicando  con  y l’ ordinata  di  D 

AC  . AD  = y,  — y, . y,  — y 
BC  ' BD  iji  — Hì'  Vi  — y 


Fig  27. 

a.  b. 
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Se  si  conduce  quindi  (Fig.  27,  b)  per  A'  una  retta,  qualunque 
sulla  quale  a partire  da  una  origine  0 tale  che  sia  OA'  = y, 
si  contano  le  ordinate  y col  loro  segno,  avremo  corrispon- 
dentemente alle  ordinate  yt,  y3  i punti  B,  C tali  clic  con- 
giunti con  B'  e C respettivamente  danno  due  rette  che 
si  tagliano  in  un  punto  T e questo  congiunto  con  un 
punto  qualunque  D'  della  retta  A BC  taglia  sopra  A'BC 
una  lunghezza  OD  talo  che  è uguale  all’  ordinata  y del 
punto  D di  cui  l’ immagine  è Dì  : infatti  abbiamo 

(A'BCD)  = (A‘BCD)=  — • — = y'  ~~  y'  ■ y±~y 
BC  BD  yi  — y/y.—y 

equazione  che  mostra  essere  OD  effettivamente  eguale 
alla  ordinata  y del  punto  D.  Allora  il  raggio  TO  dando 
il  punto  di  cui  1'  ordinata  è nulla,  determinerà  sulla  retta 
A'BC  la  traccia  S della  retta  cercata,  il  raggio  condotto 
da  T parallelamente  ad  A'BC  determina  sopra  A'BC  il 
punto  di  fuga  Q e finalmente  la  parallela  TR  ad  A B'  dà 
l'ordinata  RO  del  punto  R e quindi  la  distanza  cercataci. 
Questa  distanza  si  sarebbe  potuta  ottenere  anche  condu- 
cendo il  raggio  TM  che  va  al  punto  di  mezzo  di  SQ,  poi- 
ché l’ ordinata  di  M è uguale  a quella  di  R e di  segno 
opposto. 

Quando  manchino  altri  dati  il  punto  principale  6',  può  essere 
preso  arbitrariamente  ed  anziché  avere  allora  una  retta 
determinata  si  ha  una  stella  di  centro  S (§  3,  Es.  2). 

6)  Si  ha  un  caso  speciale  del  teorema  precedente  quando  la 
retta  è determinata  dalla  sua  traccia,  dal  punto  di  fuga 
e dalla  distanza;  poiché  in  tal  caso  son  date  le  immagini 
dei  punti  di  ordinate  zero  ed  infinito  ed  è data  la  di- 
stanza. Come  vanno  allora  modificate  le  costruzioni  del- 
l’ esercizio  precedente  ? 

18.  Dati  due  fasci  proiettivi  che  hanno  i centri  in  T e T 
respettivamente,  da  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti  preso  ad 
arbitrio  onde  stabilire  la  proiettività  si  può  dedurre  quali  sono 
i raggi  del  secondo  fascio  che  a quelli  del  primo  corrispondono. 
Basta  infatti  perciò  considerare  la  punteggiata  che  i raggi  del 
secondo  fascio  generano  sopra  uno  dei  raggi  del  primo , per 
esempio  : a e la  punteggiata  generata  sul  corrispondente  rag- 
gio a'  dai  raggi  del  primo  fascio  ; queste  due  punteggiate  non 
solo  sono  proiettive,  ma  anche  omologiche,  imperocché  nella  in- 
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tersezione  di  a e a'  si  hanno  riuniti  due  punti  corrispondenti , 
costruendo  quindi  il  centro  di  omologia  T"  per  mezzo  delle  due 
rette  (ab', ab),  (ac',a'c),  se  si  congiunge  questo  centro  col  punto 
( a ' d)  la  retta  che  così  si  ottiene  incontra  la  retta  a nel  punto 
(ad),  talché  si  ha  così  immediatamente  il  raggio  d corrispon- 
dente al  raggio  d. 

Fig.  28. 


Nella  retta  che  congiunge  i due  centri  re  T si  hanno  due 
raggi  non  corrispondenti , o,  p',  perchè  je  essi  fossero  corri- 
spondenti i due  fasci  sarebbero  omologici,  il  che  non  si  è sup- 
posto, la  costruzione  precedente  mostra  che  i raggi  ad  essi 
corrispondenti  o',p  sono  le  rette  T T,  TT  ; donde  segue  che 
la  posizione  di  T"  è affatto  indipendente  dalla  scelta  dei  due 
raggi  a,  a'  sui  quali  si  considerano  le  punteggiate. 

Esercizi.  1)  Due  fasci  proiettivi  di  centro  T,  T sono  completamente  deter- 
minati dal  centro  di  omologia  T'  e da  una  coppia  di  raggi 
corrispondenti. 

2)  Se  il  fascio  T gira  attorno  al  suo  centro  per  modo  da  descri- 
vere l’ angolo  (o',  ó)  il  fascio  T diviene  omologico  al  fascio 
T;  parimente  T diviene  omologico  al  fascio  V quando 
si  fa  girare  dell’angolo  (/>, p')  attorno  al  suo  centro. 
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3)  Nei  fasci  proiettivi  T,  V esistono  come  nelle  punteggiate 
proiettive  due  coppie  di  clementi,  le  quali  riducono  i rap- 
porti anarmonici  a semplici  rapporti  (§16,  Es.  4);  queste 
sono  le  coppie  di  raggi  qq , rr'  che  sono  ad  angolo  retto, 
tali  cioè  che  tanto  (a,  r)  quanto  (q',  r1)  sono  angoli  rpttì. 
Per  essi  si  ha 

( abqr ) = ( a'b'q'r ')  ossia 


Sff! = tang{aq]  : tamj{bg) = 


sen(a'q')  _ aeii(aV) 
sen(bq')  ' sen(b'r  ) 


— tang(d<J)  : tang(b'<j) 


ossia  anche 


tang(a'cj) . tang(ar)  — tang(b'q')  . lang(br) 


4)  Per  costruire  le  coppie  di  raggi  ortogonali  qr,  q'r  di  due  fa- 
sci proiettivi  si  riducono  prima  questi  fasci  ad  essere 
omologici  e poscia  si  risolve  il  problema.  La  Fig.  29  con- 
tiene la  costruzione  necessaria  a questa  determinazione, 
spiegarla. 


Fig.  29. 


19.  I sistemi  piani  che  si  ottengono  per  mezzo  della  proie- 
zione centrale  di  un  sistema  piano  originale  dipendono  dal  si- 
stema originale  per  modo  che  ad  ogni  punteggiata  t del  piano 
originale  corrisponde  una  punteggiata  prospettiva  nel  quadro  e 
ad  ogni  fascio  di  rette  nell’originale  un  fascio  prospettivo  di 
rette  nel  quadro.  Ribaltando  il  piano  originale  sul  quadro 
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(§  10)  queste  punteggiate  e questi  fasci  proiettivi  vengono  a 
situarsi  in  un  solo  piano  ed  è allora  di  speciale  utilità  la  legge 
di  eguaglianza  dei  rapporti  a,narmonici  dei  gruppi  corrispon- 
denti di  elementi. 

Se  t è un  raggio  che  parte  dal  centro  di  collineazione  e lo 
consideriamo  come  nel  § 9,  quale  immagine  e ribaltamento 
di  una  medesima  retta,  ai  punti  A,  B di  questo  raggio  corri- 
sponderanno come  immagini  altri  punti  A',  lì'  del  medesimo 
raggio  (Fig.  30);  al  punto  S d’intersezione  di  questo  raggio 
colla  retta  $ asse  di  omologia  ed  al  punto  i corrisponderanno 
i punti  Sei  stessi  — questi  due  punti  li  chiameremo  perciò  i 
punii  uniti  delle  punteggiate  proiettive  — ed  avremo  la  re- 
lazione: 

Fig.  30. 

r 


(iSAB)  = (iSA'B’)  cioè 

i A . iB  __  £A' . iB' 
SA  ' SB  SA'  ' SU’ 
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donde  si  ha 

(£SAA')  = (£SBB') 

Se  indichiamo  con  At,  At'  punti  corrispondenti  fra  loro  di  un 
altro  raggio  che  incontra  in  S,  l’asse  di  collineazione,  il  rap- 
porto anarinonico  del  gruppo  ha  lo  stesso  valore  del 

precedente,  poiché  le  rette  AA,,  A'A,'  si  incontrano  in  un  punto 
dell’asse  di  collineazione,  per  cui  le  punteggiate  £5.4.4'  e 
IS,/!,/!,'  viste  da  questo  punto  sono  prospettive.  Quindi  coppie 
corrispondenti  di  punti  di  una  collineazione  omologica  nel  piano 
determinano  col  centro  e colla  traccia  dei  raggio  sul  quale  si  tro- 
vano un  rapporto  anarmonico  che  non  varia  nè  da  una  coppia 
di  punti  all’  altra  dello  stesso  raggio,  nè  da  un  raggio  all’altro. 
Se  a,  a';  è, è' sono  coppie  corrispondenti  di  raggi  del  sistema 
che  partono  da  un  punto  dell’  asse  s,  e c indica  il  raggio  che 
passa  pel  centro,  si  ha  parimente 

(c.ioa')  ■=  ( csbb ')  = cosi 

e questa  costante  è eguale  a quella  del  rapporto  (jfSd/4'),  poiché 
quelle  punteggiate  e quei  fasci  sono  proiettivi.  Questo  numero 
costante  lo  chiameremo  il  rapporto  anarmonico  caratteristico 
della  omologia  o collineazione  centrale  dalla  quale  nasce  e lo 
indicheremo  con  A. 

Se  Q'  ed  lì  sono  i punti  limiti  del  raggio  £ S ed  A, A sono 
punti  corrispondenti  si  ha  (Fig.  30) 

(X.S71/1'  ) — A =>  (£SR  oc)  — (£S  oc  Q') 


cioè 

£A . £ A . £R  SQ' 

SA’SA^'  SR^ÌQ" 

ossia  il  rapporto  anarmonico  caratteristico  della  collineazione 
centrale  è anche  il  rapporto  dei  segmenti  nei  quali  la  retta 
S£  è divisa  da  Q',  oppure  la  retta  £S  lo  è da  R.  Per  cui  Q'  è 
distante  da  S di  tanto  e nella  medesima  direzione  come  £ da 
R,  oppure  q'  da  s come  £ da  r (§  9). 
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Fig  .31. 


Immaginiamoci  prima  del  ribaltamento  il  quadro,  l’origi- 
nale ed  i piani  a questi 
paralleli  condotti  per  il 
centro  C di  proiezione 
(Fig.  31),  quindi  le  rette 
s,  q',  r , infine  il  piano  Cs 
ed  il  piano  normale  ad  s 
condotto  per  C,  questo 
piano  taglia  i primi  5 nei 
4 lati  e nella  diagonale 
SC  di  un  parallelogram- 
mo CRSQ’,  in  cui  l'an- 
golo in  >S  è l’inclinazione 
* del  piano.  Se  indichia- 
mo con  fi  l’angolo  Q'SC 
re 


e con  y l’ angolo  CSR  si  ha  a = 
A - SO! 

CQ'~ 


seny 

senfi 


CR 
SR ’ 


cioè  la  costante  caratteristica  della  collineazione  è il  rapporto 
dei  seni  degli  angoli  in  cui  il  piano  proiettante  che  passa  per 
la  traccia  « divide  l’angolo  a.  Se  son  dati  il  quadro,  il  piano 
originale  e la  caratteristica  A,  il  luogo  dei  centro  è quel  piano 
che  divide  l’ angolo  a nel  rapporto  A. 

Esercizi.  1)  Costruire  le  omologie  di  caratteristica 


A 


3 

5 


2)  Sulla  parallela  t all’  asse  s condotta  pel  centro  di  omologia  e 

per  coppie  di  punti  corrispondenti  A,  A'  vale  la  relazione 

A = (foodd')=rd  : £A' 

cioè  i punti  corrispondenti  formano  due  punteggiate  si- 
mili col  rapporto  di  similitudine  A,  nelle  quali  i punti  S 
ed  oo  corrispondono  a se  stessi. 

3)  Come  si  può  usare  la  similitudine  ora  trovata  per  la  costru- 

zione di  sistemi  piani  omologici?  (Cfr.  § 21,  c;  § 30, 
§40). 

4)  Se  consideriamo  nei  fasci  corrispondenti  concentrici  che  hanno 
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per  centro  un  punto  dell'  asse  di  collineazione  le  coppie 
di  raggi  corrispondenti  ortogonali  q,q' ; r,r'  ; si  ha: 

( csqq ')  — A = ( csrr ')  ; 

cioè: 

tang  cq  : tang  sq  = tang  cq'  : lang  s<j , ec. 

Se  £,  s,  ((,  r si  considerano  come  i dati  della  omologia, 
ad  ogni  punto  TT  od  S di  s come  centro  corrispondono 
determinate  coppie  di  raggi  ad  angolo  retto  q,r,  rj ,r,  os- 
sia S/l,,  S/l,,  sq;,  SQ ; (Fig.  32)  che  si  costruiscono 

Fig.  32. 


nel  seguente  modo  : Pel  punto  di  mezzo  L di  XS  s' innalzi 
la  perpendicolare  su  questa  retta,  la  quale  incontri  in 
Af,  la  q'  ed  in  Af,  la  »•,  i cerchi  che  avendo  per  centro 
A/,  od  A/,  passano  per  £ ed  S tagliano  i loro  diametri  q' 
ed  r nei  punti  opposti  Q; (?ù,c  /1,/15  che  appartengono 
alle  coppie  corrispondenti  di  raggi  ad  angolo  retto.  Di- 
mostrare l’esattezza  di  questa  costruzione,  fondandosi  sulla 
proprietà  che  trasportando  parallelamente  a se  stesso  uno 
dei  fasci  in  £ esso  diviene  omologico  all’altro. 

5)  Se  i vertici  corrispondenti  di  due  triangoli  ^1,^4,/!],  A ;A;A; 
(Fig.  33)  sono  due  a due  situati  sopra  tre  rette  che  con- 
corrono in  un  punto  £,  i lati  corrispondenti  AlAi,  A;At'\ 
/l,.4a,  A;A;-,  A,A,,  A;a;  dei  due  triangoli  si  tagliano 
in  tre  punti  Sit , SM,  Sl3  che  sono  sopra  una  retta  *;  e 
viceversa. 

Infatti,  consideriamo  la  retta  s come  la  «ingiungente  i punti 
Su,  Sa  e,  supposti  i due  triangoli  in  un  piano,  indi- 

Kirm.tR.  — Geomtlria  dacritlira.  I 
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chiamo  con  S,,  S,,  S,  i punii  in  cui  essa  incontra  le 
rette  4,4,',  4,4,',  4,4,' ; avremo: 

(£5,4,4,')  =(£5j434j'),  (£5,4,4,')= (£5,4,4,'), 
quindi  anche: 

(£5,4,4,')  =(£5,4,4,); 

per  cui  le  due  punteggiate  sopra  4,4,’  e sopra  4,4,'  sono 
omologiche,  e per  conseguenza  4,4,,  4/4,'  concorrono 
in  un  punto  di  5,  5,;  ossia,  S„,  S„,  5„  sono  in 
linea  retta , come  si  voleva  dimostrare.  11  teorema  reci- 
proco si  dimostra  facilmente,  lasciamo  alla  cura  degli  stu- 
diosi di  dimostrarlo,  come  pure  lasciamo  loro  a provare 
che  il  teorema  è vero  anche  se  i due  triangoli  non  sono  in 
un  medesimo  piano. 


Fig.  33 

JT 


6)  Se  di  due  sistemi  piani  uno  è la  proiezione  centrale  dell’  al- 
tro, essi  conservano  questa  relazione  anche  dopo  la  rota- 
zione dell’ uno  attorno  alla  linea  d’intersezione  dei  due 
piani (Gfr.  § 15,  Es.  1).  Il  luogo  delle  posizioni  del  centro  di 
proiezione  per  questo  moto  è un  cerchio  K,  il  cui  piano 
è normale  alla  intersezione  dei  due  piani  e il  cui  cen- 
tro trovasi  nella  linea  di  fuga  del  piano  originale  nella 
posizione  iniziale.  Ad  una  data  collineazione  centrale  del 
sistema  piano  £sq'  (Fig.  34)  corrispondono  quindi  infi  - 
nite  proiezioni  centrali  clic  hanno  distanze  c punti  prin- 
cipali differenti  ; il  massimo  valore  della  distanza  è la 
distanza  del  centro  di  collineazione  £ da  </,  ed  i punti 


Digitized  by  Google 


I METODI  DI  RAPPRESENTAZIONE. 


51 


principali  giacciono  sopra  il  segmento  ££",  limitato  dai 
due  ribaltamenti  del  centro  (§  9). 

Fig.  Si. 


t 


20.  Il  numero  caratteristico  A , come  si  è visto  nel  § pre- 
cedente , dà  un  modo  di  classificare  le  proiezioni  centrali.  Tra 
i valori  di  A è da  notarsi  il  valore  — 1 che  dà  luogo  ad  un 
caso  rimarchevole.  In  tal  caso  il  piano  proiettante  T asse  di 
collineazione  s biseca  l’ angolo  a compreso  fra  il  quadro  ed  il 
piano  originale;  si  ha  quindi  : 

-1  SQ_£R 
“ £Q'  SR’ 

cioè:  i punti  limiti  Q',R  sono  nel  mezzo  fra  i punti  che  si  corri- 
spondono a se  stessi  £,  S,  ossia  le  rette  limiti  q',  r (Fig.  35)  coin- 

Fig.  35. 
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cidono  in  una  retta  equidistante  dal  centro  e dall’asse  di  omo- 
logia. 

Per  questa  omologia  armonica  si  ottiene  la  seguente  pro- 
prietà caratteristica:  se  A,  A'  sono  punti  corrispondenti,  si  ha: 


(£SzL4')=_  1 


£A.£A' 
SA  ' SA' 


£A' 

SA' 


IA 

SA 


=(£SAA); 


e parimente  per  raggi  corrispondenti 
(csaa')‘=  (csa'a), 

cioè:  in  una  omologia  di  questo  genere  si  può  permutare  fra 
loro  due  punti  corrispondenti,  oppure  due  rette  corrispondenti 
— considerare  l’originale  come  immagine  e l’immagine  come 
originale  — senza  alterare  la  caratteristica  e quindi  la  corri- 
spondenza. Se  ADCD....  è un  gruppo  di  punti  dell’  originale  — 
possiamo  considerarli  come  i vertici  di  un  poligono  — ed 
A'BCD'....  è il  gruppo  corrispondente  nel  piano  della  imma- 
gine, si  possono  considerare  come  originale  ed  immagine  i 
gruppi 

A'BCD...,  AB' C'D'...;  AB'C'D...,  A'BCD'...; 

A'BCD'...,  AB'C'D...,  ec. 

Lo  stesso  per  qualisivogliano  gruppi  di  rette  e le  loro  corri- 
spondenti. 

Tra  due  sistemi  di  questo  genere  ha  luogo  la  corrispon- 
denza proiettiva  con  permutabilità,  cioè,  i due  sistemi  si  cor- 
rispondono in  doppio  modo.  In  ogni  retta  passante  pel  centro 
d'omologia  i punti  corrispondenti  formano  due  punteggiate 
proiettive  con  corrispondenza  permutabile;  ed  i raggi  corri- 
spondenti che  escono  da  uno  stesso  punto  dell’asse  di  omolo- 
gia formano  due  fasci  proiettivi  con  corrispondenza  permuta- 
bile. Tali  punteggiate  nella  stessa  retta,  tali  fasci  nello  stesso 
piano  e col  medesimo  centro,  ed  in  generale,  tali  sistemi  piani 
situati  nel  medesimo  piano  con  corrispondenza  permutabile  si 
chiamano:  punteggiate,  fasci,  sistemi  piani  in  involuzione. 


Esercizi.  1)  Costruire  due  figure  in  omologia  armonica,  e chiarire  la  per- 
mutabilità della  corrispondenza  fra  l’oggetto  c l’imma- 
gine;  mostrare  che  la  coincidenza  delle  rette  limiti  nel 
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mezzo  fra  £ ed  s è condizione  indispensabile  della  possi- 
bilità dell’  involuzione.  Come  si  eseguisce  la  costruzione 
servendosi  della  parallela  ad  s condotta  per  £ e delle  pun- 
teggiate simmetriche  situate  in  essa?  (Cfr.  § 19,  Es.  2,  3). 

2)  Le  relazioni  (£S,4A')  = — 1 = (caaa')  esprimono  che  gli  ele- 

menti doppi  delle  punteggiate  e dei  fasci  in  involuzione 
formano  con  ogni  coppia  di  elementi  corrispondenti  della 
medesima  un  gruppo  armonico  di  punti  o di  raggi. 

3)  Nei  fasci  in  involuzione  che  hanno  per  centro  un  punto  dcl- 

l’asse  di  omologia,  le  coppie  q,q,  r,r  che  formano  gli 
angoli  retti  corrispondenti,  coincidono  (Fig.  35)  e sono 
le  bisettrici  degli  angoli  formati  dalle  rette  c ed  a.  Di- 
mostrarlo per  mezzo  del  rapporto  enarmonico  caratteri- 
stico e della  costruzione  (§19,  Es.  4). 

4)  Se  in  due  punteggiate  t,l  proiettive  che  si  trovano  sulla  me- 

desima retta,  una  coppia  di  punti  si  corrisponde  in  dop- 
pio modo,  lo  stesso  succede  per  tutte  le  coppie,  e le  pun- 
teggiate formano  una  involuzione.  Se  due  punteggiate 
proiettive  si  pongono  una  sull’  altra  per  modo  che  i loro 
punti  limiti  (/,  Il  coincidano  in  un  punto  M — che  di- 
cesi il  punto  centrale  od  il  punto  principale  della  invo- 
luzione — esse  formano  una  involuzione  ; infatti,  tutti  i 
segmenti  dell’  un  sistema  cuoprono  segmenti  corrispon- 
denti eguali  dell’  altro  (§  15).  Due  punteggiate  proiettive 
possono  dunque  in  due  modi  essere  poste  in  involuzione; 
da  prima  si  possono  far  coincidere  i due  segmenti  nulli 
G,  H coi  corrispondenti  G',  IT  che  formeranno  due  punti 
corrispondenti  a se  stessi  c saranno  i punti  doppi  della 
involuzione , poscia  si  può  far  coincidere  G con  ir  ed  H 
con  G1;  allora  non  esistono  punti  doppi  reali.  Il  primo 
modo  solo  corrisponde  all'  involuzione  di  sistemi  piani  che 
si  ottiene  per  mezzo  della  proiezione  centrale. 

5)  Fasci  proiettivi  concentrici  e situati  nel  medesimo  piano  ven- 

gono in  involuzione  quando  i raggi  ortogonali  q,  r si  por- 
tano a coincidere  con  r , q’\  queste  rette  diconsi  allora 
gli  osai  dell’  involuzione.  Se  poniamo  mente  alla  dire- 
zione nella  quale  si  contano  gli  angoli,  vedremo  facilmente 
che  in  due  modi  si  possano  portare  in  involuzione  due  fa- 
sci proiettivi;  donde  si  deduce,  che  nei  fasci  proiettivi  vi 
sono  due  sistemi  di  angoli  corrispondenti  uguali , i 
quali  sono  situati  rispetto  ai  raggi  corrispondenti  ortogo- 
nali come  i due  sistemi  di  segmenti  uguali  corrispondenti 
son  situati  rispetto  ai  punti  limiti  nelle  punteggiate  proiet- 
tive, ec.  (Cfr.  § 15). 
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6)  La  relazione  (ABM oo)  = (A' B ooU)  dà: 

AM.  A'M  = J3M.  BM  — cost.  (§  15); 

ed  una  analoga  relazione  si  ottiene  per  i fasci , relativa- 
mente ai  raggi  ortogonali.  Per  i punti  doppi  si  ha: 

gìi*  = mit = cosi. 

7)  Ogni  punto  dell’asse  di  prospettiva  t"  (§  17)  di  due  punteggiate 

proiettive  t,  ( determina  con  queste  due  fasci  in  involu- 
zione. Ogni  raggio  condotto  dal  centro  di  prospettiva  T' di 
due  fasci  proiettivi  (§  18)  determina  con  questi  due  pun- 
teggiate proiettive  in  involuzione.  Basta  per  dimostrare 
ciò  far  vedere  che  due  elementi  corrispondenti  si  corri- 
spondono in  doppio  modo. 

8)  Data  una  retta  nel  quadro,  conduciamo  pel  centro  i piani  nor- 

mali ai  raggi  che  proiettano  i suoi  punti  (§  10);  questi  piani 
determinano  colle  loro  intersezioni  colla  retta  punti  coniu- 
gati ai  primi,  talché  sulla  retta  si  formano  due  punteggiate 
proiettive,  ad  un  punto  dell’una  corrisponde  l'intersezione 
del  piano  normale  al  suo  raggio  proiettante  ; dimostrare 
che  queste  due  punteggiate  sono  in  involuzione,  che  il 
centro  di  questa  involuzione  è il  piede  della  perpendico- 
lare abbassata  da  C,  sulla  retta,  e che  i suoi  punti  doppi 
non  sono  reali. 

21.  Come  casi  speciali  delle  relazioni  precedenti  si  rica- 
vano per  particolari  posizioni  del  centro  e dell’  asse  di  omolo- 
gia (Cfr.  § 17,  Es.  4)  i seguenti; 

a)  Il  centro  £ sia  all’  infinito;  si  ha  (Fig.  36,  a,  b)  in  tal  caso 

A = ( oo  S A A)  — (c  s a «0  ; 

per  i punti  corrispondenti  è quindi  SA':  SA  = A;  le  rette  cor- 
rispondenti dividono  un  angolo  di  grandezza  costante  secondo 
il  rapporto  anarinonico  costante  A.  Per  i punti  limiti  si  ha; 

A = ( oo  S oc  Q')  = ( oo  S R » ) ; 

cioè  : Q',  R debbono  essere  contemporaneamente  infinitamente 
lontani  ; le  rette  limiti  dopo  il  ribaltamento  si  riuniscono  nella 
retta  all’infinito  del  piano  del  quadro,  ed  i loro  punti  formano 
due  punteggiate  proiettive  sovrapposte,  per  le  quali  il  centro  e 
la  direzione  dell’asse  di  omologia  sono  i punti  uniti.  Rette  pa- 


Digitized  by  Google 


I METODI  DI  RAPPRESENTAZIONE. 


55 


rallele  dell'originale  hanno  immagini  parallele.  Ciò  si  ricava 
anche  direttamente  passando  dall’  originale  alla  proiezione, 
quando  il  centro  si  allontana  indefinitamente. 


Fin.  3C 

a.  b. 


Questi  caratteri  indicano  quella  dipendenza  generale  dei 
sistemi  paralleli  proiettivi,  la  quale  dicesi  affinità. 

b)  Il  centro  di  collineazione  sia  all*  infinito  e à — — 1 ; in 
questo  caso  si  ha  affinità  ed  involuzione  ad  un  tempo.  Si  ha 
(Fig.  37): 

( oo  S A A)  *=  — 1 ; quindi  S A'  = — 5 A ; (c  s a a')  *=-  — 1 ; 


le  rette  che  congiungono  due 
coppie  di  punti  corrispondenti 
hanno  sempre  la  medesima  di- 
rezione, ed  i punti  corrispondenti 
sono  equidistanti  dall'  asse  s ; 
coppie  di  raggi  corrispondenti 
formano  sempre  colla  direzione 
delle  congiungenti  i punti  cor- 
rispondenti e coll’asse  s fasci 
armonici.  Questi  caratteri  de- 
notano la  simmetria  obliqua  o 


Flg.  37. 


normale  rispetto  ad  un  asse.  I raggi  proiettanti  sono  paralleli 
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ad  uno  dei  piani  che  bisecano  l’angolo  a del  quadro  e del 
piano  od  il  supplemento  180°  — a. 

c)  L' asse  di  collineazione  sia  all’  infinito  ; si  ha  allora 
(Fig.  38,  a,  b): 

A =■  (£  oo  A A')  = £ A : £ A'  =■  (c  oc  a a'); 

le  distanze  dei  punti  corrispondenti  dal  centro  sono  in  un  rap- 
porto costante;  rette  corrispondenti  sono  fra  loro  parallele. 
Questo  è il  carattere  dei  sistemi  simili  e similmente  posti;  £ è 
il  centro  di  similitudine.  Questo  caso  corrisponde  alla  proie- 
zione centrale  di  un  piano  parallelo  al  quadro  (Cfr.  § 17 , Es.  4); 
si  fa  di  ciò  quasi  sempre  uso  quando  si  sceglie  una  determinata 


Fig.  38 

a.  b. 


scala  di  riduzione  per  la  rappresentazione  dell’oggetto,  quando 
esso  deve  rappresentarsi  per  mezzo  della  proiezione  centrale  o 
per  mezzo  di  quella  parallela;  si  deduce  allora  da  una  imma- 
gine considerata  come  originale  una  nuova  immagine  simile  e 
ridotta. 


d)  L’asse  di  collineazione  sia  infinitamente  distante  e A=> — 1 ; 


Fig.  39. 


in  tal  caso  si  ha  similitudine  ed  involu- 
zione ad  un  tempo.  Si  ha  allora  (Fig.  34): 
A = (£  oc  AA')  = — 1 — (c  oc  a a')  ; 
quindi: 

£A  = — £A'; 

ossia  i punti  corrispondenti  sono  equidi- 


stanti dal  centro,  e le  rette  corrispondenti  sono  parallele  fra  loro. 
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Questo  è il  carattere  di  sistemi  che  si  dicono  essere  simmetrici 
rispetto  ad  un  centro;  essi  corrispondono  alla  proiezione  cen- 
trale di  un  piano  parallelo  al  quadro  e situato  per  modo  che 
il  centro  di  proiezione  sia  equidistante  da  esso  e dal  quadro. 
La  simmetria  dei  sistemi  piani  non  è quindi  altro  che  un  caso 
particolare  della  loro  involuzione. 

e)  L’ asse  di  collineazione  e il  centro  siano  all’  infinito  ; 
cioè  abbia  luogo  contemporaneamente  affinità  e similitudine  di 
forma  e di  posizione;  si  hanno  allora  sistemi  congruenti.  A que- 
sto caso  corrisponde  la  proiezione  parallela  per  piani  che  sono 
paralleli  al  quadro  (Fig.  40,  a,  b).  Cosi  sono  considerati  tutti  i 


Fig  40. 

a.  b. 


casi  speciali,  cui  può  dar  luogo  la  proiezione  centrale. 

22.  Ciò  che  precede  ci  dà  anche  il  modo  di  costruirò  un 
sistema  piano  proiettivo  ad  uno  dato.  Gli  elementi  fondamen- 
tali, ossia  quelli  che  devono  servire  alla  determinazione  di  tutti 
gli  altri , bastano  per  stabilire  la  proiettività  di  tutte  le  pun- 
teggiate e di  tutti  i fasci  corrispondenti:  dimostriamo  come 
ciò  viene  raggiunto  stabilendo  la  corrispondenza  tra  quattro 
punti  o quattro  rette  del  primo  sistema  con  quattro  punti  o 
quattro  rette  del  secondo,  purché  tre  dei  quattro  punti  non  siano 
in  linea  retta,  o tre  di  quelle  rette  non  passino  per  un  punto. 
Siano  infatti  ABCD  quattro  tali  punti  dell’un  sistema  ed  A B' C'D' 
quelli  corrispondenti  dell’altro;  se  X,  X'  sono  due  altri  punti 
corrispondenti,  avremo  fra  altre  analoghe  le  eguaglianze 

(A  • BCDX)  ~ (A  ■ BCD' Xf)  ; (C  • ABDX)  = (C  ■ A'B'D’X'). 

Se  quindi  è dato  X,  si  costruisce  il  raggio  A'X'  corrispondente 
ad  AX  dietro  la  prima  eguaglianza  ed  il  raggio  C’X'  corri- 
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spondente  a CX  dietro  la  seconda,  per  mezzo  dei  metodi  del  § 18 
colla  sola  riga  e cosi  si  ottiene  il  punto  X'.  Cosi  sono , all’  in- 
fuori della  omologia  che  si  ha  quando  si  considera  la  imma- 
gine ed  il  ribaltamento  di  un  sistema  piano,  determinate  colla 
riga  tutte  le  coppie  di  punti  corrispondenti  di  due  sistemi  piani 
proiettivi  da  4 sole  di  esse.  La  retta  corrispondente  ad  una 
retta  qualunque  si  ottiene  cercando  i punti  del  secondo  si- 
stema corrispondenti  a due  punti  qualisivogliano  della  retta 
del  primo  sistema. 

Se  abcd  ed  a'b'c'd'  sono  quattro  coppie  di  rette  corrispon- 
denti, si  ottiene  una  nuova  retta  x'  corrispondente  ad  una  x 
costruendo  i due  punti  di  x'  che  soddisfano  alle  eguaglianze 

(a  • bcdx)  = (a'  • b'cd'x'),  ( c ■ abdx)  — (c'  ■ a'b'd'x) 

e congiungendoli  fra  loro.  Questi  due  punti  si  costruiscono  col 
mezzo  della  sola  riga  coi  metodi  indicati  nel  § 17. 

Come  caso  speciale  di  questo  si  può  considerare  la  deter- 
minazione dei  sistemi  omologici.  Infatti,  se  la  corrispondenza 
ha  luogo  per  punti  basta  far  si  che  a tre  punti,  non  in  linea 
retta,  corrispondano  se  stessi  e ad  un  quarto  un  punto  della 
retta  all’  infinito,  poiché  in  tal  modo  uno  di  quei  tre  punti  che 
corrispondono  a se  stessi  può  essere  preso  per  centro  di  omo- 
logia, la  retta  che  congiunge  gli  altri  due  come  asse  di  omolo- 
gia, e finalmente  la  retta  condotta  pel  quarto  parallelamente 
all'  asse  di  omologia  sarà  una  delle  rette  limiti.  Se  la  corrispon- 
denza anzi  che  aver  luogo  per  punti  ha  luogo  per  raggi,  basta 
prendere  le  rette  che  partono  dal  centro  £S,,  £S,  e le  rette  s 
e (/  o r,  e come  corrispondenti  per  le  prime  tre  quelle  che  le 
cuoprono  e per  la  q’  o r la  retta  all’infinito. 

Esercizi.  1)  Due  quadrangoli  ABCD,  A'B'CD'  si  possono  sempre  consi- 
derare l’uno  come  originale,  l’altro  come  la  proiezione 
centrale  corrispondente , e quindi  si  possono  porre  in 
posizione  omologica.  Se  s’ indica  la  intersezione  dei  lati 
opposti  AB,  CD  con  E,  quindi  con  E'  quella  di  A'if,  CD; 
con  F la  intersezione  di  BC,  DA  e con  F la  corrispon- 
dente, si  hanno  le  relazioni  di  proiettività  (Fig.  41,  a) 

{ADE....)  = {A' DE....),  {CDE....)  = (CDE....); 
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in  queste  due  punteggiate  si  determinino  i punti  limiti 
Jl,,  lì,  in  AB,  CD  e Q,',  0,'  in  A'D,  CD' ; le  rette 
Q\Q\  saranno  le  rette  limiti  del  sistema. 


Eig.  41. 


(X) 
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Poiché  i raggi  che  dal  centro  £ di  collineazione  vanno  ai  punti 
ii„  U,  fanno  colla  retta  r angoli  uguali  a quelli  che  le  cor- 
rispondenti rette  A'B,  C I)  fanno  in  Q,'QS'  con  q'  (§  9),  si 
hanno,  riportando  questi  angoli  in  ognuno  di  questi  due 
sistemi,  due  posizioni  £„  £,,  £,',  £,'  pel  centro  £ che  sono 
simmetriche  ortogonalmente  rispetto  alle  rette  q'  edrresp. 
Se  si  portano  i due  sistemi  1’  uno  sull’  altro  per  modo  che  i 
punti  £,,  £,',  oppure  £„  £,’  vengano  a coincidere,  e le  rette 
q\  r divengano  parallele,  allora  le  rette  £li„  AB';  £/lj, 
CD';  £Q,',  AB;  £(?,',  CD  vengono  parallele  duo  a 
due,  ed  i quadrangoli  ABCD,  ABCD'  vengono  cosi  in 
posizione  omologica  e si  ha  l’ asse  di  collineazione  s 
come  il  luogo  dei  punti  di  intersezione  delle  coppie  di 
rette  corrispondenti  AB,  AB , ec.:  esso  sarà  parallelo 
a q’  e ad  >•  e distante  da  £ di  una  lunghezza  uguale 
a quella  compresa  fra  £ ed  il  punto  di  mezzo  fra  4 
ed  r della  perpendicolare  abbassata  da  £ su  queste 
rette. 

Ad  ognuna  delle  indicate  riunioni  corrispondono  due  posizioni 
dei  quadrangoli  rappresentati  dalla  Fig.  41,  b:  a destra 
si  ha  l’unione  di  £,  con  £,',  a sinistra  quella  di  £,,  £,'  ; le 
due  posizioni  dell*  immagine  in  ciascun  caso  rispetto  al 
centro  sono  simmetriche  e corrispondono  a due  posizioni 
del  piano  del  quadrangolo  nello  spazio,  come  si  vede 
nello  schizzo  c. 

2)  Quali  particolarità  si  ottengono  per  1’  omologia  di  un  qua- 

drato con  un  quadrangolo  qualunque?  Come  possono  le 
medesime  essere  stabilite  senza  il  soccorso  della  legge  di 
proiettività,  fondandosi  sulla  ortogonalità  dei  lati  e delle 
diagonali  del  quadrato? 

3)  Dalla  collineazione  di  un  quadrato  ABCD  con  un  quadran- 

golo qualunque  A'BCfD  si  ricavano  proprietà  generali  e 
proiettive  del  quadrangolo,  per  conseguenza  tali  che  non 
vengono  alterate  dalla  proiezione.  Se  i punti  d’ interse- 
zione dei  lati  opposti  del  quadrangolo  AB,  CD;  BC, 
AD  ; C'A,  B D si  indicano  respettivamente  con  E,  F,  G', 
(Fig.  42,  a)  ed  i loro  corrispondenti  con  E,  F,  G,  due  di 
questi  sono  all’ infinito  ed  il  terzo  è nel  centro  del  qua- 
drato (Fig.  42,  b).  Per  mezzo  della  permutazioue  delle 
lettere  ABCD  ognuno  dei  tre  punti  E,  F,  G può  esser 
portato  al  centro.  Nel  caso  considerato  corrispondono  alle 
rette  E'F,  FG',  G'E  la  retta  all’infinito  e le  rette  paral- 
lele ai  lati  del  quadrato  condotte  pel  centro.  Le  punteg- 
giate corrispondenti  ed  i fasci  di  rette  delle  due  ligure 
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sono  proiettivi;  se  si  chiamano  quindi  G,’,  G,'  i punti  di 
intersezione  di  AC,  EF;  e di  BD/,  EF  (Fig.  42,  a)  ed 


Eig.  42. 

a.  b. 


i loro  corrispondenti  all’  infinito  Gt,  G,( Fig.  42,  b),  si  ot- 
tengono le  relazioni 

( A’CG'G /)  = (ziCGG,)  = — 1 ; 

(FD'G’G,’)  = (£J3GG,)=  — ì , 

poiché  G è il  punto  di  mezzo  di  AC  e di  BD  e G„  G,  sono 
infinitamente  distanti  ; analogamente  si  ha  per  i fasci 

(G'  A'BEF)  =»  (G  • ABEF)  = — 1 , 


poiché  le  direzioni  dei  lati  del  quadrato  bisecano  gli  an- 
goli delle  sue  diagonali. 

Si  hanno  enunciati  adatti  a queste  proprietà  generali  dei  qua- 
drangoli ed  a quelle  correlative  dei  quadrilateri  adottando 
la  seguente  terminologia  : 

Quattro  punti  ABCD  in  un  Quattro  rette  abcd  in  un  piano 
piano  determinano  un  quadrangolo  formano  un  quadrilatero  piano  com- 
piano completo  con  tre  coppie  di  plcto  con  tre  coppie  di  vertici  op- 
lati  opposti  AB,  CD;  CB , DA;  posti  ab,  cd;  ac,  bd;  ad,  he,  le  cui 
DB,  C.A,  le  cui  intersezioni  E,  F,  congiungenti  e,  f,  g si  dicono  dia- 
G si  dicono  punti  diagonali;  le  gonali;  i punti  d’intersezione  cf, 
congiungenti  EF,  FG,  EG  si  di-  eg,  fg  si  dicono  punti  diagonali. 
cono  diagonali. 
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In  ogni  punto  diagonale  i lati  e In  ogni  diagonale  i vertici  ed  i 
le  diagonali  che  partano  da  esso  for-  punti  diagonali  formano  un  gruppo 
mano  un  fascio  armonico.  armonico. 

Esercizi.  4)  Coll’  aiuto  dei  precedenti  teoremi  costruire  il  coniugato  ar- 
monico DdiC  rispetto  ai  punti  AeB  quando  A,  B,  C sono 
in  linea  reità  ; parimente  costruire  il  raggio  ti  coniugato 
armonico  del  raggio  c rispetto  a due  altri  a,  b del  mede- 
simo fascio.  La  prima  costruzione  si  ricava  dalla  Fig.  25, 
pag.  38;  se  si  tira  anche  la  retta  AT,  la  quale  taglia  BC 
in  I)',  allora  B,  D,  1)  sono  in  linea  retta. 

L’  uso  del  compasso  è tolto , la  costruzione  è lineare. 

5)  Qual  forma  prendono  i teoremi  dell’  Esercizio  3,  quando  uno 
dei  lati  d del  quadrilatero  od  uno  dei  vertici  D del  qua- 
drangolo va  all’  infinito? 

G)  Se  due  sistemi  piani  collineari  hanno  a comune  un  fascio,  i 
cui  raggi  corrispondenti  si  cuoprono  due  a due , essi 
hanno  anche  una  retta  comune,  i cui  punti  corrispon- 
denti due  a due  coincidono,  ed  i sistemi  sono  per  conse- 
guenza omologici  (Cf.  § 19,  Es.  5). 

23.  Recapitoliamo.  Dato  un  punto  nello  spazio  ed  un  cen- 
tro di  proiezione,  la  retta  che  congiunge  questi  due  punti  può 
essere  considerata  come  una  punteggiata , come  il  luogo  delle 
immagini  del  punto;  data  una  retta,  considerando  i raggi  che 
proiettano  i suoi  punti  si  ha  un  fascio  di  rette , il  quale  costituisce 
un  piano  proiettante;  finalmente,  considerando  un  piano  come 
il  luogo  delle  rette  di  un  fascio  si  ottiene  colla  proiezione  un 
fascio  di  piani,  considerando  tutti  i piani  proiettanti  che  dal 
centro  di  proiezione  vanno  alle  rette  del  fascio;  ecco  come  per 
mezzo  della  proiezione  centrale  dal  punto  si  passa  alla  punteg- 
giata, da  questa  al  fascio  di  rette,  da  questo  al  fascio  di  piani. 
Da  uua  qualunque  di  queste  tre  forme  geometriche:  punteg- 
giata, fascio  di  rette,  fascio  di  piani,  si  ottengono  col  processo 
della  proiezione  le  altre  due;  infatti,  dal  centro  fisso  conducendo 
le  rette  che  vanno  ai  punti  di  una  punteggiata  si  ha  un  fascio 
di  rette , da  una  retta  fissa  conducendo  i piani  che  vanno  ai 
punti  di  una  punteggiata  si  ha  un  fascio  di  piani;  segando  un 
fascio  di  rette  con  una  trasversale  si  ha  una  punteggiata;  pro- 
iettando da  un  centro  fisso  un  fascio  di  rette  si  ha  un  fascio  di 
piani;  segando  un  fascio  di  piani  con  una  trasversale  si  ha  una 
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punteggiata;  segando  con  un  piano  un  fascio  di  piani  si  ha  un 
fascio  di  rette.  Le  tre  forme  in  questi  casi  sono  due  a due  pro- 
spettive, ed  i gruppi  corrispondenti  hanno  i rapporti  anarmonici 
uguali;  tolta  la  posizione  speciale  che  queste  forme  occupano  le 
une  rispetto  alle  altre,  esse  restano  semplicemente  proiettive. 
Queste  tre  forme  si  dicono  le  forme  fondamentali  di  prima 
specie. 

Per  proiettare  1*  infinita  varietà  di  figure  di  un  piano  con- 
sideravamo nella  proiezione  centrale  il  sistema  piano  o come 
l’ insieme  di  un  numero  infinito  di  punti , o come  1*  insieme  di 
un  numero  infinito  di  rette  (§  1 1);  i punti  di  un  piano  si  possono 
considerare  come  distribuiti  sopra  un  numero  infinito  di  pun- 
teggiate, le  rette  di  un  piano  in  un  numero  infinito  di  fasci, 
talché  ogni  punto  nel  primo  caso  è determinato  come  l’in- 
tersezione di  due  punteggiate  ed  ogni  retta  nel  secondo  caso 
come  il  raggio  comune  a due  fasci.  Il  piano  è in  ambedue  i casi 
l’ insieme  di  un  numero  infinito  di  forme  fondamentali  di  prima 
specie.  Se  si  proietta  il  piano  da  un  punto  e si  considera  la 
stella  formata  dalle  rette  che  proiettano  gli  infiniti  punti  del 
piano,  oppure  quella  formata  dai  piani  che  proiettano  le  infi- 
nite rette  del  piano , a seconda  che  questo  si  considera  come 
punteggiato  o come  rigato,  si  hanno  due  forme  geometriche,  la 
prima  delle  quali  è composta  da  un  numero  infinito  di  fasci 
di  rette  e la  seconda  da  un  numero  infinito  di  fasci  di  piani  ; 
quindi  ambedue  sono  formate  da  un  numero  infinito  di  forme 
fondamentali  di  prima  specie.  Il  piano  considerato  come  luogo 
di  punti,  il  piano  considerato  come  luogo  di  rette,  la  stella  di 
piani  e la  stella  di  rette  sono  forme  fondamentali  di  seconda 
specie.  Le  forme  fondamentali  di  prima  specie  che  costituiscono 
quelle  di  seconda  sono  omologiche  se  l’ una  forma  è la  proie- 
zione dell’  altra,  e rimangono  semplicemente  proiettive  quando 
si  muta  la  posizione  relativa  delle  due  forme. 

Le  proprietà  proiettive  delle  forme  di  prima  specie  con- 
ducono a quelle  delle  forme  di  seconda  specie  (§  16  e segg., 
§ 2i). 

Continuando  in  questo  modo  a considerare  gli  enti  geome- 
trici, siamo  condotti  a riguardare  lo  spazio  come  il  luogo  di  in- 
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finiti  punti,  di  infinite  rette,  di  infiniti  piani.  Come  sistema  di 
punti  egli  è la  serie  di  un  numero  infinito  di  sistemi  di  punti 
situati  in  piani,  i quali  si  può  supporre  che  formino  un  fascio; 
come  sistema  di  piani  è l’insieme  di  infinite  stelle  di  piani,  i 
cui  centri  possono  essere  considerati  come  i punti  di  una 
punteggiata.  In  ambedue  i casi  lo  spazio  si  compone  di  infinite 
forme  di  seconda  specie,  come  queste  lo  sono  di  infinite  forme 
della  prima;  lo  spazio  può  quindi  essere  considerato  come  una 
forma  fondamentale  di  terza  specie.  Esiste  anche  effettivamente 
una  rappresentazione  dello  spazio  per  mezzo  dello  spazio,  per  la 
quale  — affatto  analogamente  alle  relazioni  di  omologia  per  i 
sistemi  piani,  nei  quali  le  forme  fondamentali  di  prima  specie 
sono  omologiche  — le  forme  corrispondenti  di  prima  e seconda 
specie,  di  cui  lo  spazio  originale  e l’ immagine  si  compongono, 
sono  in  posizione  prospettiva  rispetto  ad  un  centro  (Cfr.  § 36  e 
segg.).  Essa  è indicata  come  la  omologia  dei  sistemi  solidi  e dà 
i metodi  di  modellazione  della  Geometria  descrittiva.  Se  si  con- 
sidera lo  spazio  come  l’insieme  di  tutte  le  sue  rette,  queste  si 
possono  distribuire  in  stelle,  e prendendo  per  centri  tutti  i punti 
di  un  piano,  lo  spazio  risulta  composto  di  forme  di  seconda 
specie,  come  queste  lo  sono  di  punti  e raggi;  in  questo  caso 
dunque  lo  spazio  va  considerato  come  forma  di  quarta  specie. 
Il  passaggio  dalle  proprietà  delle  forme  di  specie  minore  a quelle 
delle  forme  di  specie  superiore  si  può  sempre  fare  per  mezzo 
della  composizione. 

Da  queste  considerazioni  fondamentali  e dai  metodi  della 
Geometria  descrittiva  nasce  il  naturale  sistema  di  geometria, 
che  non  ammette  più  la  nota  distinzione  tra  piana  e solida. 

La  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  o la  proiettività 
che  si  può  prendere  come  fondamento  vale  affatto  nel  mede- 
simo modo  per  le  tre  forme  geometriche  fondamentali  di  prima 
specie,  le  proprietà  delle  figure  che  si  fondano  su  di  essa  val- 
gono quindi  tanto  per  le  punteggiate  come  per  i fasci  di  rette 
o di  piani  (Cfr.  per  es:  § 17,  § 18,  § 22);  i teoremi,  le  costru- 
zioni e le  dimostrazioni  presentano  una  perfetta  correlazione 
che  può  essere  indicata  come  una  corrispondenza  tra  il  gia- 
cere in  rette  o in  piani  e il  passare  per  rette  o punti , tra  piano 
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e punto,  tra  la  retta  come  congiungente  di  due  punti  e la  retta 
come  intersezione  di  due  piani. 

La  stessa  legge  si  mostra  anche  coinè  legge  di  correla- 
zione tra  le  forme  di  una  medesima  specie  quando  i punti  di 
una  retta,  i piani  che  passano  per  una  retta,  le  rette  di  un 
piano  che  passano  per  un  punto  si  considerano  come  forme  di 
prima  specie;  i punti  di  un  piano,  le  rette  di  un  piano,  le  rette 
ed  i piani  che  passano  per  un  punto  si  considerano  come  si- 
stemi di  seconda  specie;  i punti  ed  i piani  dello  spazio  si  con- 
siderano come  forme  di  terza  specie.  Chiameremo  questa  la  legge 
di  dualità.  Come  esempi  elementari  valgono  i seguenti  : 


1)  Un  punto  ed  una  retta  (asse 
di  un  fascio  di  piani)  determinano 
un  piano. 

2)  Tre  punti  non  in  linéa  retta 
determinano  un  piano. 

3)  Quando  di  quante  si  vogliano 
rette  che  non  passano  tutte  per  un 
punto,  due  qualunque  si  tagliano 
fra  loro,  le  rette  sono  in  un  piano. 

4)  La  retta  cho  taglia  due  rette 
date  e passa  per  un  punto  dato  è la 
intersezione  dei  due  piani  che  si 
possono  condurre  pel  punto  e per  le 
due  rette  date. 

5)  Una  trasversale  a tre  rette 
si  ottiene  dall’  intersezione  dei  piani 
che  passano  per  duo  delle  rette  e per 
un  punto  qualunque  della  terza. 


Un  piano  ed  una  retta  (punteg- 
giata) determinano  un  punto. 

Tre  piani  che  non  passano  per 
una  retta  determinano  un  punto. 

Quando  di  quante  si  vogliano 
rette  che  non  sono  in  un  piano,  due 
qualunque  si  tagliano  fra  loro,  le  retto 
passano  per  un  punto. 

La  retta  che  taglia  due  rette 
date  ed  ò situata  in  un  piano  dato  è 
la  congiungente  i due  punti  che  sono 
le  intersezioni  del  piano  e delle  due 
rette  date. 

Una  trasversale  a tre  rette  si  ot- 
tiene nella  congiungente  i punti  d'in- 
tersezione di  due  delle  rette  con 
un  piano  qualunque  che  passa  per 
la  terza. 


Una  speciale  corrispondenza  nel  piano  tra  punti  e rette 
che  presenta  i caratteri  della  dualità  l’abbiamo  già  trovata 
nelle  nostre  ricerche,  quando  si  consideravano  i punti  del  piano 
come  tracce  de’  raggi  proiettanti  e si  prendevano  per  rette  cor- 
relative le  tracce  dei  piani  proiettanti  normali  a questi  raggi. 
Ai  punti  di  una  punteggiata  corrispondevano  i raggi  di  un  fa- 
scio, e viceversa.  Queste  due  forme  hanno  rapporti  anarmonici 
eguali,  perchè  formando  il  fascio  che  ha  per  centro  C,  ed  i cui 
raggi  passano  pei  punti  della  punteggiata  si  ha  un  fascio , i 

Fikdlf.r.  — Geometria  deaeri ttiva.  5 
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cui  raggi  son  tutti  perpendicolari  ai  corrispondenti  raggi  del 
fascio  primitivo  (Fig.  43),  e che  quindi  non  è altro  che  il  primi- 
tivo fascio  dopo  una  rotazione  di  un  angolo  retto. 


Eig.  43. 


I sistemi  cosi  formati  sono  un  genere  speciale  di  sistemi 
reciproci,  e noi  ripetutamente  ne  faremo  uso  prima  nel  piano 
(§  33),  poi  nello  spazio  (§  92).  . 
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It.  Teoria  della  costruzione  delle  sezioni  coniche  considerate 
come  proiezioni  del  cerchio. 


24.  La  proiezione  di  un  cerchio  è il  luogo  delle  intersezioni 
col  quadro  dei  raggi  proiettanti  dal  centro  di  proiezione  i punti 
della  periferia  del  cerchio,  ed  è anche  l’inviluppo  delle  inter- 
sezioni col  quadro  dei  piani  proiettanti  dal  centro  di  proiezione 
le  tangenti  al  cerchio.  Siccome  quei  raggi  e questi  piani  for- 
mano il  cono  che  proietta  il  cerchio  originale,  la  cui  proie- 
zione sul  quadro  è la  intersezione  del  cono  col  quadro,  cosi  le 
proiezioni  del  cerchio  diconsi  sezioni  coniche  o semplicemente 
coniche.  Le  proprietà  fondamentali  di  queste  curve , seguendo 
le  leggi  della  proiettività  dei  sistemi  piani,  si  deducono  dai  se- 
guenti teoremi  che  si  riferiscono  ai  punti  ed  alle  tangenti  del 
cerchio:  1°  l’angolo  che  ha  il  vertice  in  un  punto  qualunque 
della  periferia  di  un  cerchio  ed  è inscritto  in  un  segmento  di 
questa  è costante;  -2”  il  segmento  di  una  tangente  qualunque  ad 
un  cerchio  compreso  fra  due  tangenti  fìsse  è veduto  dal  centro 
sotto  un  angolo  costante.  Così  per  due  punti  qualunque  T„  T, 
e due  punti  fissi  A,  B del  cerchio  di  centro  M (Fig.  44) 

LATtB  = LATiB~'iL  AMB,e 

per  due  tangenti  qualunque  lt,  lt 
e due  tangenti  fisse  a,  b che  hanno 
i punti  di  contatto  in  T„  T„  A,  B 
respettiv.  e che  si  tagliano  nei  punti 
A, , B, , A, , Bt  si  hanno  le  relazioni  : . 

L A,  MB , = ì A,  MB , = J L AMB. 

Se  A,  B,  C,  X sono  quattro  punti 
di  un  cerchio  ed  a,b,c,x  le  corri- 
spondenti tangenti  (Fig.  44),  le  quali 
segano  le  due  tangenti  al  cerchio 
nei  punti  T„  Tt  respettivamente  in 


Fi*.  44. 
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A„  B,,  Clt  X , od  At,BIt  C,,  X,,  pel  1°  teorema  enunciato  si  ha: 
( Tt  • ABCX)  — ( T,  • ABCX) , 

essendo  uguali  gli  angoli  dei  raggi  che  formano  i due  fasci  in 
Tit  T ,,  e pel  2°  teorema 

(. M Afifi.X,)  - {M-  AtBfitXt)  = {Afi&Xà  = (d,/^C,X,) 

— ( Tt  ABCX),  ed  anche  = (T,-  /1J9CX). 

Queste  equazioni  valgono  per  qualsiasi  proiezione  del  cer- 
chio , purché  si  indichino  colle  stesse  lettere  le  proiezioni  ed  i 
punti  obbiettivi  (Fig.  45  e 46).  Siccome  la  proiettività  dei  fasci 
di  raggi 

Fig.  45. 


(7\  • ABC....)  e (T,  • ABC....) 
stabilisce  quella  dei  fasci  di  piani  proiettanti 
(ZT,  ABC....)  e (ZT,- ABC....) 
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e quindi  la  proiettività  dei  fasci  di  raggi  nella  proiezione 
(Tt'A'B'C'....)  e (77 • A'B'C....), 
cosi  si  hanno  i seguenti  teoremi  : 

Le  rette  proiettanti  da  un  punto  I punti  d’ intersezione  di  una 
qualunque  di  una  conica  quattro  tangente  qualunque  di  una  conica 
punti  fissi  della  stessa  formano  un  con  quattro  tangenti  fisse  della  stes* 
fascio  di  quattro  raggi , il  cui  rap-  sa  formano  un  gruppo  di  quattro 
porto  enarmonico  è costante.  punti,  il  cui  rapporto  anarmonico  è 

costante. 

Fig.  46. 


Si  dice  quindi  che  quattro  punti  fìssi  o quattro  tangenti 
fisse  di  una  conica  hanno  un  rapporto  anarmonico  determinato; 1 
si  può  quindi  enunciare  il  teorema:  Il  rapporto  anarmonico 
di  quattro  punti  di  una  cònica  è eguale  al  rapporto  anarmonico 
delle  quattro  tangenti  negli  stessi  punti. 

Queste  proprietà  diconsi  proiettive,  esse  appartengono  a 

' Con  ciò  si  estendono  ad  altre  forme  geometriche  le  uguaglianze  dei  rapporti  enar- 
monici stabilito  nel  jj  16. 
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tutte  le  proiezioni  del  cerchio  ed  alle  proiezioni  centrali  di 
queste. 

Esercizio.  Costruire  per  punti  il  cerchio  che  passa  per  tre  punti  A,  B,  C 
supposto  il  centro  inaccessibile.  Si  usi  del  centro  di  omolo- 
gia T'  dei  due  fasci  di  raggi  uguali , e che  è dato  dalle  rela- 
zioni 

i ABC  = l CAT',  l BAC  = L CBT'. 

23.  Dai  teoremi  del  precedente  § si  deduce  che: 


il  luogo  dei  punti  in  cui  si  segano  i 
raggi  corrispondenti  di  due  fasci 
proiettivi  — situati  in  uno  stesso 
piano,  non  concentrici  e non  pro- 
spettivi — è una  curva  che  passa  pei 
centri  dei  due  fasci,  la  quale  non  è 
incontrata  in  più  di  due  punti  da  una 
retta  qualunque  del  suo  piano.  In- 
fatti, la  curva  passa  pei  centri  dei 
due  fasci,  perchè  in  questi  punti  si 
tagliano  respettivamente  i raggi  cor- 
rispondenti alla  retta  che  unisce  i 
due  centri,  considerata  come  appar- 
tenente all’  uno  ed  all’  altro  fascio. 
Una  retta  qualunque  del  piano  della 
curva  non  la  incontra  in  più  di  duo 
punti,  perchè,  segando  con  una  retta 
arbitraria  i due  fasci,  ottengonsi  due 
punteggiate  proiettive  sovrapposte,  le 
quali  hanno  al  più  due  punti  uniti; 
cioè  la  retta  arbitraria  contiene  al 
più  due  punti  d’incontro  di  raggi 
corrispondenti  (§17).  Un  raggio 
qualunque  dell’  un  fascio  incontra  la 
curva  in  un  altro  punto  situato  nel 
corrispondente  raggio  dell’ altro  fa- 
scio ; quando  si  considera  il  raggio 
dell’  un  fascio  infinitamente  vicino 
alla  retta  che  unisce  i centri  dei  due 
fasci , il  raggio  corrispondente  del- 
l' altro  fascio  è la  tangente  alla  curva 
nel  centro  di  quest’  ultimo.  Questa 
curva  dicesi  di  secondo  ordine  ed  è 
determinata  da  cinque  punti,  purché 


l’ inviluppo  delle  rette  che  uniscono 
i punti  corrispondenti  di  due  rette 
punteggiate  proiettive  — situate  in 
uno  stesso  piano,  non  sovrapposte  e 
non  prospettive  — è una  curva  tan- 
gente alle,  due  rette  punteggiate,  alla 
quale  non  si  possono  condurre  più 
di  due  tangenti  da  un  punto  qualun- 
que del  suo  piano.  Infatti,  la  curva 
6 tangente  alle  due  rette  punteggia- 
te, perchè  queste  contengono  respet- 
tivamente i punti  corrispondenti  al 
punto  d’intersezione  delle  due  pun- 
teggiate, considerato  come  apparte- 
nente all’  una  ed  all’  altra  punteg- 
giata. Da  un  punto  qualunque  del 
piano  della  curva  non  le  si  possono 
condurre  più  di  due  tangenti,  perchè, 
proiettando  le  due  punteggiate  da 
un  punto  arbitrario,  si  ottengono 
due  fasci  proiettivi  concentrici,  i quali 
non  possono  avere  più  di  due  raggi 
uniti;  cioè  pel  punto  arbitrario  pas- 
sano al  più  due  rette  congiungenti  le 
coppie  de’ punti  corrispondenti  delle 
due  punteggiate  (§  17).  Da  qualun- 
que punto  dell’  una  punteggiata 
parte  un'altra  tangente  della  curva, 
che  congiunge  quel  punto  col  suo 
corrispondente;  quando  si  considera 
il  punto  d'  una  punteggiata  infinita- 
mente vicino  all’  intersezione  dello 
due  punteggiate,  il  punto  corrispon- 
dente nell’  altra  è quello  di  contatto 
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tic  qualunque  di  essi  non  siano  in  della  curva  con  quest'  ultima  retta, 
linea  retta.  Questa  curva  dicesi  di  seconda  classe 

ed  è determinata  da  cinque  tangenti, 
purché  tre  qualunque  di  esse  non 
passino  per  uno  stesso  punto. 

Tutte  le  proiezioni  del  cerchio,  le  quali,  come  si  è veduto 
nel  § precedente,  si  possono  generare  con  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  o con  due  punteggiate  proiettive,  sono  dunque  nello  stesso 
tempo  curve  di  secondo  ordine  e di  seconda  classe.  Si  vedrà  in 
seguito  che  tutte  le  curve  di  secondo  ordine  sono  anche  di 
seconda  classe  e proiezioni  del  cerchio. 

Se  si  hanno  cinque  punti  di  una  conica  e tre  di  questi  si 
proiettano  dagli  altri  due,  si  ottengono  tre  coppie  di  raggi  cor- 
rispondenti, le  quali  individuano  i due  fasci  proiettivi  genera- 
tori della  conica , considerata  come  luogo  di  punti.  Se  si  hanno 
cinque  tangenti  di  una  conica  e si  determinano  le  intersezioni 
di  tre  qualunque  di  queste  colle  altre  due,  si  ottengono  tre 
coppie  di  punti  corrispondenti,  le  quali  individuano  le  due 
punteggiate  proiettive  generatrici  della  conica,  considerata 
come  inviluppo  di  rette.  Queste  proprietà  sono  evidenti  per  le 
coniche  considerate  come  proiezioni  del  cerchio;  per  le  curve 
di  secondo  ordine  e di  seconda  classe  dovrebbesi  dimostrare 
(Cfr.  § 27,  Es.  1,  a)  che  la  curva  è affatto  indipendente  dalla 
scelta  dei  due  fasci  proiettivi  o delle  due  punteggiate  proiettive, 
i cui  elementi  determinano  la  curva. 

Se  dei  cinque  punti  tre  sono  in  linéà  retta,  o delle  cinque 
tangenti  tre  passano  per  uno  stesso  punto,  le  forme  geometri- 
che proiettive  determinate  da  questi  elementi  sono  prospettive, 
e la  conica  individuata  da  essi  degenera  nel  1°  caso  in  un  si- 
stema di  due  rette,  le  quali  sono  il  raggio  passante  pei  centri 
dei  due  fasci  ed  il  loro  asse  di  omologia , e nel  2°  in  un  sistema 
di  due  punti,  i quali  sono  T intersezione  delle  due  punteggiate 
ed  il  loro  centro  di  prospettiva. 

Quattro  punti  fissi  o quattro  rette  fisse  di  un  piano  de- 
terminano respettivamente  con  ogni  quinto  punto  e con  ogni 
quinta  retta  dello  stesso  piano  una  conica;  il  complesso  di  que- 
ste curve  costituisce  nel  1°  caso  un  fascio  di  coniche  e nel  2’  una 
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serie  di  coniche.  Il  fascio  di  coniche  e la  serie  di  coniche  con- 
tengono respetti vamente  tre  coniche,  le  quali  degenerano  in  tre 
coppie  di  rette  ed  in  tre  coppie  di  punti  ; queste  sono  pel  fascio 
di  coniche  le  tre  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  deter- 
minato dai  quattro  punti  fissi , e per  la  serie  di  coniche  le  tre 
coppie  di  vertici  opposti  del  quadrilatero  determinato  dalle 
quattro  rette  fisse. 


1)  Tutte  le  coniche  circoscritte 
ad  un  quadrangolo  AB  C D sono  se- 
gate da  una  trasversale  arbitraria  t 
nel  piano  delle  coniche  in  coppie»  di 
punti  Z,  Z,  della  stessa  involuzione, 
alla  quale  appartengono  come  ele- 
menti coniugati  le  intersezioni  W, 

1F,;  X,  A',;  Y,  Y,  della  t coi  lati 
opposti  AB,  CD;  BC,  AD;  CA,  BD 
del  quadrangolo  ABCD  (Fig.  47,  a). 
Infatti  essendo 

(.4  CDZZ,)  = (B  ■ CDZZ,); 
si  ha  sulla  trasversale  t 

( Y.Y,  ZZ,)  = (A'Y,  ZZ,) 

(Y  XZ  Z) 

Fig.  47. 


\ ; 


Tutte  le  coniche  inscritte  in  un 
quadrilatero  a b c d sono  toccate 
dalle  tangenti  condotte  da  un  punto 
arbitrario  T nel  piano  delle  coniche 
da  coppie  di  raggi  z,  z,  della  stessa 
involuzione,  alla  quale  appartengono 
come  elementi  coniugati  le  rette  to, 
tv,;  x,  a;,;  y , y,  proiettanti  da  T i 
vertici  opposti  ab,  cd;  bc,  ad;  ca, 
bd  del  quadrilatero  abcd  (Fig.  47,  b). 
Infatti  essendo 

(o  ■ cd  zz,)  = (b  ■ cd  szt) 

si  ha  nel  fascio  T 

(yx,  zz,)  = (xyt  zzt) 
scn  (x,  ;)  sen  (x,  r,) 
sen(y„z)  ' sen  («/„  !,) 

= (y,  xz,  z) 


b. 
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(Clr.  § 20). 

2)  Tra  le  coniche  del  fascio  ve  ne 
sono  due,  le  quali  toccano  una  tra- 
sversale f,  situata  nel  piano  del  fa- 
scio, nei  punti  doppi  dell’involuzione 
in  essa  generata  dalle  intersezioni 
colle  coniche. 

3)  Le  coppie  di  lati  opposti  di 
un  quadrangolo  completo  sono  se- 
gate da  una  trasversale  situata  nel 
loro  piano  in  tre  coppie  di  punti 
coniugati  in  involuzione. 


(Cf.  § 20). 

Tra  le  coniche  della  serie  ve  ne 
sono  due,  le  quali  passano  per  un 
punto  T,  nel  piano  della  serie , nel 
qual  punto  le  curve  hanno  per  tan- 
genti i raggi  doppi  dell'  involuzione 
in  esso  generata  dalle  tangenti  alle 
coniche. 

Le  coppie  di  vertici  opposti  di 
un  quadrilatero  completo  sono  pro- 
iettate da  un  punto  qualunque  del 
loro  piano  in  tre  coppie  di  raggi  co- 
niugati in  involuzione. 


Nel  quadrangolo  ARCO  (Fig.  47,  a)  segato  dalla  trasver- 
sale t si  ha  che  il  gruppo  dei  quattro  punti  A,  Y (AC,  RU),  C 
sulla  retta  AC  è la  proiezione  fatta  dal  centro  D del  gruppo  di 
punti  A',  FF,  W,,  ed  è anche  la  proiezione  dei  punti  WYYt  X 
fatta  dal  centro  B;  dunque  il  gruppo  X,  YY,  VI4 * * 7,  é proiettivo  al 
gruppo  \VYYt  X,  ossia  ad  XF,  FU7;  cioè  X,  X,;  F,  F,;  W,  1F, 
sono  tre  coppie  di  punti  in  involuzione.  Analogamente  si  dimo- 
stra il  teorema  reciproco. 


4)  Se  una  trasversale  segna  i lati 

AB,  BC,  CA  di  un  triangolo  nei 

punti  W,  X,  Y,  ed  in  questa  retta  si 
determinano  i tre  punti  VF, , X,,  Y, , 
i quali  formano  respettivamente  con 

W,  X,  Y tre  coppie  di  punti  in  invo- 
luzione, le  rette  CIP,,  AX,,  UYt 
passano  per  lo  stesso  punto  D. 


Se  da  un  punto  si  proiettano  i 
vertici  ab,  bc,  ca  di  un  triangolo 
abc  colle  rette  io,  x,  y,  e per  questo 
punto  si  conducono  tre  rette  mj„  x„ 
y„  le  quali  formano  respettivamente 
con  tv,  x,  y tre  coppie  di  raggi  in 
involuzione  , i punti  cui, , ax, , *>y  i 
trovansi  nella  stessa  retta  d. 


Esercizi.  1)  Date  in  una  retta  due  coppie  di  punti  coniugati  di  una  invo- 
luzione, costruire  il  punto  coniugato  di  un  altro  punto 
qualunque  della  retta  data,  coll’  uso  della  sola  riga.  Come 
caso  particolare  si  costruisca  il  punto  R corrispondente 
di  quello  all' infinito  della  retta  data,  ossia  il  punto  prin- 
cipale dell’involuzione  (§  20,  Es.  4). 

2)  Date  due  coppie  di  raggi  coniugati  di  un’involuzione,  co- 

struire il  raggio  coniugato  di  un’  altra  retta  qualunque 
del  fascio,  coll’uso  della  sola  riga. 

3)  Dimostrare  che  le  proprietà  del  quadrangolo  e del  quadrilatero 

completo  che  si  riferiscono  alle  divisioni  armoniche  (§  22, 
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Es.  3)  sono  casi  particolari  dei  teoremi  del  n°  3 di 
questo  §. 

26.  Le  proiezioni  del  cerchio  sono  curve,  le  quali  hanno  for- 
me diverse  a seconda  della  posizione  che  esso  ha  rispetto  alla 
retta  limite  del  proprio  piano  (g  14,  Es.  3 , 4).  Se  il  cerchio 
sega  questa  retta  limite— r,  se  si  considera  il  cerchio  come  figura 
originale  — la  conica  avrà  i due  punti  corrispondenti  a quelle  in- 
tersezioni che  saranno  all’  infinito,  e quindi  due  tangenti  che  la 
toccano  in  questi  punti;  queste  tangenti  diconsi  assintoti,  e la  loro 
direzione  è data  dai  punti  all’infinito  della  curva.  La  conica  risul- 
tante in  questo  caso  è come  distinta  in  due  rami,  i quali  si  con- 
giungono nei  due  punti  all’infinito  e dicesi  iperbole.  Nella  Fig.  48 
al  cerchio  À'corrisponde  in  proiezione  l’ iperbole  JC,  gli  assintoti 
della  quale  sono  le  proiezioni  delle  tangenti  al  cerchio  nei  punti 
di  intersezione  colla  retta  limite  r.  Se  il  cerchio  non  è segato 
dalla  retta  limite  del  proprio  sistema,  la  conica  corrispondente 


Fig.  48. 
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non  avrà  punti  all’infinito,  cioè  sarà  una  curva  chiusa  tutta  a 
distanza  finita,  la  quale  dicesi  ellisse.  Nella  Fig.  48  la  proie- 
zione K\  del  cerchio  A'  rappresenta  tale  curva.  Se  finalmente 
il  cerchio  originale  — come  K,  nella  Fig.  48  — è tangente  alla 
retta  r,  la  conica  proiezione  K\  avrà  due  punti  infinitamente 
vicini  fra  loro  e situati  a distanza  infinita;  si  dice  allora  che  la 
retta  all’  infinito  del  quadro  — la  retta  corrispondente  ad  r — è 
tangente  alla  conica.  Tale  curva  è formata  da  un  ramo,  il 
quale  si  chiude  all’  infinito,  e dicesi  parabola. 

Le  curve  omologiche  del  cerchio,  ossia  le  sue  proiezioni 
centrali,  sono  dunque  ellissi,  parabole  ed  iperboli;  in  partico- 
lare si  ha  poi  che  le  proiezioni  parallele  del  cerchio , ossia  le 
figure  ad  esso  affini , devono  essere  ellissi  (Cfr.  §21,  a),  ed  è noto 
che  le  figure  simili  del  cerchio  sono  di  nuovo  cerchi  (§  21,  c). 

Da  tutto  ciò,  e dali’osservare  che  due  figure  omologiche  ad 
una  terza  e che  hanno  lo  stesso  centro  di  omologia  sono  omo- 
logiche tra  loro , segue  in  generale  che  le  figure  omologiche 
o le  proiezioni  centrali  di  una  sezione  conica  sono  sezioni  coni- 
che ed  invero  ellissi,  parabole  od  iperboli  a seconda  che  la 
retta  limite  del  proprio  sistema  non  sega,  è tangente  o sega  la 
conica  data.  Le  curve  affini,  o le  proiezioni  parallele  di  una 
sezione  conica,  sono  sezioni  coniche  della  stessa  specie. 
Esercizio.  Nella  Fig.  45,  § 24,  le  rette  limiti  q1,  r sono  disposte  per  modo 
che  la  proiezione  è ellittica;  nella  Fig.  46,  § 24,  si  ha  la  proie- 
zione iperbolica;  si  mostri  come  queste  proiezioni  ed  il  cer- 
chio obbiettivo  sono  percorsi  da  una  coppia  di  punti  corri- 
spondenti. Si  faccia  lo  stesso  per  la  proiezione  parabolica 
del  cerchio  e per  la  proiezione  parabolica  dell’  iperbole. 


Se  si  immaginano  due  coniche  qualunque  A',  A7  (Fig.  49), 
ed  in  esse  si  assumono  come  corrispondenti  a tre  punti  qualun- 
que A,  B,  Ced  alle  tan-  Fig.  43. 

genti  t„,tt  in  A,B  della 
conica  K tre  punti  qua- 
lunque A',  B' , C'  e le 
tangenti  </  in  A',B' 
della  conica  A"',  restano 
completamente  deter- 
minate tanto  le  due  co- 


Digitized  by  Google 


7G  PARTE  PIUMA. 

niche  quanto  la  corrispondenza  proiettiva  aei  loro  sistemi  piani 
(§  22).  Segue  da  ciò  che  ad  ogni  quarto  punto  D della  conica  K 
corrisponde  un  quarto  punto  D' della  conica  fC.  Due  sezioni  co- 
niche si  possono  quindi  riferire  proiettivamente  tra  loro  in 
molte  maniere. 

Se  AA,  BB'  è una  coppia  di  tangenti  comuni  a due  coni- 
che (Fig.  50),  ed  i punti  C,  C di  queste  sono  in  linea  retta  col 
punto  di  intersezione  £ delle  due  tangenti,  i fasci  proiettivi 

(4  • ABC....),  (A  ■ AB  C'....) 
sono  anche  prospettivi,  per- 
chè hanno  un  raggio  unito 
AA,  e la  loro  sezione  comune 
s ed  il  punto  £ sono  respetti- 
vamente  l’ asse  ed  il  centro 
di  collineazione  dei  due  si- 
stemi piani  omologici  deter- 
minati dai  punti  A,  B,  C ; 
A,  B' , C e dalle  tangenti 
BB\  AA. 

27.  Abbiasi  una  conica  determinata  da  due  fasci  proiettivi 
di  raggi,  i cui  centri  siano  A,  B e siano  C,  An  Bt,  C,  altri  quat- 
tro punti  della  stessa  Fig.  51  ; si  avrà  (§  24): 

(/I . zl.fl.C.C)  = (/i  . AXBXCXC). 

Si  seghino  i due  fasci 
di  centro  A , B respet- 
tivamente  colle  rette 
AXC,  BXC  e siano  D , 
E,  C,,  At,  Bt  respet- 
tivamente  le  interse- 
zioni delle  coppie  di 
rette  AJÌ,  BtC ; AB ,, 
AtC;  ABX,  A,B;  BCt,  BtC ; CA,,  CXA ; allora  sarà: 

(AX£B%C)  = {DBxAtC), 

ma  questi  gruppi  di  punti  sono  prospettivi  ed  il  loro  centro  di 
prospettiva  è C,;  dunque  i punti  A,,  B,,  C , sono  in  linea  retta. 


Fig.  60. 
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I sei  punti  della  conica  considerata  formano  nell’ordine 
AB,CA,BCl  un  esagono  inscritto  nella  stessa,  pel  quale  i punti 
A,,B„  C,  sono  le  intersezioni  delle  tre  coppie  di  lati  opposti; 
si  ha  quindi  il  teorema:  Sei  punti  di  una  conica  presi  in  un  or- 
dine qualsiasi  formano  un  esagono,  pel  quale  le  tre  coppie  di 
lati  opposti  si  segano  in  tre  punti  in  linea  retta  ( Teorema  ed 
esagono  di  Pascal;  A,B,C,  retta  di  Pascal). 

Fig.  52. 


Esercizi.  1)  Costruire  per  punti  la  conica  determinata  da  cinque  punti  A, 
Z?„  C,  /!„  B,  ossia  costruire  quante  si  vogliano  posizioni 
del  sesto  vertice  C,  dell’  esagono  di  Pascal  (Fig.  52). 

a)  Le  rette  AB „ A,B  si  segano  in  un  punto  C,  della 
retta  di  Pascal  p ; ad  ogni  posizione  della  retta  p pas- 
sante per  C,  corrisponde  un  sesto  punto  C,  della  conica. 
La  retta  p sega  poi  Bfi  in  A„  CAl  in  Bt  c BA.,  ABt  si 
segano  in  C„  punto  cercato. 

Da  ciò  resulta  evidentemente  che  la  generazione  delle  coni- 
che fatta  col  mezzo  dei  fasci  proiettivi  coi  centri  in  A , B 
non  differisce  che  per  la  forma  da  quella  data  dal  teo- 
rema di  Pascal.  La  generazione  delle  coniche  concepita 
in  quest’  ultimo  modo  mostra  distintamente  che  i sei 
punti  della  curva  hanno  tutti  lo  stesso  carattere;  con  ciò 
è dimostrato  quanto  si  asserisce  al  § 25,  pag.  71. 

b)  Se  il  sesto  vertice  dell’  esagono  da  costruirsi  deve 
trovarsi  tra  i vertici  A,  B si  conduca  per  A o per  B,  per 
es.  per  A,  una  retta  qualunque  AC„  questa  sega  Afi 
in  B„  il  quale  punto  determina  colla  intersezione  C,  delle 
rette  AB,,  Afi  la  retta  p;  la  retta  Bfi  incontra  in  A, 
la  p,  e però  BA,  passerà  per  C„  ossia  BA,  sega  la  retta 
arbitraria  passante  per  A in  C,.  Coll’uso  della  sola  riga 

* 
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si  può  quindi  costruire  il  2°  punto  di  intersezione  di  una 
conica  con  una  retta  che  passa  per  un  altro  punto  della 
curva  già  determinata. 

2)  Dati  cinque  punti  di  una  conica,  costruire  la  tangente  in  uno 

di  questi. 

Poiché  la  tangente  si  può  considerare  come  la  corda  che  passa 
per  due  punti  infinitamente  vicini  della  curva,  cosi  se, 
per  es.,  si  vuole  avere  la  tangente  in  .4  (Fig.  52),  in  que- 
sto punto  dovranno  coincidere  i due  vertici  consecutivi 
dell'esagono;  la  tangente  sarà  un  lato  dell’ esagono,  sia 
questo  il  lato  ACr  Se  poi  sono  At,  B,  C,  B , gli  altri 
punti  dati,  Bfi,  BCt,  determinano  il  punto  \ ABlt  A,B 
il  punto  C,,  e i punti  Ct,  At  la  retta  p e questa  colla 
Afi  il  punto  Bt , pel  quale  deve  passare  anche  la  tangente 
cercata  ACt. 

3)  Dati  cinque  punti  di  una  conica,  costruire  le  tangenti  in  due 

di  questi. 

Si  considerino  questi  punti  (Fig.  53)  T,  Tt  come  i centri  di 
due  fasci  proiettivi,  i quali  siano  determinati  dagli  altri 
tre  punti  aa',  bb1,  cd  della  conica  e si  costruisca  il  centro 
di  omologia  Tt  dei  due  fasci  (§  18);  allora  le  rette  TtT, 
TtTt  saranno  le  tangenti  cercate,  perchè  nei  due  fasci  di 
raggi  coi  centri  in  T,  Ti  alla  retta  che  li  unisce  corri- 
spondono le  tangenti  nei  punti  stessi  (§  25). 

Si  costruiscano  altri  punti  della  conica  come  luogo  dei  punti 
di  incontro  dei  raggi  corrispondenti  dei  due  fasci  proiet- 
tivi di  centro  T,,  T. 

Fig.  53. 
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4)  Siano  dati  i punti  A,  B,  C e le  tangenti  in  A,  C di  una  co- 
nica; costruire  altri  punti  della  curva  cosi  determinata  e 
la  tangente  nel  terzo  punto.  Si  consideri  la  tangente  in  A 
come  il  lato  AB,  dell'  esagono  di  Pascal  (la  retta  che 
passa  per  due  punti  infinitamente  vicini  .4,  />’,),  la  tan- 
gente in  C come  il  Iato  CA,  e si  cerchi  C,  sulla  trasver- 
sale AC,  o BC,  (Vedi  Es.  4,  b;  oppure  1,  a).  La  co- 
struzione nella  Fig.  54  fu  eseguita  per  più  punti,  è però 
indicata  per  un  solo  di  questi. 

Per  costruire  la  tangente  in  B si  indichi  la  tangente  in  A 
con  AB,,  quella  in  C con  CA,  e la  cercata  in  B con  BC,; 
allora  AB,  e A,B  determinano  il  punto  C„  AC,  ed  A,C 
il  punto  Bt,  i punti  C , e B,  la  retta  p,  la  quale  e segata 
da  CB,  nel  punto  A,,  per  cui  deve  passare  la  tangente 
che  si  cerca.  Ha  quindi  luogo  il  teorema:  In  un  triangolo 
qualunque  inscritto  in  una  conica,  le  intersezioni  dei  lati 
colle  tangenti  nei  vertici  respettivamente  opposti  sono  in 
linea  retta. 

Osservazione.  Dal  teorema  di  Pascal  se  ne  deducono  altri  relativi  al  pen- 
tagono ed  al  quadrangolo  inscritto  in  una  conica.  Infatti, 
se  dei  sei  vertici  dell'  esagono  due  sono  infinitamente  vi- 
cini, 1’  esagono  si  trasforma  in  un  pentagono  colla  tan- 
gente in  uno  de’ suoi  vertici;  se  altri  due  vertici  si  acco- 
stano infinitamente,  si  ha  un  quadrangolo  inscritto  e le 
tangenti  in  due  vertici:  nel  1*  caso  sono  in  linea  Tetta  le 
intersezioni  di  due  coppie  di  lati  non  consecutivi  ed  il 
punto  comune  al  quinto  lato  ed  alla  tangente  nel  vertice 

Fig.  54 
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opposto;  nel  2"  caso  sono  in  linea  retta  le  intersezioni 
delle  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo  o delle  tan- 
genti in  due  vertici  opposti.  Questi  teoremi  forniscono  al- 
tre costruzioni  per  i problemi  di  questo  §. 

Esercizi.  5)  Si  costruisca  la  conica  determinata  come  precedentemente 
col  mezzo  dei  fasci  proiettivi. 

L’intersezione  delle  tangenti  in  A ed  in  C è il  centro  di  omo- 
logia 7 dei  due  fasci  di  raggi  proiettivi  generatori  della 
conica , e però  dato  un  raggio  qualunque  dell’  un  fascio 
il  corrispondente  Io  segherà  in  un  punto  della  curva  (§25). 

6)  Si  costruisca  la  conica  determinata  da  quattro  punti  e dalla 

tangente  in  uno  di  questi,  seguendo  i due  metodi  dell’esa- 
gono di  Pascal  e dei  fasci  proiettivi. 

7)  Si  costruisca , cogli  stessi  due  metodi , o)  una  conica  determi- 

nata da  quattro  punti  e dalla  direzione  di  un  assintoto. 
Si  costruisca  cogli  stessi  dati  la  direzione  dell’  altro  as- 
sintoto e gli  assintoti  medesimi  (Es.  i,b;  3). 

Dati 

b)  tre  punti  e le  direzioni  dei  due  assintoti  ; 

c)  tre  punti  ed  un  assintoto  ; 
ci)  un  punto  ed  i due  assintoti, 

costruire  la  conica,  scegliendo  per  ognuno  dei  casi  la  so- 
luzione più  conveniente. 

8)  Si  costruisca  la  parabola  determinata  da  tre  punti  e dalla  di- 

rezione del  suo  punto  all’  infinito  (cioè  da  quattro  punti  e 
dalla  tangente  in  un  di  questi,  nel  punto  all’ infinito); 
oppure  da  due  punti  e dalle  tangenti  in  questi,  o final- 
mente da  due  punti  e dalla  tangente  in  uno  di  questi  e 
dalla  direzione  del  suo  punto  all’  infinito. 

9)  Si  dimostri  il  teorema  : Se  per  un  punto  qualunque  di  una 

iperbole  si  conducono  due  rette  parallele  agli  assintoti 
della  curva,  l’area  del  parallelogrammo  formato  da  que- 
ste rette  e degli  assintoti  è costante  (§  25,  § 16). 

28.  Abbiasi  una  conica  determinata  da  due  punteggiate 
proiettive  (Fig.  55)  sulle  rette  a,  b e sieno  c,  a, , b, , c,  altre  quattro 
tangenti  della  curva;  si  avrà  (§  24): 

(a  • afiyCyC)  — ( b • i tybfiyC ). 

Si  proiettino  questi  gruppi  di  punti  respetti  vamente  dai  punti 
UyC.bfi,  e si  indichino  le  rette  atb,  btc;  abit  atc;ablt  atb;  bct,  bfi; 
co,,  c,a  respettivamente  con  d,  e,ct,  at,b ,,  allora  sarà: 

(a,eàjc)  = (dbia.c)\ 
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ma  questi  fasci  di  raggi  sono  prospettivi  e la  loro  sezione 
comune  è ald,b,e  ossia  c,;  dunque  i due  raggi  b„  a,  si  incon- 
trano in  un  punto  B della  retta  c,. 


Fig.  Ki. 


Le  sei  tangenti  della  conica  formano  nell’  ordine  abxca,bc, 
un  esagono  circoscritto,  pel  quale  le  rette  a,,  b„  c,  sono  le  dia- 
gonali delle  tre  coppie  di  vertici  opposti;  si  ha  quindi  il  teore- 
ma: Sei  tangenti  di  una  conica  prese  in  un  ordine  qualsiasi 
formano  un  esagono,  pel  quale  le  tre  diagonali  delle  coppie  di 
vertici  opposti  passano  per  uno  stesso  punto  ( Teorema  ed  esa- 
gono di  Brianchon;  B punto  di  Bvianchorì). 

Esercizi.  1)  Costruire  la  conica  determinata  da  cinque  tangenti  a , b„  c, 
a,,  b,  ossia  costruire  quante  si  vogliono  posizioni  del  se- 
sto lato  c,  di  un  esagono  di  Brianchon. 

' a)  I punti  ab, , a,b  (Fig.  55)  trovansi  nella  retta  c,  che 
passa  nel  punto  D di  Brianchon  ; ad  ogni  posizione  del 
punto  B,  considerato  come  punto  mobile  nella  c, , corri- 
sponde una  tangente  c,  della  conica;  il  punto  li  deter- 
mina colla  b,c  la  retta  a,,  con  ca,  la  retta  b,  ed  i punti 
ba,,  ab,  danno  la  tangente  c,  cercata.  La  generazione  delle 
coniche  fatta  colle  due  serie  proiettive  di  punti  in  a ed 
in  b non  differisce  che  per  la  forma  dalla  generazione  delle 
coniche  data  dal  teorema  di  Brianchon  (Cfr.  § 27  , Es.  \ ). 

b)  Se  la  tangente  che  si  cerca  deve  essere  il  lato  del- 
l’esagono di  Brianchon  compreso  tra  a e b,  si  scelga  in 
FtEDiEN.  — Geometria  dtscriltiva. 
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a od  in  b,  per  es.  in  a,  un  punto  qualunque  oc,  ; esso 
determina  con  a,c  la  retta  bt,  la  quale  sega  ab,,  a,b  os- 
sia c,  in  B;  questo  punto  unito  con  b,c  dà  la  retta  at,  e 
però  atb,  ac,  è la  tangente  c,  cercata.  Coll’  uso  della  sola 
riga  si  può  quindi  costruire  la  seconda  tangente  di  una 
conica  che  passa  per  un  punto  di  un’  altra  tangente  deter- 
minata (§  27,  Es.  1). 

2)  Date  cinque  tangenti  di  una  conica,  costruire  il  punto  di  con- 

tatto di  una  di  queste. 

(Per  questo  e pei  seguenti  problemi  sino  all’  8°,  veggansi  i 
corrispondenti  agli  stessi  numeri  del  § 27.) 

3)  Date  cinque  tangenti  di  una  conica , costruire  i punti  di  con- 

tatto di  due  di  queste. 

4)  Date  tre  tangenti  di  una  conica  ed  i punti  di  contatto  di  due 

di  queste,  costruire  altre  tangenti  della  curva  ed  in  parti- 
colare il  punto  di  contatto  della  terza  tangente  data.  Ha 
luogo  il  teorema:  In  un  triangolo  qualunque  circoscritto 
ad  una  conica  le  rette  passanti  pei  vertici  e pei  punti  di 
contatto  dei  lati  respettivamente  opposti  si  segano  in  un 
punto. 

Osservazione.  Dal  teorema  di  Brianchon  se  ne  deducono  altri  relativi  al 
pentagono  ed  al  quadrilatero  circoscritto  ad  una  conica. 
Infatti,  se  delle  sei  tangenti  della  conica  due  sono  infini- 
tamente vicine,  in  luogo  dell’esagono  si  ha  un  pentagono 
circoscritto  ed  il  punto  di  contatto  di  un  lato  ; se  altri  due 
lati  si  accostano  infinitamente,  si  ha  un  quadrilatero  cir- 
coscritto ed  i punti  di  contatto  di  due  lati:  nel  i°  caso  le 
diagonali  che  uniscono  due  coppie  di  vertici  concorrono 
in  un  punto  della  retta  che  unisce  il  quinto  vertice  al 
punto  di  contatto  del  lato  opposto;  nel  2°  caso  le  diago- 
nali del  quadrilatero  concorrono  in  un  punto  della  retta 
che  unisce  i punti  di  contatto  di  due  lati  opposti.  Que- 
sti teoremi  forniscono  altre  costruzioni  per  i problemi  di 
questo  §. 

Esercizi.  5)  Si  costruisca  la  conica  per  tangenti  determinata  come  prece- 
dentemente (Es.  4),  seguendo  il  metodo  delle  punteggiate 
proiettive. 

6)  Si  costruisca  la  conica  per  tangenti  determinata  da  quattro 

tangenti  e dal  punto  di  contatto  in  una  di  queste,  appli- 
cando i due  metodi  del  teorema  di  Brianchon  e delle 
punteggiate  proiettive. 

7)  Si  costruisca  l’ iperbole  determinata  da  tre  tangenti  e da  un 

assinloto , oppure  da  una  tangente  e dai  due  assintoti. 

8)  Si  costruisca  la  parabola  determinata  da  quattro  tangenti , o 
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da  tre  tangenti  e dalla  direzione  del  suo  punto  all’  infi- 
nito; o da  due  tangenti,  il  punto  di  contatto  in  una  di 
queste  e la  direzione  del  suo  punto  all’  infinito. 

9)  Si  dimostrino  i teoremi:  Il  triangolo  formato  da  una  tangente 
qualunque  di  un’  iperbole  e dagli  assintoti  ha  un’  area 
costante.  I raggi  che  proiettano  da  due  punti  fissi  dell’iper- 
bole un  punto  qualunque  della  stessa  generano  sugli  as- 
sintoti due  punteggiate  proiettive  uguali.  Le  tangenti  di 
una  parabola  determinano  in  due  tangenti  fisse  della 
stessa  due  punteggiate  simili. 

29.  Le  precedenti  costruzioni  mostrano  che  una  conica  si 
può  disegnare  per  punti  o per  tangenti  coll’  uso  della  sola  riga, 
quando  siano  dati  cinque  punti  o cinque  tangenti  o gli  elementi 
equivalenti  che  determinano  la  curva  (§  26  e 27,  Es.  4 e 8). 

Se  dunque  si  vuole  costruire  la  proiezione  di  una  conica, 
basterà  determinarne  cinque  punti  o cinque  tangenti,  perchè  da 
questi  elementi  si  può  avere  col  mezzo  delle  costruzioni  indi- 
cate quanti  altri  punti  o tangenti  si  vogliano;  e però  la  figura 
completa  della  proiezione  cercata. 

Le  proprietà  proiettive  sin  ora  considerate  hanno  altre  im- 
portanti applicazioni 

a)  nella  ricerca  dell’intersezione  di  una  retta  qualunque 
con  una  conica,  e 

b)  nella  costruzione  delle  tangenti  condotte  da  un  punto 
qualunque  ad  una  conica,  senza  che  nell’  uno  e nell’altro  caso  la 
curva  sia  descritta. 


Siano  dati  cinque  punti  di  una 
conica  e si  vogliano  costruire  le  in- 
tersezioni di  questa  con  una  retta 
qualunque  t.  Proiettando  da  due  qua- 
lunque dei  cinque  punti  dati,  per  cs. 
da  T,  T'  (Fig.  56)  gli  altri  tre  1,  2, 
3,  ottengonsi  tre  coppie  di  raggi  cor- 
rispondenti dei  due  fasci  proiettivi 
generatori  della  curva;  questi  fasci 
sono  segati  dalla  retta  t in  due  pun- 
teggiale proiettive  sovrapposte  deter- 
minate dalle  tre  coppie  di  punti  A,  A’; 
B,  B;  C,  C.  I punti  uniti  di  queste 
punteggiate  risolvono  il  problema. 


Siano  date  cinque  tangenti  di 
una  conica  e si  vogliano  costruire  le 
tangenti  a questa  che  passano  per  un 
punto  qualunque  T.  Segando  con  due 
qualunque  delle  cinque  tangenti,  per 
es.  con  t,  f (Fig.  57)  le  altre  tre  i, 
2,  3,  ottengonsi  tre  coppie  di  punti 
corrispondenti  delle  due  punteggiate 
proiettive  generatrici  della  curva; 
queste  punteggiate  sono  proiettate 
dal  punto  T da  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  concentrici  determinati  dalle 
tre  coppie  di  raggi  passanti  per  T e 
respettivamente  per  1,  t;  1,  (;  2,  t: 
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Se  questi  punti  sono  reali  e distinti  2,  f;  3,  l;  3,  t'  indicati  respcttiva- 
la  retta  t sega  la  conica,  se  sono  mente  con  a,  a';  b,  V;  c,  c'.  I raggi 
coincidenti  la  retta  è tangente,  e se  uniti  di  questi  fasci  risolvono  il  pro- 
sono immaginari  la  retta  non  sega  blema.  Se  questi  raggi  sono  reali  e 
la  curva  (Vedi  Osscr.)  distinti  il  punto  T è esterno  alla  co- 

nica, se  sono  coincidenti  il  punto  è 
sulla  conica,  e se  sono  immaginari  il 
punto  è interno  alla  conica  (Vedi 
Osser.) 

Passiamo  alla  ricerca  di  questi  Passiamo  alla  ricerca  di  questi 
punti  uniti.  raggi  uniti. 

Se  la  retta  t è tangente  ad  un  Se  un  cerchio  K passa  per  il 
cerchio  K (Fig.  56),  per  un  punto  punto  T (Fig.  57),  una  retta  qualun- 
qualunquc  della  stessa  passa  un’  al-  que  passante  per  esso  sega  di  nuovo 
tra  tangente  al  cerchio;  siano  allora  il  cerchio;  siano  allora  A,  A';  B,B; 
a,  a';  (3,  p'\  y,  •/  tre  coppie  di  tan-  C,  C tre  coppie  di  punti  del  cerchio 
genti  condotte  respettivamente  dai  determinate  respettivamente  dalle 
punti  A,  A';  B,  B';  C,  C'  della  retta  t intersezioni  di  questo  coi  raggi  a,  a; 
c si  immaginino  in  questa  retta  le  b,  b‘;  c,  c e si  immaginino  i due  fa- 
due  punteggiate  proiettive  determi-  sci  proiettivi  di  raggi  col  centro  in  T 
nate  da  quelle  tre  coppie  di  punti  determinati  da  quelle  tre  coppie  di 
corrispondenti.  Essendo  allora  rette  corrispondenti.  Essendo  allora 

(ABC . . . .)  = (ABC. . . .),  ( abe  ....)  = (a'ò'c'. . . .) , 

Fig.  5G. 


per  le  proprietà  fondamentali  delle  per  le  proprietà  fondamentali  delle 
sezioni  coniche  (§  24)  si  avrà  : sezioni  coniche  (§  24)  si  avrà  : 

(«ftt ••••)  = (“'fS'y' • • • •),  (ABC ....)  = (ABC. . . .), 
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ossia  quelle  sci  tangenti  determi- 
nano due  sistemi  proiettivi  di  tan- 
genti del  cerchio. 

Segue  da  ciò  che 

(a'  a^-/....)  = (a 

ma  queste  due  punteggiate  sono  an- 
che prospettive  ed  il  loro  centro  di 
prospettiva  è nel  punto  di  incontro 
delle  due  rette  a’p , a|3’;  a'y,  *•/'. 
Analogamente,  alle  punteggiate  in/3, 
/?  corrisponde  il  centro  0a',  (3'«; 
§■/,  ft'y,  ed  alle  punteggiate  in  y,  y'  il 
centro  y/3’,  y'(3;  ya',  y'a.  Finalmente, 
siccome  le  sei  tangenti  a,  /3',  y,  a', 
J3 , y formano  un  esagono  di  Brian- 
chon,  cosi  i tre  centri  di  prospettiva 
coincidono  in  un  unico  punto  B. 

Dato  il  punto  D della  serie 
ABC per  costruire  il  corrispon- 

dente £>'  delle  serie  A'BC....  ser- 
vendosi del  punto  B,  si  conduca  da 
D la  tangente  J al  cerchio,  allora 
dovendo  la  retta  a'o,  ad*  passare  per 
B sarà  determinata  la  tangente  S' cor- 
rispondente a S e quindi  il  punto  D'. 

Le  tangenti  condotte  da  B al 
cerchio  K (Fig.  56)  sono  due  rette 

Flg 


ossia  quei  sei  punti  determinano  due 
sistemi  proiettivi  di  punti  del  cer- 
chio. 

Segue  da  ciò  che 

( A'ABC....)  = (A.ABC ....), 

ma  questi  fasci  di  raggi  sono  anche 
prospettivi  ed  il  loro  asse  di  prospet- 
tiva è la  retta  che  unisce  i due  punti 
A'B,  AB A'C,  AC'.  Analogamente, 
ai  fasci  di  centro  B e B corrisponde 
l’asse  BA',  BA;  BC,  BC  ed  ai  fa- 
sci in  C,  C l’asse  CB,  CB;  CA', 
CA.  Finalmente,  siccome  i sei  punti 
A,  B,  C,  A',  B,  C formano  un  esa- 
gono di  Pascal , cosi  i tre  assi  coin- 
cidono in  una  retta  unica  p. 

Dato  il  raggio  d del  fascio  àbc. ... 
per  costruire  il  corrispondente  tf  del 
fascio  atb’d. . . . servendosi  della  retta 
p,  si  costruisca  l’ intersezione  D del 
raggio  d col  cerchio,  allora  il  punto 
AD,  AD  dovendo  trovarsi  sulla  retta 
p,  sarà  determinato  il  punto  D cor- 
rispondente a D e quindi  il  raggio  d‘. 

I punti  dove  la  retta  p incontra 
il  cerchio  K (Fig.  57)  sono  due  punti 

57. 
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?i>  Vtì  quali  nei  ilue  sistemi  prò-  F„  Ft,  i quali  nei  due  sistemi  pro- 
iettivi di  tangenti  del  cerchio  coin-  iettivi  di  punti  del  cerchio  coincidono 
cidono  colle  loro  corrispondenti.  Le  coi  loro  corrispondenti.  I raggi  pro- 
intersezioni colla  t sono  i punti  uniti  iettanti  i punti  F,,  F,  dal  punto  T 
F, , F,  delle  punteggiate  proiettive  sono  i raggi  uniti  /; , ft  dei  fasci  di 
ABC...,  A'BC...,  ossia  le  interse-  raggi  proiettivi  abc...,  a'b'c'...,  os- 
zioni  della  retta  f colla  conica  data,  sia  le  tangenti  alla  conica  data  pas- 
santi per  T. 

Alla  ricerca  dei  punti  uniti  delle  punteggiate  proiettive  e 
dei  raggi  uniti  dei  fasci  proiettivi  potrebbe  servire  in  luogo 
del  cerchio  K un'altra  conica  qualunque  completamente  dise- 
gnata, però  il  cerchio  potendosi  tracciare  più  facilmente  di 
qualsiasi  altra  conica  offre  una  costruzione  più  conveniente , e 
per  ottenere  la  massima  esattezza  nei  risultati  si  possono  utiliz- 
zare con  vantaggio  le  seguenti  proprietà  del  cerchio:  I segmenti 
di  due  tangenti  di  un  cerchio  compresi  fra  i loro  punti  di  con- 
tatto ed  il  loro  punto  d’ intersezione  sono  eguali.  Il  raggio  per- 
pendicolare ad  una  corda  del  cerchio  la  divide  per  metà. 

Osservazione.  Due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  e due  fasci  di  raggi 
concentrici  proiettivi  hanno  in  generale  respettivamente 
due  punti  uniti  e due  raggi  uniti.  Questi  possono  essere 
reali  e distinti , coincidenti  od  immaginari.  Se  sono  reali , 
come  i punti  Flt  F,  ed  i raggi  fu  ft  delle  Fig.  56,  57  , 
si  ha: 

(F,F,  AB)  — (F,Ft  A li),  ossia 
(F,F,  .4/1’)  = cost. 

ed  analogamente 

(/i/i««')  = cost.  (Cfr.  §19.) 

Esercizi.  1)  Costruire  i punti  che  due  coniche  K,  K*  hanno  a comune 
quando  di  questi  punti  due  siano  noti.  Siano  P„  P,  i 
punti  dati  comuni  alle  due  coniche  e Pii  Pj*, 

P4*,  P,*  respettivamente  gli  aliti  punti  che  individuano  le 
due  coniche  K,  Kk,  allora  i fasci  di  raggi 

(P,-P3*  P4*  P6»....)  e (P,-Pa»  P4*  Ps\...) 

sono  proiettivi  e determinano  sulla  conica  K due  serie 
proiettive  di  punti;  i punti  uniti  di  questo  sono  eviden- 
temente i punti  cercati.  Segue  da  ciò,  1°  che  due  coni- 
che hanno  4 punti  d'intersezione,  2°  che  la  ricerca  del 
quarto  punto  che  due  coniche  hanno  a comune , quando 
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se  ne  conoscano  gli  altri  tre,  dipende  da  una  costru- 
zione lineare. 

2)  Date  due  tangenti  di  una  parabola  coi  loro  punti  di  contatto, 

costruire  le  tangenti  alla  curva  che  passano  per  un  punto 
qualunque  T del  piano. 

3)  Costruire  le  intersezioni  di  una  retta  t con  un’  iperbole  de- 

terminata dagli  assintoti  e da  un  punto  della  curva. 

4)  Si  determini  la  specie  della  conica  data  da  cinque  punti  ed 

eventualmente  la  direzione  degli  assintoti  della  stessa. 
Perciò  si  consideri  la  retta  t all’  infinito  ; si  determinino 
coi  centri  in  due  dei  punti  dati  le  tre  coppie  di  raggi  cor- 
rispondenti dei  due  fasci  proiettivi  che  individuano  la 
curva,  ed  uno  di  questi  fasci  si  trasporti  parallelamente 
a se  stesso , finché  il  suo  centro  venga  a coincidere  col 
centro  dell'altro  fascio,  allora  i raggi  uniti  di  questi  due 
fasci  proiettivi  concentrici  risolvono  il  problema.  Se  esi- 
stono i raggi  uniti  la  conica  è una  iperbole , se  ve  ne  è 
un  solo  (due  coincidenti)  la  conica  è una  parabola,  e se 
non  esistono  (immaginari)  la  conica  è un’ellisse. 

5)  Costruire  la  conica  che  passa  per  quattro  punti  1,  2,  3,  4,  e 

tangente  ad  una  retta  data  t (Fig.  58).  Si  determini  il 

Fig.  58. 


retta  t come  quella  che  unisce  i due  punti  infinitamente 
vicini,  i quali  danno  il  punto  di  contatto  cercato  ; allora 
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risulta  evidente  che  le  due  punteggiate  proiettive  sulla 
retta  t determinate  dalla  conica,  dovranno  avere  i due 
punti  uniti  sovrapposti,  perchè  le  intersezioni  di  questa 
retta  colla  curva  sono  coincidenti.  Se  si  assumono  come 
centri  di  proiezione  i punti  1 , 2 e da  questi  si  proiettano 
gli  altri  punti  3,  4,  ottengonsi  sulla  retta  ( due  coppie  di 
punti  corrispondenti  A, A'  ; 11,1? , le  quali  determinano  la 
posizione  dei  punti  uniti  coincidenti.  Il  problema  ammette 
due  soluzioni , cioè  vi  sono  due  coniche,  le  quali  passano 
per  1,2,3,  4 e toccano  1’  una  la  retta  t nel  punto  56  e 
l’ altra  la  retta  stessa  nel  punto  56*  (Cfr.  per  la  co- 
struz.,  § 31,  Es.  3). 

6)  Costruire  le  due  parabole  determinate  da  quattro  punti  ed 

appartenenti  ad  un  dato  fascio  di  coniche. 

7)  Costruire  la  conica  che  tocca  quattro  rette  e passa  per  un 

punto  dato. 

8)  Date  due,  oppure  tre  tangenti  comuni  a due  coniche,  co- 

struire le  altre  tangenti  comuni.  Questi  problemi  sono  i 
reciproci  di  quelli  indicati  all’  Es.  1 di  questo  §. 

30.  La  ricerca  degli  elementi  doppi  delle  punteggiate  e dei 
fasci  di  raggi  in  involuzione  si  può  far  dipendere  dalla  costru- 
zione dei  punti  uniti  e dei  raggi  uniti  delle  punteggiate  e dei 
fasci  proiettivi,  perchè  l’ involuzione  non  è altro  che  un  caso 
particolare  della  proiettività  di  due  punteggiate  sovrapposte  e 
di  due  fasci  di  raggi  concentrici.  Le  precedenti  costruzioni  mo- 
strano dunque  che  nella  involuzione  esistono  in  generale  due 
elementi  doppi,  i quali  possono  essere  reali  e distinti,  coinci- 
denti oppure  immaginari. 

Collegando  la  teoria  dell'  involuzione  colle  considerazioni 
fatte  precedentemente,  si  arriva  al  più  conveniente  metodo  per 
le  costruzioni  relative  alle  forme  proiettive  in  involuzione,  ed 
inoltre  si  deduce  un  gran  numero  di  importantissime  proprietà 
delle  sezioni  coniche  utili  sia  per  lo  studio  di  queste  curve  che 
per  la  loro  costruzione. 

In  una  omologia  in  involuzione  due  coppie  di  punti  cor- 
rispondenti A,  A';  lì, li'  che  trovansi  in  due  raggi  distinti  pas- 
santi per  £ formano  sempre  un  quadrangolo  completo,  del 
quale  due  punti  diagonali,  cioè  Ali',  AB;  AB,  AB',  trovansi  sul- 
l’ asse  di  collineazione  5 ed  il  terzo  punto  diagonale  trovasi  nel 
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centro  £.  Analogamente,  due  coppie  di  rette  corrispondenti 

a,  a';  b,  U non  seganti  l’ asse  di  collineazione  nello  stesso  punto 
formano  un  quadrilatero  completo,  del  quale  due  diagonali, 
cioè  ab',  db;  ab,  db’,  passano  pel  centro  £ e la  terza  diagonale 
coincide  coll’  asse  di  collineazione.  Questo  quadrangolo  e que- 
sto quadrilatero  corrispondono  a se  stessi  nella  omologia  in 
involuzione.  Essi  sono  costruiti  nella  Fig.  59,  a,  b,  c. 

Se  per  tre  coppie  di  punti  corrispondenti  A , A' ; B , B' ; C , C 
passano  respettivamente  tre  coppie  di  rette  corrispondenti  a,  a'; 

b. b';  c,c',ù  evidente  che  queste  coppie  di  elementi  costituiscono 
respettivamente  un  esagono  di  Pascal,  il  quale  ha  per  retta  di 
Pascal  l’ asse  di  collineazione  s,  ed  un  esagono  di  Brianchon,  il 
quale  ha  per  punto  di  Brianchon  il  centro  £.  Tre  coppie  di  tali 
elementi  determinano  quindi  una  conica,  la  quale  nella  collinea- 
zione centrale  in  involuzione  corrisponde  a se  medesima  (Fig.  59, 
a,  b,c). 


Una  retta  che  passa  pel  centro  £ 
sega  la  conica  in  due  punti,  i quali 
sono  divisi  armonicamente  dal  cen- 
tro e dall’  asse  s. 

Se  di  queste  rette  che  passano 
pel  centro  due  sono  tangenti  alla  co- 
nica, queste  la  toccano  nei  punti  che 
la  conica  ha  a comune  coll’  asse  s. 


Per  un  punto  dell’  asse  a pas- 
sano due  tangenti  alla  conica,  le 
quali  sono  divise  armonicamente  dal 
raggio  che  passa  pel  centro  £ e dal- 
l’ asse. 

Se  di  questi  punti  dell’  asse 
due  appartengono  alla  conica,  le  tan- 
genti in  questi  punti  passano  pel 
centro  £. 


Il  centro  della  collineazione  centrale  in  involuzione  e l’asse 
della  stessa  diconsi  respettivamente  il  polo  e la  polare  rispetto 
alla  conica;  si  hanno  quindi  i seguenti  teoremi: 


Ogni  conica  trovasi  in  collinea- 
zione centrale  in  involuzione  con  se 
medesima  per  ogni  punto  £ del  suo 
piano  preso  come  centro  di  collinea- 
zione. 

Il  corrispondente  asse  di  colli- 
neazione s (polare  di  £ rispetto  alla 
conica)  (Fig.  59,  a,  b,  c),  è il  luogo 
dei  punti  coniugali  armonici  del  cen- 
tro £ rispetto  alle  coppie  di  punti 
A,  A';  li,  D ; ec. , nelle  quali 


Ogni  conica  trovasi  in  collinea- 
zione centrale  in  involuzione  con 
se  medesima  per  ogni  retta  s del 
suo  piano  presa  come  asse  d’invo- 
luzione. 

Il  corrispondente  centro  di  col- 
lineazione £ (polo  di  s rispetto  alla 
conica)  (Fig.  59,  a,  b,  c),  è l’invi- 
luppo delle  rette  coniugate  armoni- 
che dell’asse  rispetto  alle  coppie  di 
tangenti  a,  a' ; b,  b' ; ec.,  condotte 
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la  conica  è segata  dalle  rette  che  pas-  per  un  punto  qualunque  dell’  asse  ; 
sano  per  X ; l’asse  s è anche  il  luogo  il  centro  X è anche  l’inviluppo  delle 
delle  intersezioni  delle  rette  le  quali  rette  che  uniscono  i punti,  nei  quali 
passano  per  le  coppie  di  punti  in-  si  segano  quelle  coppie  di  tangenti 
crociati  come  AB1 , AB,  cc.,  e come  ab',  ab,  ec.,  e finalmente  è 
finalmente  è il  luogo  delle  interse-  l’ inviluppo  delle  rette  che  uniscono 
zioni  delle  tangenti  a,  a',  ec.,  alla  i punti  di  contatto  A,  A',  ec.,  della 
conica  in  punti  corrispondenti  A,  conica  colle  corrispondenti  tangenti 
A',  ec.  a,  u',ec. 

Queste  proprietà  del  centro  e dell’  asse  della  collineazione 
centrale  in  involuzione  servono  per  la  costruzione  di  uno  di 
questi  quando  è dato  l’ altro  unitamente  alla  conica,  cioè  per  pas- 
sare dal  polo  alla  polare  come  per  ritornare  dalla  polare  al  polo. 
La  retta  che  divide  per  metà  i segmenti  dei  raggi  che  passano 
pel  polo  compresi  tra  questo  punto  e la  polare  corrispondente 
(retta  parallela  alla  polare , retta  limite  dei  sistemi  in  involu- 
zione), è il  luogo  dei  vertici  mobili  di  tutti  i parallelogrammi 
formati  dalle  coppie  di  rette  corrispondenti  (in  modo  speciale 
dalle  coppie  di  tangenti  corrispondenti)  e dalle  parallele  a que- 
ste passanti  pel  polo,  i quali  parallelogrammi  hanno  tutti  un 
vertice  nel  polo  e l’ altro  vertice  nel  punto  di  concorso  sulla 
polare  delle  rette  corrispondenti  (ji  20).  Queste  rette  corrispon- 
denti generano  sulla  parallela  alla  polare  che  passa  pel  polo  due 
punteggiate  proiettive  V,  V'  eguali  e simmetriche  (Fig.  59,  a,  b,  c), 
le  quali  hanno  il  polo  come  punto  unito  (§  20,  I.  Cfr.  § 19,  2). 

Una  involuzione  di  punti  A,  A';  B,  B' ....  in  una  conica  non 
possiede  soltanto  un  asse  od  una  polare , sulla  quale  si  segano 
le  coppie  di  rette  AB',  A B;  AC',  A'C;  AB,  A B',  ec.  (§  29),  ma  an- 
che un  centro  od  un  polo,  nel  quale  convergono  tutte  le  rette 
AA' , BB' , CC' ....  Analogamente,  una  involuzione  di  tangenti 
a,  a',-  b,b';  c,c'....  di  una  conica  possiede  oltre  ad  un  centro  o 
polo,  nel  quale  convergono  le  rette  che  uniscono  le  coppie  di 
punti  ab' ,a'b;  ac' ,(ic; ab,a'b' ....  (§  29),  anche  un  asse  o polare, 
nel  quale  trovansi  tutti  i punti  aa',  bb'.... 

Esercizi.  \)  Si  costruisca  la  retta  passante  per  un  punto  S c pel  punto  di 
concorso  di  due  altre  rette  g,  tf  supposto  inaccessibile, 
coll’  uso  della  sola  riga  (Fig.  CO).  Si  tirino  per  S due 
rette  a,  a’  e si  considerino  g,  <J;  a,  a'  come  coppie  di 
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rette  corrispondenti  di  un  sistema  in  involuzione;  le  rette 
ag , a'rf ; àg,  ag  determinano  il  centro  £ di  questa  invo- 
luzione, e però  tirando  per  questo  punto  un’altra  retta 
qualunque,  questa  individua  un’altra  coppia  di  rette  cor- 
rispondenti b,  b',  il  cui  punto  d’ incontro  sarà  un  punto 
dell’asse  s,  il  quale  dovendo  passare  per  S e per  gg' 
sarà  la  retta  cercata  (Cfr.  § 57,  Es.  1). 


t ip.  co. 


2)  Si  costruisca  la  polare  p di  un  punto  P rispetto  ad  una  co- 
nica, della  quale  siano  dati  cinque  punti  1 , 2,  3,  4,5 
(Fig.  Gl).  Conducendo  per  P le  due  rette,  per  es.  (P,  1), 
(P,  5)  e determinando  le  intersezioni  G di  queste  rette 
colla  conica  (Teorema  di  Pascal),  ottengonsi  due  coppie  di 
punti  coniugati  in  involuzione  1 , G;  5,  6,  le  quali  danno 
la  polare  p.  Si  costruisca  come  caso  particolare  la  polare 
di  P,  quando  questo  punto  sia  quello  all’  infinito  di  una 
retta  data. 


Kig.  61. 

t 


3)  Si  costruisca  il  polo  P di  una  retta  p rispetto  ad  un’  iperbole 
determinata  mediante  i suoi  assintoti  ed  un’altra  tan- 
gente; si  costruisca  il  polo  della  retta  all'infìnito  rispetto 
ad  una  conica  determinata  da  cinque  tangenti.  Esporre 
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la  costruzione  di  quest’  ultimo  problema  indicata  nella 
Fig.  62. 


Fig.  02. 


4)  Le  proiezioni  P" , p'  del  polo  P e della  polare  p rispetto  ad 
una  conica  K , sono  respettivamente  il  polo  e la  polare  ri- 
spetto alla  conica  À’’  proiezione  della  data. 

<31.  Le  cose  premesse  forniscono  i migliori  metodi  per  la 
risoluzione  dei  problemi  che  si  riferiscono  ai  fasci  ed  alle  pun- 
teggiate  in  involuzione,  i quali  metodi  sono  pienamente  confor- 
mi a quelli  del  § 29. 

Esercizi.  1)  Due  coppie  di  punti  corrispondenti  A,  At;  B , B,  di  una 
retta  t,  o due  coppie  di  raggi  corrispondenti  a,  a,;  b,  b, 
passanti  per  un  punto  T,  determinano  respettivamente  una 
involuzione  di  punti  od  una  involuzione  di  raggi.  Si  co- 
struisca 

o)  l’ involuzione  delle  tangenti  al  cerchio  K determi- 
nata dalle  due  coppie  di  tangenti  a,  a,;  p,  (Fig.  63,  a) 

• Fig.  03. 

“■  b. 
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che  passano  rcspettivamente  pei  punti  A,At\  B,  B,  della 
retta  t tangente  al  cerchio  e la  polare  p di  questa  invo- 
luzione; 

6)  l’ involuzione  dei  punti  situati  sul  cerchio  deter- 
minata dalle  due  coppie  di  punti  A,  A,;  B,Bt  intersezioni 
delle  rette  a,  a,;  b,  6,  del  fascio  di  centro  T col  cerchio  K 
(Fig.  03,  b)  ed  il  polo  P di  questa  involuzione; 

c)  un  quadrangolo , del  quale  una  coppia  di  lati  oppo- 
sti passi  per  A,  zi,, l’altra  per  B,  B,  (§  25,  Es.  3). 

Si  determini  il  punto  C,  ed  il  raggio  c,  rcspettivamente  co- 
niugati in  involuzione  al  punto  C ed  al  raggio  c della  retta 
t e del  fascio  T (Vedi  a,  b,  c). 

2)  Si  costruiscano  i punti  doppi  G,  Il  di  una  involuzione  di 

punti  sulla  retta  t determinata  dalle  due  coppie  di  punti 
coniugati  A , .4,;  B,  B,  ed  i raggi  doppi  g,  h di  una  in- 
voluzione di  raggi  di  un  fascio  col  centro  in  T,  servendosi 
respettivamente  della  polare  e del  polo  di  quelle  involu- 
zioni (Vedi  Es.  1 , a;  Es.  1 , 6). 

3)  Si  costruisca  la  conica  che  passa  per  quattro  punti  dati  e tan- 

gente ad  una  retta  data,  o tangente  a quattro  rette  date 
e passante  per  un  punto  dato  (§  25,  Es.  2);  come  caso 
particolare  si  costruiscano  le  parabole  che  passano  per 
quattro  punti  dati  (Si  determini  il  punto  all’ infinito  delle 
due  parabole,  poi  vedi  Teorema  di  Pascal). 

4)  Gli  elementi  doppi  di  una  involuzione  sono  reali  se  le  coppie 

di  elementi  coniugati  non  sono  separate  1’  una  dall’altra, 
e sono  immaginari  quando  le  coppie  di  elementi  coniu- 
gati sono  separate  l’una  dall’  altra.  L’involuzione  di  punti 
dicesi  poi  iperbolica,  parabolica  od  ellittica  a seconda 
che  gli  elementi  doppi  della  stessa  sono  reali  e distinti, 
coincidenti  od  immaginari. 

Fig.  04.  5)  Costruire  il  punto  centrale  dell’in- 


voluzione di  punti  determinata 
dalle  due  coppie  di  elementi  co- 
niugati A,  Ap,  B,  B,. 

6)  Costruire  la  coppia  di  raggi  per- 
pendicolari r,  r,  del  fascio  di 
raggi  in  involuzione  determinata 
dalle  due  coppie  di  raggi  coniu- 
gati a,  a,;  b,  fc,  (§  20,  Es.  3), 
(Fig.  64)  e si  dimostri  che  que- 
sti raggi  r,  rt  dividono  per  metà 
gli  angoli  compresi  dai  raggi 
doppi,  se  questi  sono  reali. 
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Osservai.  I)  Se  in  una  involuzione  di  raggi  due  coppie  di  raggi  coniugati 
comprendono  un  angolo  retto,  tutte  le  altro  coppie  di 
raggi  coniugati  comprendono  un  angolo  retto,  cioè  si  ha 
una  involuzione  di  angoli  retti. 

II)  Tutte  le  involuzioni  di  angoli  retti  sono  tra  loro  Uguali , 
quindi  le  direzioni  dei  loro  raggi  doppi  immaginari  sono 
costanti , od  in  altre  parole , prese  due  involuzioni  di  an- 
goli retti  con  centri  diversi,  le  involuzioni  determinate  da 
questi  fasci  sulla  retta  all' infinito  coincidono,  quindi  an- 
che i loro  punti  doppi,  che  saranno  immaginari  e che  cor- 
rispondono ai  raggi  doppi  delle  due  involuzioni,  coincide- 
ranno. Ma  questi  punti  doppi  costituiscono  l’ intersezione 
della  retta  all'infinito  con  un  cerchio  che  abbia  per  centro 
il  centro  del  fascio  in  involuzione,  poiché  la  retta  all'infinito 
è la  polare  del  centro  rispetto  al  cerchio  ausiliario;  dun- 
que esistono  due  punti  immaginari  /, , J,  della  retta  al- 
l’ infinito  di  un  piano,  i quali  sono  comuni  a tutti  i cerchi 
dello  stesso.  Tali  punti  diconsi  punti  circolari  del  piano. 
Un  cerchio  in  un  piano  è quindi  determinato  da  cinque 
punti  come  qualsiasi  altra  conica,  due  però  di  questi 
sono  immaginari  a distanza  infinita  e comuni  a tutti  i 
cerchi  del  piano. 

Eserciti.  7)  Proiettando  una  involuzione  di  angoli  retti  ed  il  cerchio  au- 
siliario col  mezzo  della  proiezione  centrale  si  ottiene  una 
involuzione  generale  di  raggi  che  non  ha  raggi  doppi  reali  ; 
la  proiezione  del  centro  del  cerchio  è il  polo  della  proie- 
zione della  retta  all'infinito  rispetto  alla  conica  proiezione 
del  cerchio. 

8)  I raggi  uniti  di  due  fasci  proiettivi  di  raggi  concentrici  e diret- 

tamente uguali  passano  pei  punti  circolari  del  piano  dei 
fasci. 

9)  La  serie  degli  angoli  in  uno  stesso  punto  bisecati  da  una 

stessa  retta  costituisce  una  involuzione  simmetrica  di  raggi 
(§  20);  il  polo  di  questa  rispetto  al  cerchio  ausiliario  è a 
distanza  infinita,  la  polare  corrispondente  è un  diametro. 

10)  Dati  i raggi  doppi  di  una  involuzione  di  raggi,  costruire 
quante  coppie  si  vogliono  di  raggi  coniugati.  Un  cerchio 
qualunque  che  passi  pel  centro  del  fascio  sega  i raggi 
doppi  nei  punti  che  determinano  l’ asse  di  involuzione,  le 
tangenti  in  questi  punti  si  incontrano  nel  relativo  centro 
di  involuzione;  ogni  retta  passante  per  esso  determina 
due  punti  sul  cerchio,  i quali  proiettati  dal  centro  del 
fascio  danno  una  coppia  di  raggi  corrispondenti. 

Dati  in  una  retta  una  coppia  di  punti  coniugati  in  involuzione 
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ed  il  punto  centrale  di  questa,  costruire  altre  coppie  di 
elementi  coniugati. 

H)  Due  involuzioni  di  punti  in  una  stessa  retta  o due  involuzioni 
di  raggi  aventi  lo  stesso  centro  hanno  in  generale  una 
coppia  di  elementi  corrispondenti  coniugati  nell’ una  e 
nell'  altra  involuzione.  Quali  sono  le  condizioni  affinchè 
questa  coppia  di  elementi  comune  alle  due  involuzioni 
sia  reale,  e costruirla  quando  siano  dati  gli  elementi  doppi 
delle  due  involuzioni. 

12)  Si  costruiscano  quelle  coniche  dei  due  fasci  (§25,  Es.  1) 

ABCD,  A*B*C'D‘,  le  quali  si  segano  sulla  retta  t del 
loro  piano;  analogamente  quelle  coniche  delle  due  serie 
(§  25,  Es.  1)  abed,  a‘b*c*d *,  le  quali  hanno  le  stesse 
tangenti  che  passano  per  un  punto  T del  piano  della  se- 
rie di  coniche.  Come  caso  particolare  si  costruiscano  le 
iperboli  cogli  assintoti  paralleli,  ec. 

13)  Tutte  le  iperboli  cogli  stessi  assintoti  determinano  in  una 

retta  qualunque  del  loro  piano  coppie  di  punti  coniugati 
di  una  involuzione  simmetrica,  nella  quale  le  intersezioni 
della  retta  cogli  assintoti  sono  una  coppia  di  punti  coniu- 
gati. La  proiezione  centrale  della  figura  cosi  costruita 
conduce  ad  un  teorema;  enunciarlo. 

14)  Si  costruisca  per  punti,  facendo  uso  del  precedente  teorema, 

un’iperbole  determinala  da  un  suo  punto  e dai  due  as- 
sintoti (col  mezzo  dei  raggi  passanti  pel  punto  dato). 


32.  Le  costruzioni  del  § 30  per  la  reciproca  determinazione 
del  polo  e della  polare,  quando  uno  di  questi  elementi  sia  dato, 
conducono  ad  una  serie  di  importanti  teoremi  che  si  riferiscono 
ai  sistemi  piani  collineari  in  involuzione. 


a)  In  qualsiasi  quadrangolo  in- 
scritto in  una  conica,  la  retta  che 
unisce  due  punti  diagonali  (§  22, 
Es.  3)  è rispetto  alla  conica  la  polare 
del  terzo  punto  diagonale. 

Si  dice  perciò  che  i punti  diago- 
nali formano  una  terna  di  poli  ar- 
monici rispetto  alla  conica. 


In  qualsiasi  quadrilatero  circo- 
scrìtto  ad  una  conica,  il  punto  di  in- 
tersezione di  due  diagonali  (§  22, 
Es.  3)  è rispetto  alla  conica  il  polo 
della  terza  diagonale. 

Si  dice  perciò  che  le  rette  dia- 
gonali formano  una  terna  di  polari 
armoniche  rispetto  alla  conica. 


I triangoli  ed  i trilateri  cosi  formati  diconsi  coniugali  ri- 
spetto alla  conica. 

6)  Le  polari  rispetto  ad  una  co-  I poli  rispetto  ad  una  conica 
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nica  di  tutti  i punti  di  una  retta  p di  tutte  le  rette  che  passano  per  un 
passano  pel  polo  P di  questa  retta,  punto  P trovami  nella  polare  p di 

questo  punto. 


Sia  t la  polare  di  un  punto  T rispetto  ad  una  conica,  la 
serie  dei  punti  situati  sulla  t ed  il  fascio  delle  corrispondenti 
polari  (che  passano  per  T)  sono  forme  geometriche  proiettive;  la 
punteggiata  t è allora  proiettata  da  T secondo  un  fascio  di  raggi 
che  è in  involuzione  col  fascio  delle  polari  dei  punti  corrispon- 
denti di  t.  Il  fascio  delle  polari  dei  punti  di  t determina  sulla  t 
stessa  una  punteggiata,  i punti  della  quale  sono  in  involuzione 
coi  poli  dei  raggi  corrispondenti  del  fascio.  Si  ha  quindi: 


c)  Tutti  i raggi  di  un  fascio  sono 
disposti  rispetto  ad  una  conica  fìssa 
del  suo  piano  in  coppie  di  elementi 
coniugali,  in  modo  che  un  raggio  di 
ciascuna  coppia  contiene  il  polo  ri- 
spetto alla  conica  fìssa  dell'  altro 
raggio. 

Queste  coppie  di  raggi  formano 
una  involuzione,  la  quale  dicesi  delle 
polari  armoniche  intorno  al  punto 
considerato. 

I raggi  doppi  di  questa  involu- 
zione sono  le  tangenti  alla  conica 
che  passano  pel  centro  del  fascio. 


Tutti  i punti  di  una  punteggiata 
sono  disposti  rispetto  ad  una  conica 
fìssa  situata  in  un  piano  che  passa 
per  la  retta  in  coppie  di  elementi 
coniugati , in  modo  che  per  un 
punto  di  ciascuna  coppia  passa  la 
polare  rispetto  alla  conica  fissa  del- 
1’  altro  punto. 

Queste  coppie  di  punti  formano 
una  involuzione,  la  quale  dicesi  dei 
poli  armonici  nella  retta  conside- 
rata. 

I punti  doppi  di  questa  involu- 
zione sono  le  intersezioni  della  co- 
nica colla  retta. 


L’ involuzione  delle  polari  armoniche  che  passano  per  un 
punto  e l’involuzione  dei  poli  armonici  sulla  polare  di  questo 
punto  sono  prospettive. 

Esercizi,  t)  Costruire  l’involuzione  dei  poli  armonici  su  di  una  retta  p e 
l' involuzione  delle  polari  armoniche  passanti  pel  polo  P 
della  retta  stessa  rispetto  ad  una  conica  determinata  da 
cinque  punti.  Si  trovino  le  polari  a,  b di  due  punti  A,  B 
della  retta  p (§  30,  Es.  2);  si  avrà  il  punto  P e quindi 
i due  punti  Alt  Bt  corrispondenti  di  A,  B.  La  Fig.  65 
contiene  la  costruzione  fCfr.  Fig.  01). 

2)  Costruire  i punti  di  incontro  di  una  retta  p con  una  co- 
nica determinata  da  cinque  punti,  come  punti  doppi 
dell’  involuzione  dei  poli  armonici  appartenenti  alla  p , 
Fiedlkr.  — Geometria  descrittiva.  7 
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parimente  costruire  le  tangenti  a questa  conica  cho  pas- 
sano per  un  punto  P (Fig.  65). 

Fig.  65. 


3)  Costruire  il  punto  principale  della  stessa  involuzione  col 

mezzo  della  polare  del  punto  all’  infinito  della  retta  p. 

4)  Si  dimostri  il  teorema  : La  polare  di  un  punto  rispetto  ad 

un  cerchio  è perpendicolare  al  diametro  del  cerchio  che 
passa  pel  punto,  ed  il  rettangolo  costruito  sulle  distanze 
del  polo  e della  polare  dal  centro  6 uguale  al  quadrato 
del  raggio  del  cerchio  (§  20 , Es.  6). 

5)  La  polare  di  un  punto  di  una  conica  è la  tangente  nello  stesso 

punto,  ed  il  polo  di  una  tangente  alla  conica  è il  punto  di 
contatto. 

6)  La  punteggiata  A,  B,  C, . . . nella  tangente  t ed  il  fascio 

delle  polari  a,  b,  c, . . . corrispondenti  a quei  punti, 
sono  forme  geometriche  proiettive,  ossia  il  rapporto  enar- 
monico di  quattro  punti  di  una  conica  è uguale  al  rap- 
porto anarmonico  delle  corrispondenti  tangenti  (Cfr.  § 24). 

7)  L’involuzione  dei  poli  armonici  in  una  tangente  t è parabo- 

lica (§  3t , Es.  4);  i punti  At,  Bt>. . . corrispondenti  a 
tutti  i punti  A,  B, .. . coincidono  col  punto  di  contatto 
T della  t.  Cosi  pure  l’ involuzione  delle  polari  armoniche 
intorno  a un  punto  della  conica  è parabolica. 
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S)  L' involuzione  delle  polari  armoniche  dhe  passano  pel  centro  £ 
e quella  dei  poli  armonici  sull’asse  di  collineazione  s sono 
comuni  a due  coniche  K,  K',  delle  quali  l’una  è la  figura 
omologica  dell’  altra.  Ciò  vale  indipendentemente  dalla 
realtà  degli  elementi  doppi  di  quelle  involuzioni,  cioò 
dalla  esistenza  delle  tangenti  che  passano  per  £ e sono 
comuni  alle  coniche  e quella  dei  punti  comuni  alle  co- 
niche sulla  retta  s. 

9)  Se  una  delle  due  coniche,  delle  quali  l’una  sia  la  figura 
omologica  dell’altra,  passa  pel  centro  di  collineazione  £, 
lo  stesso  avviene  per  l’ altra,  ed  in  quel  punto  le  due  co- 
niche hanno  la  tangente  comune  (Es.  6). 

33.  Ad  ogni  figura  composta  di  punti  e rette  nel  piano  di 
una  conica  K corrisponde  un*  altra  figura  composta  di  rette  e 
punti,  che  sono  respettivamente  le  polari  ed  i poli  rispetto  alla 
conica  data  dei  punti  e delle  rette  della  1*  figura;  ad  ogni  fa- 
scio di  raggi  nella  la  figura  corrisponde  nell’  altra  una  punteg- 
giata proiettiva,  e viceversa.  La  figura  corrispondente  alla  data 
dicesi  figura  polare  di  questa  rispetto  alla  conica  K;  analoga- 
mente, la  prima  figura  dicesi  figura  polare  della  seconda  rispetto 
alla  stessa  conica  K.  Entrambe  le  figure  diconsi  figure  polari 
reciproche  rispetto  alla  conica  K,  la  quale  chiamasi  conica  di- 
rettrice della  reciprocità. 

Segue  da  ciò,  che  ad  ogni  teorema  o problema,  che  in- 
volge soltanto  proprietà  di  posizione  (non  metriche),  pel  quale 
si  abbia  una  figura  piana,  corrisponde  un  altro  teorema  o 
problema  reciproco,  pel  quale  la  figura  corrispondente  è la 
polare  della  prima,  ed  il  . nuovo  teorema  o problema  si  enun- 
cia scambiando  nel  primo  enunciato  fra  loro  le  parole  punti 
e rette,  fasci  di  raggi  e rette  punteggiate,  punti  di  una  conica 
e tangenti  di  una  conica,  poli  e polari  (e  però  anche  segarsi  in 
un  punto  e giacere  in  linea  retta)-,  così  il  teorema  di  Pascal 
ha  per  reciproco  il  teorema  di  Brianchon  e tutti  i problemi,  la 
cui  costruzione  dipende  dal  primo,  hanno  i loro  reciproci  nei 
problemi , la  cui  costruzione  dipende  dal  secondo.  Tutti  i teo- 
remi e problemi  fin  ora  considerati  e che  furono  esposti  nei 
precedenti  §§  per  cosi  dire  parallelamente  l’uno  all’altro  e pei 
quali  vale  la  legge  dell’ eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici, 
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ora  si  può  dire  che  si  corrispondono  anche  pel  principio  della 
reciprocità,  che  è legge  per  le  forine  geometriche  e per  le  loro 
proprietà  di  posizione. 

Osservazioni.  I)  La  figura  polare  di  un  cerchio  o di  una  conica  rispetto 
ad  un  cerchio,  preso  come  direttore  della  reciprocità , 
è una  conica  e precisamente  un’ellisse,  parabola  od 
iperbole  a seconda  che  il  centro  del  cerchio  direttore 
giace  nell’  interno,  sulla  periferia  o fuori  della  conica 
data.  Altre  dipendenze  esistono  tra  la  conica  e la  sua 
• figura  polare,  ma  di  questo  si  parlerà  in  seguito;  per  es., 

il  centro  del  cerchio  direttore  è un  fuoco  della  conica 
polare  (§  35). 

II)  Se  si  immaginano  pel  centro  di  proiezione  condotte  le 
rette  che  proiettano  i punti  del  quadro  ed  i piani  a 
queste  normali,  le  tracce  di  questi  piani  sul  quadro  ed 
i punti  dei  raggi  corrispondenti  perpendicolari  ai  piani 
proiettanti  formano  due  sistemi  polari  reciproci,  pei 
quali  la  conica  direttrice  della  reciprocità  è il  cerchio 
passante  pel  punto  principale  C,  di  diametro  immagi- 
nario d v'  — 1 (Cfr.  § IO,  § 20  e § 32,  Es.  4).  In 
questa  reciprocità  una  conica  nel  piano  del  quadro 
considerata  come  luogo  di  punti,  ha  per  corrispon- 
dente un’  altra  conica  nello  stesso  piano  considerata 
come  inviluppo  di  rette,  le  quali  sono  le  tracce  dei 
piani  proiettanti  normali  ai  raggi  che  proiettano  i 
punti  della  prima  conica,  ec. 

34.  Sono  di  una  grandissima  importanza  per  Io  studio  delle 
coniche  alcuni  casi  particolari  che  dipendono  dai  principii  sta- 
biliti al  § 32  e precisamente  quei  casi,  nei  quali  il  luogo  dell’  in- 
voluzione delle  polari  armoniche  o dei  poli  armonici  trovasi  al- 
l’ infinito,  come  pure  quelli  nei  quali  l’ involuzione  delle  polari 
armoniche  costituisce  una  Involuzione  di  angoli  retti.  Essi 
danno  luogo  ai  seguenti 

Teoremi.  1)  Se  il  polo  P è all’ infinito  in  una  direzione  data,  la  sua  polare 
divide  per  metà  tutte  le  cordo  della  conica  parallele  a 
quella  direzione;  i punti  della  conica  si  corrispondono 
simmetricamente  rispetto  ad  un  asse,  il  quale  è la  polare 
di  P (§  21 , b).  Quest’  asse  corrispondente  ad  un  centro  a 
distanza  infinita  dell’  involuzione  nella  conica , dicesi  dia- 
metro coniugato  alla  direzione  di  quel  centro  all’  infinito 
e quindi  alle  corde  della  conica  bisecate  dall’asse  stesso. 
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Le  tangenti  alla  conica  nei  punti  d’ intersezione  col  dia- 
metro anzidetto  sono  parallele  alle  corde  dallo  stesso  bi- 
secate (Fig.  06),  ed  i punti  di  contatto  delle  tangenti 
parallele  al  diametro  coniugato  trovansi  nel  diametro  pa- 
rallelo alle  corde  considerate.  Quest’  ultimo  diametro 


Fi*.  66. 


considerato  come  la  polare  della  direzione  (punto  al- 
l’ infinito)  del  primo  divide  per  metà  le  corde  parallele  ad 
esso  primo  diametro.  Questi  due  diametri , ciascuno  dei 
quali  divide  per  metà  le  corde  parallele  all’altro,  diconsi 
coniugati.  Le  direzioni  di  due  diametri  coniugati  deter- 
minano nell'  involuzione  dei  poli  armonici  sulla  retta  al- 
l’ infinito  rispetto  alla  conica  data  una  coppia  di  punti 
corrispondenti. 

2)  In  ogni  diametro  esiste  una  involuzione  di  poli  armonici,  la 

quale  ha  i suoi  punti  doppi  nelle  intersezioni  del  diame- 
tro colla  conica  ; il  punto  centrale  M di  questa  involu- 
zione è comune  a tutti  i diametri  e dicesi  centro  della 
conica  (Cfr.  3). 

3)  Se  la  polare p è all’infinito,  tutte  le  corde  che  passano  pel  cor- 

rispondente polo  rispetto  alla  conica  data  sono  divise  per 
metà  dal  polo  stesso,  cioò  sono  diametri.  11  polo  della 
retta  all’  infinito  è il  centro  della  conica. 

4)  Assumendo  il  centro  di  una  conica  come  centro  d’ involu- 

zione, alla  conica  corrisponde  se  stessa  ed  ha  luogo  sim- 
metria rispetto  ad  un  centro  (§  21 , d). 

5)  Nella  proiezione  centrale  K'  di  un  cerchio  K,  la  proiezione  del 

polo  rispetto  al  cerchio  della  retta  limite  r del  piano  del 
cerchio  è il  centro  della  conica  K'  (Sj  32 , Es.  5). 

6)  Tutti  i diametri  della  parabola  sono  tra  loro  paralleli,  perchè  essi 

passano  pel  punto  all’  infinito  della  curva.  Il  centro  della 
conica  è il  polo  della  retta  all’ infinito;  per  la  parabola  il 
centro  è dunque  il  punto  di  contatto  della  retta  all’  infinito. 

7)  Tutti  i diametri  di  una  conica  formano  il  fascio  in  involu- 
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zione  delle  polari  armoniche  che  passano  pel  centro  della 
conica  ; le  coppie  di  raggi  corrispondenti  sono  le  coppie  di 
diametri  coniugati.  I raggi  doppi  di  questa  involuzione 
sono  reali  e distinti,  coincidenti  od  immaginari,  a se- 
conda che  la  retta  all’  infinito  (polare  del  centro  del  fa- 
scio) incontra  la  conica  in  punti  reali  e distinti,  coin- 
cidenti od  immaginari;  cioè  sono  reali  nell’iperbole, 
coincidenti  (nella  retta  a distanza  infinita)  per  la  parabola 
ed  immaginari  nell’  ellisse.  Questi  raggi  doppi  sono  evi- 
dentemente gli  assintoti  della  curva  (Vedi  le  definizioni 
al  § 31 , Es.  4).  Nella  ellisse  le  coppie  di  diametri  coniu- 
gati sono  separate  l’ una  dall’altra,  nell’ iperbole  non 
sono  separate;  nella  parabola  ogni  coppia  di  diametri  co- 
niugati ne  ha  uno  coincidente  colla  retta  all'  infinito. 

8)  Nell’  iperbole  ogni  coppia  di  diametri  coniugati  è divisa  ar- 
monicamente dagli  assintoti.  Di  due  diametri  coniugati 
dell'  iperbole  uno  solo  sega  la  curva , l’ involuzione  dei 
poli  armonici  sull’  altro  non  ha  punti  doppi  reali  (Es.  2). 

0)  La  coppia  dei  diametri  coniugati  ortogonali  nell’  involu- 
zione dei  diametri  della  conica  determina  gli  assi  della 
curva;  le  intersezioni  degli  assi  colla  conica  diconsi  ver- 
tici; le  tangenti  nei  vertici  della  curva  appartenenti  ai 
due  assi  sono  tra  loro  perpendicolari.  Rispetto  ad  ognuno 
degli  assi  i punti  della  conica  si  corrispondono  in  simme- 
tria ortogonale. 

10)  In  ogni  parallelogrammo  in-  In  ogni  parallelogrammo  circo- 
scritto  in  una  conica  le  parallele  ai  scritto  ad  una  conica  le  diagonali 
lati  che  passano  pel  punto  d’ incontro  sono  due  diametri  coniugati  (§  32,  a). 
delle  due  diagonali  sono  due  diame- 
tri coniugati. 

Il)  Un'iperbole  che  ha  gli  assintoti  ortogonali  dicesi  equilatera. 
L’ involuzione  dei  diametri  coniugali  in  questa  conica  è 
simmetrica,  cioè  i due  fasci  di  raggi  concentrici  formati 
respcttivamente  da  un  sistema  di  diametri  e dai  propri 
coniugati  sono  inversamente  uguali.  Due  diametri  coniu- 
gati fanno  in  tal  caso  angoli  uguali,  ma  di  segno  opposto 
coi  due  assi.  I fasci  di  raggi  che  hanno  respettivamente  il 
centro  agli  estremi  di  un  diametro  e proiettano  i punti 
di  un’iperbole  equilatera  sono  uguali. 

Esercizi.  1)  Si  costruisca  l’iperbole  equilatera  determinata  da  tre  punti 
e dalla  direzione  di  un  assintoto. 

2)  Dimostrare  che  ogni  iperbole  equilatera  che  passa  per  tre 
punti,  passa  anche  per  l’intersezione  delle  tre  altezze 
del  triangolo  determinato  da  quei  punti. 
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3)  Se  nella  involuzione  dei  diametri  di  una  conica,  due  coppie 

di  diametri  coniugati  sono  ortogonali,  lo  sono  anche  le 
altre  coppie  ; la  curva  è allora  un  cerchio , ed  è determi- 
nata dal  centro  e da  un  punto  della  periferia. 

4)  La  parabola  non  ha  che  un  asse  ed  un  vertice;  date  quattro 

tangenti  di  questa  curva  costruire  la  direzione  dell’  asse 
ed  il  vertice. 

5)  Dati  cinque  punti  A , B,  C,  D , E di  una  conica,  costruire 

due  coppie  di  diametri  coniugati,  gli  assi,  gli  assintoti,  ec. 
Si  tiri  A B e si  determini  la  corda  parallela  D F — cioè 
l’ intersezione  F della  conica  con  una  retta  parallela  ad 
A B e che  passa  per  D — la  bisettrice  di  queste  corde 
AB,  D F sarà  un  diametro.  Se  ne  costruisca  nello  stesso 
modo  un  altro  : l’ intersezione  dei  due  diametri  è il  cen- 
tro della  conica  e le  parallele  ai  due  sistemi  di  corde  bi- 
secate dai  diametri  costruiti  e che  passano  pel  centro  de- 
termineranno i due  diametri  respettivamente  coniugati  ai 
primi.  Gli  assi  della  conica  si  costruiscono  come  la  coppia 
dei  diametri  ortogonali  e gli  assintoti  come  i raggi  doppi 
dell’  involuzione  dei  diametri  della  conica  (§  31 , Es.  2). 

6)  Costruire  un’  ellisse  determinata  da  una  coppia  di  diametri 

coniugati  AB,  CD  come  inviluppo  di  rette  ed  i punti  di 
contatto  in  queste.  Si  considerino  le  due  tangenti  agli 
estremi  di  un  diametro , 1’  una  come  la  retta  in  cui  coin- 
cidono il  primo  ed  il  secondo  lato  (12),  l’altra  come  terzo 
lato  (3)  di  un  esagono  di  Brianchon  (Fig.  67),  e cosi  delle 
tangenti  agli  estremi  dell’  altro  diametro  se  ne  consideri 
Fig.  67. 


una  come  la  retta  in  cui  coincidono  il  quarto  ed  il  quinto 
lato  (4  5)  dell’  esagono  da  costruirsi.  Si  dispongano  i dati 
in  modo  che  per  la  risoluzione  del  problema  non  occorra 
che  la  parte  di  piano  limitata  dai  lati  del  parallelogrammo. 

7)  Se  una  ellisse  ed  un  cerchio  hanno  in  comune  un  diametro 
esse  sono  figure  affini , l’ asse  di  affinità  è il  diametro 
comune  alle  curve  e la  direzione  dei  raggi  di  affinità  si 
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ottiene  unendo  gli  estremi  di  quei  diametri  di  entrambe 
le  coniche,  i quali  sono  coniugati  al  diametro  comune.  Se 
il  diametro  comune  è un  asse  dell’ellisse,  allora  la  dire- 
zione dei  raggi  di  affinità  è perpendicolare  all’asstì  stesso. 

8)  Siano  dati  gli  estremi  di  due  diametri  coniugati  AB,  C D di 
un’  ellisse  e vogliansi  costruire  le  intersezioni  E,  F di 
questa  curva  con  una  retta  g e le  tangenti  e,  f che  pas- 
sano per  un  punto  P nel  piano  della  conica.  Si  costruisca 
il  cerchio  A1  concentrico  all’  ellisse  con  diametro  uguale 
ad  uno  dei  diametri  dati,  per  esempio  A B (Fig.  G8)  e si 
considerino  il  cerchio  e l’ellisse  come  due  figure  affini, 
il  cui  asse  di  affinità  è il  diametro  comune,  si  trovi  la 
retta  g'  corrispondente  alla  retta  g nel  sistema  del  cerchio 
e siano  E,  F le  intersezioni  di  <j  col  cerchio,  allora  proiet- 
tando questi  punti  nella  direzione  D U sulla  g avremo  i 
punti  cercati  E,  F.  Si  costruisca  nel  sistema  del  cerchio  il 
Fig.  68. 


punto  P‘  corrispondente  a P e da  questo  punto  si  tirino 
le  tangenti  f,  e'  al  cerchio,  le  rette  corrispondenti  nel  si- 
stema dell’ellisse  sono  le  tangenti  cercate  f,  e.  Tutte  le 
necessarie  costruzioni  trovansi  indicate  nella  Fig.  68,  nella 
quale  si  sono  costruiti  anche  i punti  di  contatto  di  queste 
ultime  tangenti.  Si  potrà  facilmente  aggiungere  la  costru- 
zione delle  tangenti  nei  punti  E ed  F. 
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9)  Quando  siano  dati  cinque  punti  A,  B,  C,  D,  E di  una  co- 
nica, la  determinazione  degli  assi  si  può  fare  in  que- 
st’ altro  modo.  Si  costruisca  il  cerchio  che  passa  per  tre 
dei  punti  dati,  per  esempio,  per  A,  B,  Ce  si  determini 
(§  ‘29,  Es.  1)  il  quarto  punto  D che  il  cerchio  ha  in  co- 
mune colla  conica.  Il  cerchio  e la  conica  determinano 
nella  retta  all’  infinito  una  involuzione  di  punti  (§  25,  1), 
alla  quale  appartengono  come  elementi  coniugati  i punti 
all’infinito  delle  coppie  di  lati  opposti  del  quadrangolo 
A B C U inscritto  nelle  due  curve;  i punti  all’  infinito 
degli  assi  da  costruirsi  formano  un  sistema  armonico  coi 
punti  all’  infinito  della  conica  data  (direzioni  degli  assin- 
toti,  reali  od  immaginari)  e coi  punti  circolari  del  piano, 
cioè  sono  gli  elementi  doppi  di  quella  involuzione.  Ma 
questi  punti  sono  anche  quelli  all’  infinito  delle  bisettrici 
degli  angoli  formati  dalle  coppie  di  lati  opposti  del  qua- 
drangolo AB  CD';  dunque,  se  si  conducono  le  bisettrici 
di  una  qualunque  coppia  di  lati  opposti  di  questo  qua- 
drangolo, esse  rappresentano  le  direzioni  degli  assi  della 
conica.  Conosciute  le  direzioni  degli  assi  si  hanno  con 
facilità  gli  assi  medesimi. 

33.  I punti  situati  nel  piano  di  una  conica,  pei  quali  i fasci 
delle  polari  armoniche  corrispondenti  (coi  centri  in  questi  punti) 
formano  una  involuzione  di  angoli  retti,  si  chiamano  fuochi  della 
conica.  La  polare  di  un  fuoco  rispetto  alla  conica  dicesi  diret- 
trice. 

Si  è veduto  nel  § 32,  Es.  7,  che  l’involuzione  delle  polari 
armoniche  che  passano  pel  centro  di  collineazione  £ è comune 
alla  conica  originale  ed  alla  sua  corrispondente,  segue  da  ciò 
che,  se  la  figura  originale  è un  cerchio  K col  centro  in  £,  la 
figura  corrispondente  (omologica)  sarà  una  conica,  la  quale  avrà 
un  fuoco  in  quel  punto  (Fig.  69,  a,b,c),  perchè  l’involuzione 
delle  polari  armoniche  in  £ è costituita  da  angoli  retti;  la  di- 
rettrice corrispondente  a quel  fuoco  è la  sua  polare  rispetto  alla 
conica,  cioè  la  retta  q'  corrispondente  alla  retta  all’  infinito,  po- 
lare del  centro  del  cerchio  rispetto  al  cerchio  medesimo.  Siccome 
i punti  di  una  conica  sono  disposti  simmetricamente  rispetto  al 
di  lei  centro,  così  esistono  in  generale  due  fuochi  per  una  conica  e 
quindi  due  direttrici.  A seconda  che  la  retta  limite  r del  sistema 
cui  appartiene  il  cerchio  non  sega,  è tangente  o sega  il  cerchio, 
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sti  casi  se  P è un  punto  del  cerchio  e P'  il  suo  corrispondente 
nella  conica,  tra  questi  punti  ed  i punti  limiti  Q‘,  R (Fig.  69) 
che  trovansi  sul  raggio  PP'  ha  luogo  la  relazione 


(£  v-PR)  = (£  Q'P'  oc),  ossia 


£P' 

QP' 


£P 

£R’ 


ed  anche 


£P' 

£P 


Q’P' 
£R  '> 


ma  indicando  con  (£,  r),  ( q',P' ) le  distanze  che  £ e P'  hanno 
respetti  vamente  da  r e dalla  direttrice  q'  si  ha  evidentemente 


W,  P')  QP' 
(£,r)  £R 
£F:  (fi',  P')  ■ 


£P' 

1 ”*  £ p * ossisi 

= £P:  (r,r) 


ossia:  Il  rapporto  delle  distanze  di  un  punto  della  conica  da  un 
fuoco  e dalla  corrispondente  direttrice  è costante;  questo  rap- 
porto riesce  evidentemente  minore  di  uno  per  l’ellisse,  mag- 
giore d’ uno  per  l’ iperbole  ed  eguale  all’  unità  per  la  parabola.  Il 
diametro  AB  del  cerchio  perpendicolare  alla  retta  limite  q'  con- 
tiene un  diametro  e precisamente  l’asse  A'B'  della  conica  proie- 
zione del  cerchio.  Infatti,  in  questo  diametro  del  cerchio  trovasi 
il  polo  rispetto  al  cerchio  della  retta  limite  r,  il  cui  punto  cor- 
rispondente è il  centro  della  conica  (§  34,  5)  ed  inoltre  questo 
diametro  è perpendicolare  al  suo  coniugato;  dunque  (§  15)  la 
retta  A'B'  corrispondente  ad  AB  nel  sistema  della  conica  sarà 
il  diametro  massimo  di  questa  nel  caso  dell’  ellisse  ed  il  mi- 
nimo nel  caso  dell’  iperbole.  Questo  diametro  dicesi  asse  prin- 
cipale della  curva  ed  anche  asse  focale. 

Se  la  conica  non  si  considera  come  proiezione  del  cerchio, 
ma  bensì  come  generata  da  due  forme  proiettive,  le  proprietà 
dei  fuochi  e la  loro  costruzione  si  deducono  direttamente  dalla 
definizione  data,  per  la  quale  un  fuoco  si  considera  come  il  cen- 
tro di  un  fascio  di  polari  armoniche  che  costituisce  un’  involu- 
zione di  angoli  retti. 

Poiché  un’  involuzione  di  angoli  retti  non  ha  raggi  doppi 
reali,  cosi  i fuochi  trovansi  nell’ interno  della  conica,  cioè  in 
quella  regione  del  piano  dai  punti  della  quale  nessuna  tan- 
gente può  condursi  alla  conica,  e quindi  le  corrispondenti  di- 
rettrici non  segano  in  punti  reali  la  conica.  I fuochi  non  si  pos- 
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sono  trovare  che  sugli  assi  della  conica,  perchè  per  qualsiasi 
altro  punto  interno  alla  curva  il  fascio  in  involuzione  delle  po- 
lari armoniche  conterrebbe  come  coppia  di  raggi  coniugati  il 
diametro  che  passa  per  quel  punto  e la  corda  coniugata  a quella 
direzione;  ora  questa  coppia  di  raggi  coniugati  non  è ad  angolo 
retto  che  pei  punti  degli  assi  ed  il  fascio  delle  polari  armoni- 
che nei  fuochi  non  deve  contenere  alcuna  coppia  di  raggi  co- 
niugati ad  angolo  obliquo. 

Passiamo  ora  alla  ricerca  dei  fuochi. 


Kig.  IO- 


Ad  un  fascio  Tx  (Fig.  70)  di  rette  parallele  a,  b,c,...  con- 
dotte obliquamente  ad  un  asse  della  conica  corrisponde  nella 
polare  di  Tx,  ossia  nel  diametro  coniugato,  la  punteggiata  dei 
poli  A,  B‘,  C’,...  proiettiva  ai  raggi  a,b,c,...  del  fascio  in  Tx , ed  al 
raggio  m di  questo  che  passa  pel  centro  della  conica  corrisponde 
il  punto  all’  infinito  M’x  della  polare  del  punto  Txt  ed  alla 
retta  all’  infinito  — la  quale  è un  raggio  di  tutti  i fasci  di  raggi 
paralleli  — il  centro  M della  conica  ; se  dai  punti  A,  B",  C',...  M , 
si  abbassano  le  normali  a,,  6,,  c,,...  m , alle  corde  a,  b,c,... si  ot- 
tiene un  fascio  di  raggi  paralleli  col  centro  in  Tlt  il  quale  fa- 
scio è proiettivo  all’altro  di  centro  Tx , e però  le  intersezioni 
di  questi  fasci  con  ciascuno  degli  assi  della  conica  determinano 
due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  A,  B,  C...;  An  Bit  C,...; 
nelle  quali  il  centro  M della  conica  ed  il  punto  all’  infinito  in 
ciascuno  degli  assi  si  corrispondono  in  doppio  modo  ; quelle 
punteggiate  sono  dunque  in  involuzione.  Se  G è un  punto  dop- 
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pio  di  questa  involuzione,  i raggi  corrispondenti  g,  g,  dei  due 
fasci  normali  Tx , Tt  che  si  segano  in  quel  punto  formano 
una  coppia  di  elementi  coniugati  del  fascio  in  involuzione  delle 
polari  armoniche  determinate  dalla  conica  in  quel  punto;  ma 
questo  fascio  ha  un’  altra  coppia  di  raggi  coniugati  ortogonali 
che  sono  l’asse  e la  corda  ad  esso  perpendicolare,  e però  tutte 
le  altre  coppie  di  raggi  coniugati  saranno  ortogonali  (§  31, 
Es.  7),  cioè  quel  punto  è un  fuoco  della  conica  (Vedi  anche 
Fig.  71).  Il  centro  M della  conica  è il  punto  principale  della 
involuzione  di  punti  A,Alt...  sugli  assi;  dunque  queste  saranno 
determinate  dal  punto  M e da  una  coppia  di  punti  coniugati 
C,  Ct,  pei  quali  passano  respetti vamente  la  tangente  l (c  nella 
Fig.  70)  e la  normale  t'  (c,  nella  Fig.  70)  in  uno  stesso  punto 
della  conica  (punto  C'  della  Fig.  70).  Delle  involuzioni  dì  punti 
sugli  assi  una  sola  ha  le  coppie  di  punti  coniugati  non  separate, 
cioè  in  un  solo  asse  sono  reali  i punti  doppi  G,  II,  ossia  i fuochi 
della  conica,  i quali  sono  dunque  egualmente  distanti  dal  centro. 

Se  la  conica  passa  pei  punti  circolari  del  piano  i fuochi 
coincidono  nel  centro  della  conica;  l’involuzione  dei  diametri 
coniugati  è formata  da  angoli  retti , cioè  la  conica  è un  cerchio. 

Osservazioni.  I)  La  tangente  in  un  punto  del  cerchio  è perpendicolare  al 
diametro  che  passa  pel  punto  di  contatto,  perchè  paral- 
lela al  diametro  coniugato  alla  direzione  della  normale, 
o perchè  la  normale  deve  passare  pel  centro  come  retta 
che  unisce  i punti  doppi  dell’  involuzione  determinata 
dalle  coppie  di  rette  coniugate  ortogonali  (involuzione 
focale)  in  un  diametro. 

II)  I fuochi  sono  i punti , dai  quali  si  vedono  sotto  angolo 
retto  i segmenti  dell’involuzione  determinata  sull’altro 
asse  dalle  coppie  di  rette  coniugate  ortogonali. 

Ili)  Sia  T un  punto  nel  piano  della  conica  e si  consideri  l’invo- 
luzione delle  polari  armoniche  determinata  dalla  conica 
e che  passano  per  quel  punto  ; i due  raggi  ortogonali 
coniugati  di  quell’involuzione  passano  per  due  punti  co- 
niugati dell’involuzione  focale  sugli  assi  e dividono  per 
metà  gli  angoli  formati  dai  raggi  doppi  dell’involuzione 
delle  polari  armoniche  (cioè  dalle  tangenti  tirate  da  T), 
ed  anche  gli  angoli  dei  raggi  passanti  per  T e pei  punti 
G,  li,  perchè  quei  raggi  formano  con  questi  un  fascio 
armonico.  Segue  da  ciò  che  le  tangenti  condotte  da  un 
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punto  ad  una  conica  e le  rette  che  passano  per  quel 
punto  e pei  fuochi  formano  respcttivamente  degli  an- 
goli, i quali  hanno  le  stesse  bisettrici,  ossia  le  tan- 
genti formano  coi  raggi  passanti  per  la  loro  interse- 
zione e pei  fuochi  angoli  uguali. 


FIr.  71. 

b' 


IV)  Se  più  coniche  in  un  piano  hanno  gli  stessi  fuochi , le  cop- 

pie di  tangenti  condotte  da  un  punto  del  piano  alle  coni- 
che formano  una  involuzione  simmetrica  (§  31 , Es.  11). 

V)  La  tangente  e la  normale  in  un  punto  della  conica  sono 

le  bisettrici  degli  angoli  dei  raggi  focali  (raggi  vettori) 
del  punto  (Cfr.  I). 

VI)  L’angolo  delle  tangenti  al  cerchio  condotte  per  un  punto 

del  suo  piano  è diviso  per  metà  dal  diametro  che  passa 
per  quel  punto. 

VII)  Il  segmento  di  una  tangente  ad  una  conica  compreso  tra 
il  punto  di  contatto  ed  una  direttrice  è veduto  dal  re- 
lativo fuoco  sotto  un  angolo  retto , perchè  i raggi  pro- 
iettanti dal  fuoco  gli  estremi  di  questo  segmento  sono 
coniugati  nell’involuzione  degli  angoli  retti  delle  polari 
armoniche.  Infatti  il  polo  della  retta  che  passa  pel  fuoco 
e pel  punto  di  contatto  della  tangente  è l’ intersezione 
di  questa  colla  direttrice.  In  relazione  ai  principii  della 
cullincazione  centrale,  questo  teorema  si  deduce  dalla 
proprietà  che  il  raggio  del  punto  di  contatto  di  una 
tangente  al  cerchio  è perpendicolare  al  diametro  paral- 
lelo (Vedi  Fig.  69). 
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Vili)  Dal  teorema  (n°  VI)  si  deduce  che  l’ angolo  formato  dai 
raggi  del  cerchio  che  vanno  ai  punti  di  contatto  di  due 
tangenti  è bisecato  dal  raggio  passante  per  l' interse- 
zione delle  due  tangenti;  col  mezzo  della  collineazione 
centrale  si  passa  facilmente  al  seguente  teorema:  In  una 
conica  l’ angolo  dei  raggi  vettori  che  passano  per  un 
fuoco  e pei  punti  di  contatto  di  due  tangenti  è bisecato 
dal  raggio  che  passa  pel  fuoco  e per  l’ intersezione  delle 
due  tangenti  (n°  VI).  Si  ha  inoltre  il  corollario:  il  punto 
comune  a due  tangenti  e l’ intersezione  della  corda  che 
passa  pei  loro  punti  di  contatto  con  una  direttrice  de- 
terminano col  relativo  fuoco  due  rette  tra  loro  perpen- 
dicolari , perchè  sono  coniugate  nell’  involuzione  delle 
polari  armoniche  corrispondente  a quel  fuoco. 

IX)  Siano  : A B V asse  focale,  G,  li  i fuochi  ed  M il  centro  di 
una  conica  ; per  un  punto  T si  tirino  due  tangenti  nelle 


Fig.  72. 

a.  b. 


tirino  le  relative  normali  G 1,  U L a queste  tangenti  e 
si  prolunghino  di  quantità  uguali  1 K—G  I , LN= 
li  L (Fig.  72,  a,  b).  I triangoli  H K T e N G T sono 
eguali  e simili,  perchè 

TH=TN,  TK  = TG  ed  lHTK^lMTG; 
quindi 

HK^NG,  ossia  IIP  hG  P = G Q ± 11 Q; 

dunque,  se  si  fa  scorrere  il  punto  T sulla  tangente  TP, 
si  ha  il  teorema:  La  somma  dei  raggi  vettori  di  un 
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punto  dell’  ellisse  e la  differenza  dei  raggi  vettori  di 
un  punto  dell’  iperbole  è costante , ed  essendo 

2 M / = 2 ML  = Il  A ± G A = A B, 

questa  somma  o questa  differenza  è uguale  all’  asse 
focale. 

X)  Dalle  figure  della  precedente  osservazione  si  ha 

i PG  T=  iTGQ  (1“  Teorema  del  n'  Vili). 

Se  si  conduce  una  terza  tangente  si  ha  il  teorema  : 
Il  segmento  di  una  tangente  mobile  di  una  conica  com- 
preso tra  due  tangenti  fisse  della  stessa  ò veduto  da 
un  fuoco  sotto  un  angolo  costante.  Questo  teorema  si 
può  dedurre  direttamente  col  mezzo  della  collineazionc 
centrale  dal  2®  teorema  fondamentale  sul  cerchio  citato 
al  § 24. 

In  altre  parole,  si  può  dire  che  le  punteggiate  pro- 
iettive determinate  in  due  tangenti  fisse  di  una  conica 
dalle  altre  tangenti  della  stessa  sono  proiettate  da  cia- 
scun fuoco  da  fasci  di  raggi  proiettivi  concentrici  di- 
rettamente uguali;  i raggi  uniti  di  tali  fasci  passano 
pei  punti  circolari  del  piano  (§  31 , Es.  10). 

XI)  I piedi  delle  normali  abbassate  dai  fuochi  sulle  tangenti 

ad  una  conica  trovansi  sulla  periferia  di  un  cerchio  (cer- 
chio principale) , il  quale  ha  per  diametro  l’ asse  fo- 
cale, perchè  M I—  M L = M A = M B (Fig.  72).  Per 
una  parabola  il  cerchio  principale  si  trasforma  nella 
tangente  al  vertice. 

XII)  Per  un  punto  qualunque  del  piano  passano  due  coniche 

che  hanno  dati  fuochi  (una  è un’ellisse,  l’altra  una 
iperbole),  le  quali  si  segano  ad  angolo  retto. 

XIII)  Le  figure  collineari  in  involuzione  di  un  cerchio  che  ha 

il  centro  nel  centro  di  collineazione  sono  coniche,  le 
quali  hanno  un  fuoco  in  quel  punto  e la  corrispon- 
dente direttrice  è la  retta  limite  nel  sistema  della  co- 
nica; il  diametro  del  cerchio  parallelo  alle  rette  li- 
miti ha  i suoi  estremi  nella  conica  corrispondente 
(§  20,  Es.  1). 

XIV)  Le  figure  collineari  di  una  conica  data  riferite  ad  un  suo 

fuoco  come  centro  di  collineazione  sono  altre  coniche, 
le  quali  hanno  in  comune  il  fuoco  della  data.  Due  coniche 
che  hanno  un  fuoco  in  comune  sono  figure  omologiche, 
le  quali  hanno  quel  punto  come  centro  di  collineazione. 
Esercizi.  1)  Si  costruisca  la  conica  determinata  dai  fuochi  c da  una  tan- 
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gente,  per  mezzo  delle  tangenti  e dei  loro  punti  di  contat- 
to, servendosi  delle  proprietà  del  cerchio  principale. 

2)  Si  costruisca  la  conica  determinata  da  tre  tangenti  e da  un 
fuoco  (Oss.  X),  oppure  da  un  fuoco,  da  un  vertice  e da 
una  tangente. 

30.  Consideriamo  il  caso  importante  dell’omologia  di  un  cer- 
chio e della  conica  corrispondente  determinata  in  modo  che  il 
centro  di  collineazione  £ sia  un  punto  della  periferia  del  cer- 
chio e l' asse  s passi  pel  punto  stesso.  Nel  § 32,  Es.  8,  si  è 
già  osservato  che  quando  una  conica  passa  pel  centro  £,  per 
esso  passa  anche  la  conica  omologica  ed  in  questo  punto  le 

Fig.  73. 


due  curve  hanno  la  tangente  comune.  Gli  altri  due  punti  di 
intersezione  delle  due  coniche  sono  sull'asse  di  collineazio- 
ne, per  cui  se  questo  passa  per  £,  in  esso  punto  coincidono  tre 
punti  delle  due  curve  e l’ asse  le  segherà  di  nuovo  nel  quarto 
punto  che  le  due  coniche  hanno  in  comune.  Le  due  coniche  cosi 
riferite  dicesi  che  hanno  in  £ un  contatto  di  secondo  ordine;  se 
una  delle  coniche  è un  cerchio,  esso  dicesi  cerchio  di  curvatura 
o cerchio  osculatore  della  conica  in  quel  punto,  ed  il  raggio 
di  (juesto  cerchio,  raygio  di  curvatura  della  conica  nello  stesso 
punto.  — Esiste  un  solo  cerchio,  il  quale  abbia  in  comune  colla 
conica  in  £ tre  punti  infinitamente  vicini  e che  passi  pei  punti 
circolari  del  piano.  — Quando  si  prende  come  centro  £ di  colli- 
neazione un  punto  della  periferia  di  un  cerchio  e per  asse  di 
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collineazione  una  retta  che  passa  per  esso,  la  figura  omologica 
del  cerchio  è la  conica  osculata  dal  cerchio  in  quel  punto.  Dato 
il  cerchio,  la  corrispondenza  tra  questo  e la  conica  omologica  è 
determinata  dall’ asse  di  collineazione  e da  una  retta  limite. 
Poiché  il  centro  M del  cerchio  è il  polo  della  retta  q all’  infinito 
del  suo  piano,  cosi  il  punto  M'  corrispondente  di  M sarà  il  polo 
della  retta  q'  rispetto  alla  conica  omologica  del  cerchio;  ad  un 
diametro  del  cerchio  corrisponderà  una  corda  della  conica 
che  passerà  per  M' , gli  estremi  corrispondenti  del  diametro 
e della  corda  saranno  poi  in.  linea  retta  col  centro  £ e deter- 
mineranno in  questo  punto  una  involuzione  di  angoli  retti,  le 
cui  coppie  coniugate  si  ottengono  proiettando  da  £ gli  estremi 
dei  diametri  del  cerchio.  Il  punto  M ed  il  punto  M'  sono  dunque 
respettivamente  i poli  della  involuzione  di  angoli  retti  in  £ 
rispetto  al  cerchio  ed  alla  conica  omologica.  Il  punto  M'  si  ot- 
tiene quindi  come  polo  della  involuzione  di  angoli  retti  in  £ e 
da  esso  la  retta  q'  come  corrispondente  polare  rispetto  alla  co- 
nica; tirando  da  £ la  retta  s parallela  alla  q'  ed  assumendo  re- 
spettivamemte  £,  s,  q'  come  centro  di  collineazione,  assedi 
collineazione  e retta  limite,  alla  conica  anzidetta  corrisponde 
come  figura  omologica  un  cerchio,  il  quale  sarà  quello  di  cur- 
vatura pel  punto  £ della  conica  (Fig.  73). 

Esercizi,  t)  Siano  dati  cinque  punti  di  una  conica  A,  lì,  C,  D,  E e si 
voglia  costruire  per  uno  di  questi,  A per  es.  il  centro  di 
curvatura  (centro  del  cerchio  osculatore  in  quel  punto). 
Si  determinino  le  intersezioni  i?, , C,  colla  conica  delle 
rette  che  passano  per  A e sono  normali  respettivamente 
ad  A D e ad  A C (Teorema  di  Pascal),  c quindi  il  polo  M’ 
della  involuzione  di  angoli  retti  in  A determinata  dalle 
due  coppie  di  raggi  coniugati  che  passano  per  A e respet- 
tivamente per  C,  C,;  B , Bt.  La  polare  di  questo  punto 
M'  (§  30,  Es.  2),  è la  retta  limite  qt,  la  parallela  alla 
stessa  condotta  per  A 1’  asse  di  collineazione  s.  V altro 
punto  di  intersezione  F di  questa  retta  s colla  conica 
determina  il  cerchio  di  curvatura,  la  normale  alla  A F 
che  passa  pel  suo  punto  di  mezzo  sega  la  normale  alla 
conica  in  A nel  centro  di  curvatura  cercato.  Si  può  avere 
il  punto  Ai,  costruendolo  direttamente  come  punto  corri- 
spondente ad  ili'. 
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2)  Si  costruisca  il  centro  di  curvatura  pel  vertice  di  una  conica 
determinata  da  un  asse  e da  un  punto  (nella  Fig.  74  sono 
dati  i vertici  dell’asse  focale  ed  un  punto).  Dalla  costru- 

Kig  i*. 


zione  risulta  che  l’ asse  di  collineazione  coincide  colla 
tangente  nel  vertice  che  si  considera,  epperò  in  questo 
punto  trovansi  riuniti  tutti  i punti  che  la  conica  ha  in  co- 
mune col  cerchio  osculatore,  si  dice  allora  che  tra  quelle 
curve  ha  luogo  in  quel  punto  un  contatto  di  terzo  ordine. 

3)  Se  sono  date  le  direzioni  degli  assi  di  una  curva  (dati  5 punti 
della  curva  per  la  determinaziono  degli  assi  si  veda  § 34 , 
Es.  8 , D),  si  può  costruire  il  cerchio  di  curvatura  per  un 
punto  della  curva  anche  col  mezzo  del  teorema:  Gli  an- 
goli delle  coppie  di  corde  comuni  ad  un  cerchio  e ad  una 
conica  hanno  per  bissettrici  le  parallele  agli  assi  della 
curva.  Si  disegni  quindi  la  tangente  alla  conica  nel  punto 
dato  e per  questo  si  tiri  la  retta  che  forma  colla  tangente 
degli  angoli  bisecati  dalle  parallele  agli  assi,  poscia  si 
determini  il  secondo  punto  in  cui  questa  retta  incontra 
la  conica.  11  cerchio  che  passa  pel  punto  della  conica  che 
si  considera  e per  1’  altra  intersezione  di  quella  retta  colla 
curva  è il  cerchio  di  curvatura  cercato , il  cui  centro 
trovasi  sulla  normale  alla  conica  nel  punto  dato.  Questa 
costruzione  non  ò.  applicabile  ai  vertici  della  conica. 
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C.  L'omologia  dei  sistemi  solidi 
considerata  come  la  teoria  dei  metodi  dell’  arte  di  modellare. 


37.  Se  son  dati  un  centro  C di  proiezione  ed  una  figura  a 
tre  dimensioni  possiamo  immaginare  sopra  tutti  i piani  che 
passano  pel  centro  e che  tagliano  la  figura  solida  secondo  delle 
figure  piane,  delle  figure  omologiche  alle  sezioni,  tali  che  ad 
ogni  punto  P dell’  originale  corrisponda  un  punto  />,  della  im- 
magine, ad  ogni  retta  g dell’originale  una  retta  g,  della  im- 
magine, e viceversa;  allora  ad  ogni  piano  E corrisponde  un 
piano  E,  ; ogni  coppia  di  punti  corrispondenti  giace  sopra  una 
retta  che  passa  pel  centro , parimente  ogni  coppia  di  rette  cor- 
rispondenti trovasi  sopra  un  piano  che  passa  pel  centro.  In 
ognuno  di  questi  piani  i punti  che  corrispondono  a se  stessi  o 
in  altri  termini  i punti  uniti  delle  due  figure  omologiche,  al- 
l' infuori  del  centro,  sono  sopra  l’asse  di  omologia  s del  piano. 
Se  ci  immaginiamo  tutti  i piani  che  formano  un  fascio  il  cui 
asse  passa  pel  centro,  i loro  assi  di  omologia  hanno  un  punto 
comune  che  è il  punto  dell’  asse  che,  oltre  al  centro,  corri- 
sponde a se  stesso  nelle  due  punteggiate  che  trovansi  sul- 
l’asse, ossia  gli  assi  di  omologia  di  tutti  i piani  che  passano 
pel  centro  formano  un  sistema  di  rette,  delle  quali  due  qualun- 
que si  incontrano  in  un  punto  della  intersezione  dei  due  piani 
cui  quelle  due  rette  appartengono;  e poiché  tutte  queste  rette 
non  passano  per  un  punto,  esse  formano  un  piano.  Questo 
piano,  che  noi  chiameremo  il  piano  di  omologia  o di  collinea- 
zione  S del  sistema,  gode  della  proprietà  che  tutti  i suoi  punti 
e tutte  le  sue  rette  coincidono  coi  loro  elementi  corrispondenti. 

Immaginiamoci  parimente  sopra  ogni  piano  condotto  pel 
centro  le  rette  limiti  <y,  ed  r della  omologia  corrispondente,  le 
prime  formano  un  piano,  poiché  quelle  che  appartengono  a due 
piani  che  passano  pel  centro  si  tagliano  in  quel  punto  della  in- 
tersezione dei  due  piani  che  corrisponde  al  punto  aH’infinito  di 
questa  intersezione,  considerato  come  appartenente  alla  figura 


Digitized  by  Google 


I METODI  DI  IUPPIIESENTAZIONE.  117 

obbiettiva;  il  piano  formato  dalle  qt  lo  indicheremo  con  Q,.  Pa- 
rimente le  rette  r formano  un  piano,  perchè  basta  considerare 
il  punto  all’  infinito  della  intersezione  di  due  piani  che  passano 
pel  centro  come  un  punto  della  immagine,  per  vedere  che  due 
qualunque  delle  r si  tagliano.  I piani  limiti  rispetto  al  piano 
di  omologia  godono  della  proprietà  di  essere  ad  esso  paralleli, 
giacché  le  sezioni  prodotte  da  un  piano  qualunque  condotto  pel 
centro  sopra  i tre  piani  sono  parallele  fra  loro;  di  più,  se  si 
conduce  un  piano  parallelo  al  piano  di  collineazione  e che  sia 
equidistante  da  esso  e dal  centro,  esso  è altresi  equidistante  dai 
due  piani  limiti  (Cfr.  § 19). 

Il  parallelismo  dei  piani  limiti  col  piano  di  omologia  si  può 
dimostrare  anche  direttamente,  quando  si  considerano  tre 
punti  all'infinito  Q„  Q,,  Q 3 dell’originale,  i quali  non  siano  in 
linea  retta,  od  in  altre  parole  tre  direzioni  tali  che  se  per  un 
punto  qualunque  dello  spazio  si  conducono  tre  rette  che  ab- 
biano quelle  tre  direzioni  esse  non  giacciano  in  un  piano.  A 
questi  tre  punti  corrispondono  le  immagini  Q{1,  Q„,  Q3I  che  non 
sono  in  linea  retta,  le  rette  Q„Qtl,  Q„Q}1,  Q„QU,  debbono  es- 
sere parallele  al  piano  di  collineazione,  poiché  le  loro  corri- 
spondenti nell’originale  son  tutte  situate  a distanza  infinita,  e 
per  conseguenza  i punti  che  sono  comuni  alle  rette  obbiettive 
ed  alle  immagini  e che  sono  nel  piano  di  collineazione  sono  a 
distanza  infinita.  Prendendo  un  quarto  punto  Qt  qualunque  al- 
1’ infinito,  se  è la  sua  immagine,  anche  QnQu,  QuQit> 
sono  parallele  al  piano  di  omologia,  quindi  giacciono  nel 
piano  del  triangolo  QtlQtlQu  che  è parallelo  al  piano  di  omo- 
logia; dunque  la  immagine  di  un  punto  qualunque  dell’  origi- 
nale è nel  piano  limite  Q,  determinato  dai  tre  punti  Q„,  Qìlt  Q„, 
e questo  è parallelo  al  piano  di  omologia.  Analoghi  ragionamenti 
possono  servire  a provare  che  ai  punti  R , infinitamente  lon- 
tani della  immagine  corrispondono  i punti  dell’originale  che 
sono  in  un  piano  R parallelo  al  piano  di  omologia. 

38.  Tutte  le  punteggiate,  tutti  i fasci  di  rette,  di  piani, 
tutte  le  reti  di  rette  o di  piani  e tutti  i sistemi  piani  sono  pro- 
spettivi ai  loro  corrispondenti  nella  figura  obbiettiva  o nella  im- 
magine; cioè  due  forme  di  prima  o di  seconda  specie,  di  cui 
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una  appartiene  allo  spazio  originale,  l’altra  allo  spazio  imma- 
gine sono  fra  loro  prospettive,  vale  a dire  esse  possono  essere 
considerate  come  le  sezioni  o come  le  apparenze  di  una  mede- 
sima forma.  Ad  esempio  due  punteggiate  corrispondenti  pos- 
sono considerarsi  come  le  sezioni  fatte  in  un  fascio  di  rette, 
che  ha  per  centro  il  centro  di  omologia,  da  due  rette  corrispon- 
denti; due  fasci  di  piani  corrispondenti  possono  considerarsi 
come  le  apparenze  di  un  fascio  di  rette  situato  nel  piano  di 
omologia  visto  da  due  punti  corrispondenti,  ec.  I rapporti 
anarmonici  degli  elementi  corrispondenti  in  due  forme  fonda- 
mentali  di  prima  specie  sono  uguali.  In  particolare,  sopra  una 
retta  che  parte  dal  centro  si  trovano  due  punteggiate  pro- 
iettive, i cui  punti  uniti  sono  il  centro  C e la  traccia  5 nel 
piano  di  omologia  ; ogni  retta  del  piano  di  collineazione  può 
considerarsi  come  asse  di  due  fasci  proiettivi  di  piani  A, 
A, , ec. , pei  quali  il  piano  S di  collineazione  ed  il  piano  C che 
passa  pel  centro  sono  i piani  uniti  ; i raggi  corrispondenti 
a,  a,,  ec.,  che  partono  da  un  punto  del  piano  di  collineazione  e 
sono  in  un  medesimo  piano  che  passa  pel  centro,  formano  due 
fasci  di  raggi  proiettivi,  i cui  raggi  uniti  sono  quello  che  ap- 
partiene ai  piano  di  collineazione  e quello  che  passa  pel  centro. 
Si  ha  quindi  (Cfr.  § 19): 

(CSAA,)  = (CSBB,)  = (CSA A,)  - (CSBB,)  = 

= (esco,)  =■  (csbb,)  — A , 

e questa  costante  la  chiameremo  il  rapporto  anarmontco  caratte- 
ristico della  omologia  delle  figure  solide. 

Per  i punti  limiti  di  un  raggio  proiettante  si  ha  in  par- 
ticolare : 

A — (CSA.^,)  =■*  (CS  oo  Q,)  = ( CSR  oc) 

cioè: 

^ CR 
CQt  SR’ 

e sottraendo  1’  unità  da  ambo  i membri 

CQ,  = RS  (Cfr.  § 19). 
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Esercizi.  -1)  Una  omologia  solida  è determinata  dalla  caratteristica  A,  dal 
centro  e dal  piano  di  omologia  o da  un  piano  limite;  od 
ancho  per  mezzo  del  centro,  del  piano  di  omologia  e di 
uno  dei  piani  limiti , questo  ultimo  dato  può  essere  rim- 
piazzato da  una  coppia  di  punti  corrispondenti,  oppure 
da  una  coppia  di  raggi  o di  piani  corrispondenti. 

2)  Se  i vertici  di  due  tetraedri  sono  due  a due  sopra  quattro 
rette  che  partono  da  un  punto  C,  i piani  corrispondenti 
dei  medesimi  si  tagliano  in  quattro  rette  situate  in  un 
piano,  e viceversa  (Cfr.  § 19,  Es.  5). 

39.  Se  g è una  retta  del  sistema  obbiettivo,  la  sua  traccia 
sul  piano  di  collineazione  è un  punto  dell’ immagine  g{,  la 
quale  La  per  direzione  la  direzione  della  retta  che  dal  centro 
va  al  punto  R in  cui  la  g incontra  il  piano  R.  Il  punto  limite 
della  immagine  è la  sua  intersezione  Q , col  piano  Q,,  talché  la 
retta  QtC  deve  essere  parallela  alla  retta  g.  Per  la  determina- 
zione della  immagine  di  una  retta  occorre  quindi  soltanto  uno 
dei  piani  limiti.  Inversamente,  da  una  immagine  l,  si  può  otte- 
nere l’originale  /,  basta  perciò  considerare  la  traccia  di  ll  sopra 
il  piano  S e quella  Q,  sul  piano  Q,  ; la  parallela  condotta  dalla 
traccia  S alla  retta  QtC  non  è altro  che  la  retta  originale  cer- 
cata. Questa  retta  taglia  il  piano  R in  un  punto  R,  tale  che 
CR  deve  essere  parallela  ad 

Si  trova  il  punto  corrispondente  ad  un  punto  A di  g o Bt 
di  considerando  la  intersezione  con  g , od  / respettivainente 
delle  rette  che  dal  centro  vanno  ai  punti  A o B,.  Ad  un  piano  A 
condotto  per  g o ad  un  piano  B,  condotto  per  corrispondono 
i piani  A, , B respettivainente,  i quali  sono  determinati  dalle 
loro  tracce  nel  piano  di  omologia  e dalle  rette  g , ed  l respet- 
tivamente. 

Alle  rette  o ai  piani  che  sono  paralleli  al  piano  di  omologia 
corrispondono  rette  o piani  che  sono  paralleli  alle  rette  o ai 
piani  dati;  quindi  queste  figure  corrispondenti  si  determinano 
mediante  un  solo  loro  punto.  Per  i piani  paralleli  al  piano  di 
omologia  la  caratteristica  à diviene  uguale  al  rapporto  di  simi- 
litudine che  passa  tra  un  sistema  piano  dell’ immagine  ed  il 
corrispondente  sistema  dell’  originale. 

Esercizi.  1)  Determinare  il  piano  A.,  corrispondente  ad  un  piano  dato 
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A,  per  mezzo  della  sua  traccia  s sul  piano  di  omologia, 
della  traccia  <j,  del  piano  ad  esso  parallelo  condotto  pel 
centro  sul  piano  limite  Q,,  e della  retta  all' infinito  del 
piano  condotto  dal  centro  alla  intersezione  r di  A con 
R — questa  è la  retta  all’ infinito  di  A, — ; queste  tre 
rette  si  trovano  in  A,. 

2)  Nel  medesimo  modo  costruire  il  piano  B corrispondente  ad 

un  piano  B,  dello  spazio  immagine. 

3)  1 sistemi  corrispondenti  di  punti  e di  raggi  situati  in  due 

piani  corrispondenti  A,  A,  sono  prospettivi;  la  interse- 
zione dei  piani  A,  A,  die  trovasi  sul  piano  di  omologia  è 
l’asse  di  prospettiva  dei  due  sistemi,  e le  tracco  r,  qt 
sui  piani  limiti  R e Q ne  sono  le  rette  limiti;  tutte  que- 
' ste  collineazioni  centrali  hanno  la  stessa  caratteristica  A 

(Cfr.  §19). 

4)  Per  quali  sistemi  piani  corrispondenti  ha  luogo  congruenza? 

5)  Per  il  piano  V parallelo  al  piano  di  omologia  e che  passa  pel 

centro  ha  luogo  similitudine  di  forma  e posizione  dei  si- 
stemi corrispondenti;  il  rapporto  di  similitudine  h A. 

6)  Rappresentiamoci  lo  spazio  come  diviso  in  regioni  dal  piano 

di  collineazione , dal  piano  limite  R e da  un  piano  a que- 
sti parallelo  condotto  dal  centro , il  piano  V ; dato  il  punto 
A in  una  di  queste  regioni  determinare  in  quale  si  trova 
la  sua  immagine  (Cfr.  § 4). 

7)  Distinguere  le  forme  che  possono  corrispondere  ad  un  dato 

tetraedro  secondo  le  sue  differenti  posizioni  rispetto  al 
piano  limite  del  sistema  cui  appartiene  (Cfr.  § 14, 
Es.  2,  3). 

8)  Determinare  in  una  data  omologia  di  sistemi  solidi  i piani,  ai 

quali  appartiene  una  determinata  larghezza  sqi. 

9)  Costruire  gli  angoli  di  inclinazione  dei  piani  A , A,  rispetto  al 

piano  di  omologia;  quand’ è che  essi  sono  uguali? 

40.  Se  noi  consideriamo  due  sistemi  solidi  omologici  come 
sistemi  di  punti  — dei  punti  A,,  A, nell’originale,  e dei  cor- 

rispondenti punti  Ati,  A,,..  . dell’immagine  — la  costruzione  di 
uno  dei  due  sistemi,  dato  che  sia  l’altro,  può  ridursi  alla  co- 
struzione del  sistema  piano  omologico  ad  un  altro  sistema  dato 
nello  stesso  piano. 

Immaginiamo  un  piano  che  passi  pel  centro  di  omologia  e 
le  intersezioni  Blt  B,....  del  medesimo  con  un  sistema  di  rette 
parallele  pltptì...  del  sistema  originale,  per  es.,  un  sistema 
di  rette  condotte  pei  punti  dati  AltAtf...  parallelamente  ad 


Digitized  by  Google 


I METODI  DI  RAPPRESENTAZIONE. 


121 


una  retta  data  p del  piano  di  omologia;  costruiamo  allora  in 
questo  piano  il  sistema  omologico  al  sistema  dei  punti  B,  che 
ha  per  centro  quello  di  collineazione  C e le  intersezioni  coi 
piani  S,Q,,R  per  asse  di  collineazione,  e per  rette  limiti  re- 

spettivamente , questi  punti  siano  Bllt  B, le  rette  che  li 

congiungono  al  punto  limite  Q,  delle  rette  p,  sono  le  rette  pi{ 
corrispondenti  alle  p , ; nel  caso  particolare  scelto  ad  esempio, 
siccome,  come  già  fu  osservato,  le  rette  corrispondenti  a rette 
parallele  al  piano  di  omologia  sono  parallele  alle  date,  le  rette 
pix  sono  le  rette  parallele  alle  />,  condotte  pei  punti  Btl\  ai 
punti  d.,  dai  quali  si  sono  condotte  queste  parallele,  corrispon- 
dono i punti  di  intersezione  delle  pit  coi  raggi  proiettanti  che 
passano  pei  punti  A,. 
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Nella  Fig.  75  il  poliedro  AlAìA,AiA*Ai*A*A*Ai  ha  per 
corrispondente  il  poliedro  AlìAnAiiAiiAk^AiltA^Ai^Atl  co- 
struito, prendendo  per  rette  p,  le  normali  al  piano  condotto  per 
C normalmente  alle  4 parallele  AtA,*,  Axl 1,*,  .4,.!,*,  si 

hanno  allora  i punti  /?, , fi,,  fi,,  fi,,  fi,  e nel  piano  stesso  si  co- 
struiscono i corrispondenti  fi,,,  fi,,,  fi,,,  fi,,,  fi,,,  pei  quali  pas- 
sano le  p^.  I piani  S e Q,  sono  rappresentati  dai  piani  condotti 
per  S e Q , parallelamente  agli  assi  che  passano  pel  centro. 

Se  il  piauo  condotto  dal  centro  è parallelo  al  piano  di  col- 
lineazione,  i sistemi  formati  dai  punti  fi,  e dai  punti  fi,,  sono 
simili  e similmente  posti  rispetto  al  centro  C,  e la  caratteristica 
A rappresenta  il  rapporto  di  similitudine;  peraltro  il  sistema 
delle  pi  non  può  più  essere  costituito  da  rette  parallele  al  piano 
di  omologia,  e ciò  rende  la  costruzione  un  poco  più  complicata, 
perchè  le  rette  non  sono  più  parallele  alle  originali.  Nella 
Fig.  75  i punti  F, , V,,  F,*,  F5,  F,*  rappresentano  i piedi  delle 
perpendicolari  abbassate  dai  punti  dell’originale  sopra  il  piano 
V parallelo  a quello  di  omologia,  ed  i punti  corrispondenti  a 
quelli  sono  i punti  F,,,  F„,  ec. 

Se  il  sistema  delle  A , è rappresentato  per  mezzo  delle  due 
proiezioni  parallele  ed  ortogonali  Al,  A"  sopra  due  piani  xy, 

Eig.  78. 
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xz  ortogonali  fra  loro , i quali  sono  o ambedue  perpendicolari 
al  piano  di  omologia,  o tali  che  uno  di  essi , per  es.  xz  sia  pa- 
rallelo al  piano  di  omologia,  i sistemi  di  rette  che  proiettano  i 
punti  sopra  i due  piani  nel  primo  caso  (Fig.  76),  oppure  il  si- 
stema di  rette  che  proiettano  sul  piano  xtj  i punti  dello  spa- 
zio originale  (Fig.  77)  nel  secondo  caso , possono  essere  presi 
per  sistemi  di  , ed  i piani  condotti  da  C normalmente  a que- 
ste rette  possono  essere  presi  pei  piani  dei  punti  fi,  e fi„;  si 
costruisce  allora  il  sistema  omologico  al  sistema  delle  proie- 
zioni dei  punti  A,,  prendendo  il  centro  C per  centro  di  omolo- 
gia, le  tracce  dei  piani  S,  R,  Q,  per  assi  di  omologia  e rette 
limiti  respettivamente  ; ed  il  sistema  omologico  cosi  costruito  è 
il  sistema  delle  proiezioni  delle  A,r  Quando  un  solo  piano  è 
normale  al  piano  di  collineazione,  questo  metodo  non  dà  che 
una  sola  proiezione  delle  Ailt  la  posizione  di  questi  punti  si  fissa 
allora,  osservando  che  essi  debbono  trovarsi  anche  sulla  retta 
che  unisce  A,  col  centro. 

Fig.  TI. 


Se  per  sistema  delle  p,  si  prendono  le  normali  al  piano  di 
omologia  condotte  pei  punti  Ait  il  sistema  delle  intersezioni  di 
queste  rette  col  piano  V ha  per  corrispondente  un  sistema  di 
punti  simile  al  dato,  col  rapporto  di  similitudine  A,  talché  la 
determinazione  delle  immagini  dei  punti  A in  tal  caso  è ridotta 
alla  esecuzione  di  quel  caso  speciale  di  omologia  piana  (Fig.  77). 
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Esercizi.  4)  Costruita  una  stella,  il  cui  centro  è nel  punto  R del  piano 
R,  la  sua  immagine  è una  stella  di  raggi  paralleli,  la  cui 
direzione  è quella  di  C R;  i raggi  corrispondenti  delle 
due  stelle  si  tagliano  in  punti  del  piano  s. 

‘2)  Quale  è il  metodo  per  la  costruzione  della  immagine  che  è il 
più  adatto,  quando  il  piano  di  omologia  coincide  con  uno 
dei  due  piani  di  proiezione,  per  es.  col  piano  xzf 

41.  Se  i piani  limiti  Q,  ed  R si  trovano  da  parti  opposte 
rispetto  al  piano  di  omologia  S e quindi  anche  del  centro  di 
eollineazione  C , e se  Q,  si  trova  più  vicino  ad  S di  quello  che 
non  lo  sia  R,  tutta  la  porzione  di  spazio  situata  dalla  parte  del 
piano  di  omologia  opposta  a quella,  in  cui  si  trova  il  centro, 
viene  rappresentata  fra  il  piano  di  omologia  ed  il  piano  Q, , 
per  modo  che  i punti  dell’  originale  più  lontani  dal  centro 
sono  anche  i più  lontani  nell’  immagine.  Questa  porzione  di 
spazio  al  di  là  del  piano  di  omologia  soddisfa  adunque  alle 
condizioni  del  processo  della  visione,  l’altra  parte  è in  oppo- 
sizione a quelle  condizioni.  Ammessa  quindi  l’ indicata  dispo- 
sizione — poiché  tutti  i sistemi  solidi  omologici  possono  consi- 
derarsi come  la  proiezione  centrale  uno  dell’  altro  — si  può  dire 
che  il  sistema  omologico  di  uno  spazio  dato  al  di  là  del  piano 
di  omologia  può  rimpiazzare  lo  spazio  dato  per  un  occhio  che 
si  trova  nel  centro , come  si  può  fare  per  la  prospettiva  di 
figure  piane,  tostochè  però  si  siano  soddisfatte  le  altre  con- 
dizioni del  processo  della  visione;  e tra  queste  specialmente 
quella  che  concerne  il  cono  visuale,  dentro  il  quale  debbono  es- 
sere situati  i punti  da  rappresentare;  questo  cono  ha  il  vertice 
nel  centro,  l’asse  normale  al  piano  di  omologia  ed  è circolare 
retto  con  una  apertura  determinata.  Si  può  prendere  per  aper- 
tura quella,  la  cui  metà  è un  angolo  che  ha  per  tangente  trigo- 
nometrica */,.  La  proiezione  centrale  dei  sistemi  piani  fu  detta 
prospettiva,  quando  godeva  di  tale  proprietà;  la  proiezione  cen- 
trale dei  sistemi  solidi  fu  detta  in  tal  caso  prospettiva  in  rilievo , 
a causa  delle  sue  applicazioni  al  rilievo  nell’arte  plastica. 

Sotto  la  scorta  dei  medesimi  principii  si  eseguiscono  non 
solo  i bassorilievi  nella  scultura,  ma  anche  i scenarii , pei  quali 
il  piano  del  proscenio  è il  piano  di  omologia  ed  il  fondo  del  tea- 
tro è il  piano  limite  Q,,.e  specialmente  le  costruzioni  dell’  arte 
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ornamentarla  sia  nell’architettura,  sia  nelle  sue  applicazioni  alla 
parte  più  elevata  dell’arte  del  giardinaggio.  Anche  le  imma- 
gini prodotte  dagli  specchi  concavi  e dalle  combinazioni  di  lenti 
stanno  all’  originale  nella  relazione  dell’  omologia.  L’ omologia 
solida  ha  quindi,  oltre  alla  sua  importanza  geometrica,  un 
campo  esteso  di  interessanti  applicazioni  pratiche. 

Esercizi.  1)  Costruire  le  forme  omologiche  di  cubi,  prismi  e piramidi 
in  differenti  posizioni  dietro  il  piano  di  omologia. 

2)  Indicare  il  modo  da  tenersi  nella  distribuzione  e 1’  ordina- 

mento delle  quinte  di  una  decorazione  teatrale  per  rag- 
giungere, dietro  le  leggi  ora  date,  un  determinato  effetto. 

3)  Al  cilindro  circolare  retto,  di  cui  l'asse  è obliquo  al  piano  di 

omologia,  corrisponde  in  generale  un  cono  del  secondo 
ordine;  in  qual  caso  questo  cono  diviene  un  cono  circo- 
lare retto? 

4)  La  figura  omologica  di  una  sfera  è una  superficie  chiusa , le 

cui  sezioni  piane  sono  ellissi,  quando  la  sfera  non  è ta- 
gliata dal  piano  limite  R. 

5)  Quando  la  sfera  tocca  o taglia  il  piano  limite  R,  la  superfi- 

cie omologica  si  estende  infinitamente  in  una  direzione, 
oppure  nella  direzione  di  tutti  i raggi  di  un  cono  circolare. 

6)  Nel  rilievo  l’ illuminazione  dell’  oggetto  per  mezzo  della  luce 

solare  va  sostituita  dall’  illuminazione  coi  raggi  che  par- 
tono da  un  punto  del  piano  Q,. 

42.  Un  caso  speciale  importante  dei  sistemi  omologici,  seb- 
bene non  presenti  il  carattere  della  rappresentabilità,  è quello 
dell'  omologia  in  involuzione,  che  viene  anche  detta  omologia  ar- 
monica e che  si  ha  quando  è A = — 1.  Allora  i piani  limiti  Q, 
ed  R coincidono  e passano  pel  punto  di  mezzo  della  perpendi- 
colare abbassata  dal  centro  sul  piano  di  omologia,  allora 
— come  indicano  contemporaneamente  la  costruzione  ed  il  va- 
lore del  rapporto  anarmonico  — i punti , le  rette  ed  i piani  dei 
due  sistemi  si  corrispondono  in  doppio  modo(Cfr.  § 20).  L’im- 
portanza di  questo  caso  per  lo  studio  delle  figure  solide  risulta 
dalle  ulteriori  restrizioni. 

Se  il  centro  di  una  omologia  solida  è a distanza  infinita,  i 
piani  limiti  lo  sono  essi  pure , poiché  i raggi  di  collineazione 
dei  punti  all’infinito  sono  tutti  all’infinito,  allora  a raggi  e piani 
paralleli  dell’  un  sistema  corrispondono  raggi  e piani  paralleli 
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dell’altro;  le  rette  che  congiungono  punti  corrispondenti  sono 
divise  dal  piano  di  collineazione  in  un  rapporto  costante,  poi- 
ché A = S/1,:  Sd,  quindi  rette  corrispondenti  sono  proporzio- 
nali (Cfr.  § 21 , a). 


Fig.  78. 

Tali  sistemi  (Fig.  78) 

s 

1 

si  dicono  affini  e posti 

» B) 

omoloijicamenle  od  in  po- 

sizione  prospettiva.  Se 

\ \ ; \ 

in  particolare  si  ha 

r m' — -V  ~ à. 

\ A = — 1 , quindi  affinità 

ed  involuzione  ad  un 

y \[  'y\y's< 

tempo,  si  ottiene  la  sim- 

metria  dei  sistemi  solidi 

rispetto  ad  un  piano  di 
collineazione;  si  potrà 
distinguere  in  questo  caso  una  simmetria  normale  ed  una 
obliqua  (Cfr.  § 21 , b). 

Se  il  piano  di  omologia  va  a distanza  infinita,  anche  i piani 
limiti  vanno  all’infinito  e si  ha  A = Cd:  Cd,  (§  21,  c).  Rette 
e piani  corrispondenti  sono  fra  loro  paralleli;  due  sistemi  piani 
corrispondenti  sono  simili  e similmente  posti  ed  il  loro  rap- 
porto di  similitudine  è uguale  a A.  Tali  sistemi  solidi  si  dicono 
simili  e similmente  posti.  La  relazione  notata  nel  § 39,  Es.  fi, 
pel  piano  V , ora  vale  per  qualunque  piano  che  passi  per  il 
centro.  Per  A =»  — 1 si  ha  contemporaneamente  similitudine 
ed  involuzione,  ed  in  tal  caso  si  ha  CA*=*  — CAlt  per  cui  le 
punteggiate  corrispondenti  che  si  trovano  sopra  un  raggio  di 
collineazione  sono  simmetricamente  uguali;  i sistemi  corrispon- 
denti in  piani  corrispondenti  sono  uguali  e simmetrici,  questo 
è il  caso  della  simmetria  dei  sistemi  solidi  rispetto  ad  un  centro. 

Finalmente,  quando  il  piano  di  omologia  ed  il  centro  vanno 
all’infinito,  si  ha  la  semplice  uguaglianza  dei  sistemi  solidi. 

La  involuzione  é quindi  l’ origine  di  tutte  le  relazioni  di 
simmetria  si  nel  piano  come  nelìo  spazio,  ossia  l’involuzione 
é la  forma  generale  della  simmetria  di  ogni  specie.  Come  nei 
sistemi  piani  l' involuzione  è strettamente  collegata  colla  teo- 
ria delle  curve  del  secondo  ordine  e classe,  perché  serve  a 
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dimostrare  le  loro  svariate  simmetrie,  così  l’involuzione  nello 
spazio  ha  la  medesima  importanza  per  la  teoria  delle  superficie 
del  secondo  ordine  e della  seconda  classe,  come  origine  di 
tutte  le  loro  simmetrie. 

Infine,  tutti  gli  altri  metodi  che  danno  il  modo  di  rappre- 
sentare le  figure  solide  per  mezzo  di  altre  figure  solide,  cioè 
tutti  gli  altri  metodi  di  modellazione,  possono  dedursi  come  casi 
speciali  dalla  omologia  e quindi  sono  racchiusi  sostanzialmente 
nella  Geometria  descrittiva;  tra  tutti  questi  metodi  la  teoria 
della  similitudine  serve  agli  usi  più  generali  e specialmente 
ai  più  artistici,  ed  ha  quindi  una  importanza  speciale  nelle  ap- 
plicazioni tecniche. 

43.  I metodi  di  rappresentazione  sopra  un  piano  usati 
dalla  Geometria  descrittiva  sono  aneli’  essi  casi  speciali  della 
costruzione  di  sistemi  solidi  omologici.  Se  i piani  Se  Q,  coin- 
cidono, l’altro  piano  limite  R passa  pel  centro,  imperocché  il 
punto  di  mezzo  della  perpendicolare  abbassata  da  C sopra  S è 
anche  il  punto  di  mezzo  del  segmento  di  questa  perpendicolare 
intercetto  fra  i due  piani  limiti;  il  piano  R coincide  allora  col 
piano  V e si  ottiene  la  proiezione  centrale  per  le  rette  ed  i 
piani,  come  è stata  esposta  nella  prima  Sezione  di  questa  prima 
Parte,  il  piano  S diviene  il  piano  del  quadro  ed  il  piano  R il 
piano  anteriore. 

Una  retta  che  passa  pel  centro  appare  come  un  punto,  un 
piano  che  passa  pel  centro  come  una  retta,  ec.  ; la  proiezione 
centrale  di  un  oggetto  deve  allora  riguardarsi  come  l’imma- 
gine omologica  dell’  oggetto  stesso,  tale  però  che  la  sua  dimen- 
sione nella  direzione  dei  raggi  di  collineazione  è divenuta  nulla. 
Per  la  determinazione  di  una  proiezione  centrale  occorrono 
quindi  come  dati  il  quadro,  il  piano  anteriore  — la  distanza  lo 
determina  dato  che  sia  il  quadro  — e il  centro  in  questo  piano 
anteriore  — serve  a ciò  il  punto  principale  Ct. 

Se  mentre  i piani  S e Q,  vengono  a coincidere,  il  piano  li- 
mite R ed  il  centro  C vanno  a distanza  infinita,  si  ha  come  caso 
particolare  della  omologia  dei  sistemi  solidi  la  proiezione  pa- 
rallela sopra  un  piano  dello  spazio  obbiettivo,  che  va  ora  con- 
siderata come  una  rappresentazione  affine  e prospettiva,  infi- 
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nitamentc  sottile  nella  direzione  dei  raggi  di  collineazione, 
ossia  colla  dimensione  nulla  in  quella  direzione. 

Per  le  immagini  dei  sistemi  piani  in  questo  caso  valgono 
le  leggi  esposte  nel  § 21 , a.  Ogni  punto  del  quadro  determina 
la  retta  proiettante  che  passa  per  esso,  ed  ogni  retta  del  qua- 
dro il  piano  proiettante.  Il  punto  di  intersezione  S di  una 
retta  g col  quadro  S è un  punto  della  immagine,  la  quale  viene 
quindi  determinata  dalla  immagine  di  un  altro  punto  di  g.  La 
retta  proiettante  parallela  a g avendo  due  dei  suoi  punti  all'  infi- 
nito (C e Q),  giace  tutta  all’infinito  ed  incontra  quindi  il  quadro 
a distanza  infinita,  per  cui  si  ha  che  i punti  di  fuga  di  tutte  le 
possibili  rette  situate  in  un  piano  proiettante  coincidono  indi- 
stintamente nel  punto  di  intersezione  delle  rette  all’infinito  del 
quadro  e del  piano  proiettante,  ossia  nel  punto  all’infinito  della 
traccia  del  piano  proiettante.  Se  inversamente  si  deve  passare 
dalla  immagine  di  una  retta  all'originale,  la  direzione  delle 
rette  proiettanti  e la  traccia  S non  possono  servire  che  alla 
determinazione  del  piano  proiettante  la  retta  e di  un  fascio  di 
rette,  che  ha  per  centro  il  punto  S,  fra  le  quali  si  deve  cer- 
care la  obbiettiva  della  immagine  data;  la  direzione  di  questa 
retta  obbiettiva  rimane  però  indeterminata:  infatti  la  retta  Q'C 
giacendo  tutta  all’  infinito  è la  retta  all’  infinito  del  piano  pro- 
iettante, contiene  quindi  le  direzioni  di  tutte  le  sue  rette  e fra 
di  esse  non  può  servire  a determinarne  alcuna  in  particolare. 
Per  conseguenza  da  un  punto  dell'immagine  non  si  può  otte- 
nere il  punto  corrispondente  di  g,  ma  solo  il  raggio  proiettante 
quel  punto. 

Un  resultato  affatto  analogo  si  ottiene  per  la  determina- 
zione del  piano,  quando  è data  la  sua  traccia  nel  piano  di  pro- 
iezione. Donde  si  vede  che  una  sola  proiezione  parallela  non 
può  bastare  a determinare  una  retta,  un  punto  od  un  piano 
nello  spazio,  e ciò  perchè  gli  elementi  di  fuga  delle  rette  e dei 
piani  non  sono  fra  loro  distinti. 

È solo  coll’  uso  di  due  proiezioni  parallele  sopra  il  mede- 
simo piano  con  direzioni  differenti  pei  raggi  proiettanti,  op- 
pure di  due  proiezioni  parallele  con  direzioni  differenti  sopra 
due  piani  distinti,  che  si  potrà  raggiungere  lo  scopo  della  deter- 
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niinazione  delle  forme  solide  coll’  aiuto  delle  proiezioni  piane 
parallele. 

Cosi  il  concetto  fondamentale  della  Géométrie  dcsciiplive 
di  Monge  è di  considerare  simultaneamente  due  proiezioni 
parallele  ortogonali  sopra  due  piani  ortogonali  fra  loro.  Una 
proiezione  ortogonale  ed  una  obliqua  sul  medesimo  piano  di 
proiezione  bastano  per  la  determinazione  dell’originale,  quando 
è nota  la  direzione  della  proiezione  obliqua  ; questo  caso  si 
presenta  nello  studio  delle  ombre  portate  sopra  un  piano  da  un 
oggetto,  ec. 

Osservazioni.  I)  Rispetto  al  primo  criterio  del  § 41  tutte  le  proiezioni  cen- 
trali piane  possono  essere  considerate  come  rappre- 
sentazioni fatte  secondo  le  leggi  della  visione,  purché  sia 
soddisfatto  il  secondo  criterio  eh’  è quello  che  concerne 
il  cono  visuale.  Nell’  immagine  si  può  distinguere  la 
parte  visibile  da  quella  invisibile,  quando  si  consideri 
il  quadro  come  formato  da  tanti  fogli  sovrapposti  e so- 
pra ciascuno  di  questi  fogli,  nell'  ordine  stesso  in  cui 
sono  disposti  a partire  dal  centro,  si  disegni  la  1», 
la  2*,  la  3»,  ec.,  superfìcie  dell’ oggetto.  In  fondo,  ciò 
equivale  a costruire  una  proiezione  rilievo  infinitamente 
sottile. 

II)  Nella  proiezione  parallela  deve  essere  indicato  il  lato  del 
piano  di  proiezione  dal  quale  si  suppone  che  il  centro 
si  trovi,  per  potere  determinare  la  reciproca  occulta- 
zione delle  superficie  dell’  originale  nell’  immagine 
(Cfr.  § 55).  Allora  si  possono  applicare  le  precedenti 
considerazioni.  . 

Ili)  Alla  sfera  che  ha  per  centro  la  retina  ed  è quindi  tagliata 
normalmente  da  tutti  i raggi  visuali,  corrisponde  il  piano 
della  immagine  nella  proiezione  parallela  ortogonale  ; 
la  proiezione  ortogonale  serve  quindi  a rappresentare 
gli  oggetti  con  maggiore  evidenza  di  qualunque  altra 
proiezione  parallela.  In  generale  ci  possiamo  limitare 
a questo  genere  di  proiezioni  parallele.  Le  proiezioni 
oblique  servono  però  nella  assonometria  (§  CI). 

44.  I sistemi  solidi  omologici  sono  sistemi  solidi  proiettivi 
in  una  speciale  posizione  reciproca,  quando  s’intenda  che  due 
sistemi  solidi  sono  proiettivi  ogni  qualvolta  ad  ogni  punto  del- 
l’uno  corrisponde  un  punto  dell’altro,  ad  ogni  retta  dell’uno 

Fikdlfr.  — Geometria  descrittiva.  9 
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una  retta  dell’  altro.  In  due  sistemi  solidi  proiettivi  alle  pun- 
teggiate, ai  fasci  di  rette,  ai  fasci  di  piani  dell’ uno  corrispon- 
dono punteggiate,  fasci  di  rette,  fasci  di  piani  dell’altro  proiet- 
tivi ai  primi  (Cfr.  § 38). 

Una  tale  relazione  di  due  spazi  è completamente  determi- 
nata dalla  corrispondenza  di  5 punti  A , fi,  C,  D,  fi  dell’uno, 
4 qualunque  dei  quali  non  sono  in  un  piano,  con  3 punti  At,B„ 
• C,,  D„  fi,  dell’altro  (Fig.  79).  Poiché  se  F è un  sesto  punto 
del  primo  sistema,  esso  determina  con  tre  spigoli  del  tetrae- 
dro AD  CD,  che  non  concorrono  in  un  vertice,  3 piani  che 
hanno  il  solo  punto  F in  comune,  i 3 piani  corrispondenti  nel 
secondo  sistema  determinano  il  punto  F , corrispondente  al 
punto  F.  Questi  tre  piani  si  costruiscono,  osservando  che  deve 
essere 

{AB-CDEF)  — (At  fi,  C,  fi,  fi,  fi,) 

(BC- AD  £f)«=  (fi,  Cl-Ai  fi,  E,  fi,) 

(C/l  fifififi)  = (C,d,-fi,  fi,  fi.fi,); 

Fig.  79. 

a.  b. 


notazione  facile  ad  intendersi  (cfr.  § 22),  e servendosi  dei  mezzi 
indicati  nei  §§  17  e 18.  Nello  stesso  modo  ed  applicando  più 
volte  il  medesimo  procedimento,  si  costruiscono  rette  e piani 
dell’un  sistema  corrispondenti  a rette  e piani  dell’altro.  I piani 
limiti  Q,  ed  R si  ottengono  colla  medesima  facilità  degli  altri, 
osservando  che  essi  sono  i piani  corrispondenti  ai  piani  all’in- 
finito dell’  altro  sistema. 

Se  nello  spazio  dell’  immagine  si  considera  un  piano  E,  pa- 
rallelo al  piano  limite  Q,,  il  piano  corrispondente  E dello  spa- 
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zio  obbiettivo  sarà  parallelo  al  piano  R,  ed  i sistemi  contenuti 
nei  due  piani  E ed  E,  saranno  affini,  senza  che  però  gli  angoli 
vengano  conservati.  Questa  condizione  è il  carattere  speciale 
che  posseggono  i sistemi  piani  corrispondenti  situati  in  piani 
paralleli  ai  piani  limiti  dell’omologia,  poiché  la  loro  retta  al- 
l’infinito è contemporaneamente  il  loro  asse  di  omologia,  cioè 
corrisponde  a se  stessa  punto  per  punto.  Con  ciò  è dimostrato 
che  non  sempre  due  sistemi  solidi  collineari  possono  essere 
posti  in  posizione  omologica  (cfr.  § 22);  che  anzi  questa  possibi- 
lità dipende  da  speciali  proprietà  di  quei  sistemi.  Per  i metodi 
di  rappresentazione  non  vengono  in  uso  che  sistemi  omologici. 

Più  lungi  parleremo  dei  sistemi  solidi  reciproci  (Cfr.  § 23). 

Esercizi,  t)  Se  due  sistemi  solidi  collineari  hanno  in  comune  un  sistema 
piano,  essi  hanno  in  comune  anche  una  stella,  e viceversa. 
Dimostrare  la  connessione  che  esiste  fra  questo  teorema 
ed  il  teorema  dell’  Es.  2 , § 38. 

2)  Dimostrare  che  la  determinazione  dei  sistemi  omologici  per 

mezzo  del  centro,  del  piano  di  collineazione  e di  uno  dei 
piani  limiti,  è una  forma  speciale  della  determinazione 
per  mezzo  di  cinque  coppie  di  punti  corrispondenti.  Il 
piano  limite  può  essere  sostituito  da  una  coppia  di  punti 
corrispondenti. 

3)  Se  due  sistemi  solidi  sono  collineari  con  un  medesimo  si- 

stema, essi  lo  sono  anche  fra  loro.  Donde  segue  che,  se 
in  una  serie  di  sistemi  ognuno  è collineare  col  seguente, 
anche  due  qualunque  lo  sono  fra  loro.  Lo  stesso  vale  per 
sistemi  simili  od  affini. 

45.  Il  seguente  teorema  è fe- 
condo di  importanti  conseguenze: 

Se  3 sistemi  solidi  sono  due  a due 
omologici  fra  loro,  i 3 centri  di 
collineazione  sono  in  linea  retta. 

Indichiamo  con  S,,  S,,Sj  i piani 
di  collineazione  del  2”  e 3°  sistema, 
del  3°  e 1°,  del  1°  e 2°;  questi  tre 
piani  si  tagliano  in  un  punto  S; 
allora  (Fig.  80)  ad  ogni  retta 
del  1“  sistema  che  passa  por  S e 
contiene  i due  punti  /!„  fi,,  cor- 
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risponde  una  retta  gt  del  2n  sistema  che  passa  per  6'  e con- 
tiene i due  punti  At,  Bt  corri  sporgenti  ad  A,,  Bt  respettivamen- 
te;  a gl,Al,B{  corrispondono  finalmente  nel  3°  sistema  la  retta 
g3  che  passa  per  S,  ed  i punti  A„  B3  di  g,.  Le  rette  A^, 
BlB,  si  tagliano  nel  centro  di  collineazione  dei  primi  due  si- 
stemi, che  indicheremo  con  C„ ; A^i,,  BtBt  si  tagliano  in  C,; 
AtA„  BtB,  in  Cr 

I triangoli  A,A,Aìt  BlBiB3  hanno  i vertici  corrispondenti 
due  a due  sopra  tre  rette  che  passano  per  un  punto  S;  dunque  i 
lati  corrispondenti  si  tagliano  in  tre  punti  situati  in  linea  retta 
(§  19,  Es.  5),  ed  i punti  Cit  Ct,  C,  sono  in  linea  retta,  come  si 
voleva  provare. 

È quindi  anche  dimostrato  questo  teorema  più  speciale:  Se 
tre  sistemi  piani  sono  due  a due  omologici  ed  i loro  assi  di 
collineazione  hanno  un  punto  comune,  i loro  centri  di  collinea- 
zione  sono  in  linea  retta,  e viceversa. 

Ed  anche  il  caso  ancor  più  speciale:  Se  due  sistemi  piani 
sono  simili  ad  un  terzo  sistema  piano  ed  omologici  a questo, 
essi  sono  anche  omologici  e simili  fra  di  loro,  ed  i tre  centri  di 
similitudine  sono  in  linea  retta.  In  questo  caso  le  rette  AxBlt 
AJlìt  A3B3  sono  parallele,  e quindi  hanno  un  punto  comune 
all’  infinito. 

Esercizi.  1)  Duo  circoli  qualunque  situati  noi  medesimo  piano  od  in  piani 
paralleli,  sono  fra  loro  simili  ed  omologici  tanto  pel  punto 
di  similitudine  interno  J,  quanto  pel  punto  di  similitudine 
esterno  E.  Se  i centri  di  similitudine  di  tre  cerchi  A',,  A',, 
A’,  situati  nel  medesimo  piano  od  in  piani  paralleli,  sono 
A,,,  ^ n pcc  A,,  A,;  A, 3,  A,;,  per  A ,,  As*,  E33ì  J33  per  A8 , 
A",,  vi  sono  quattro  rette  differenti  che  ne  contengono  tre 
cioè  Als  AS3  A;„,  AS3  E33 , /‘-I . i/,3  E. ,,  è- 1/31 , 
e formano  quindi  un  quadrilatero  completo. 

2)  Due  circoli  del  medesimo  piano  sono  omologici  ed  hanno  per 

asse  di  omologia  il  loro  asse  radicale  e per  centro  1'  uno 
o 1’  altro  indifferentemente  dei  due  centri  di  similitudine. 
Gli  assi  di  collineazione  di  tre  cerchi  situati  nel  medesimo 
piano  si  tagliano  in  un  punto. 

3)  Due  sfere  sono  fra  loro  simili  ed  omologiche  ed  hanno  il  loro 

punto  esterno  di  similitudine,  come  pure  il  loro  punto 
interno,  per  centri  di  omologia,  ed  il  piano  che  diccsi  il 
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piano  radicale  dello  due  sfere  è il  loro  piano  di  omolo- 
gia. I sei  punti  di  similitudine  di  tre  sfere  si  trovano 
sopra  quattro  rette,  ognuna  delle  quali  ne  contiene  tre, 
ed  i tre  piani  di  omologia  si  tagliano  in  una  retta,  elio  è 
normale  al  piano  dei  centri. 

4)  Quattro  sfere  formano  in  otto  modi  sei  coppie  di  figure  simili 
ed  omologiche;  i centri  di  similitudine  sono  sopra  otto 
piani,  ognuno  dei  quali  no  contiene  sei  ; i sei  piani  di  omo- 
logia passano  per  un  punto. 
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II.  Le  leggi  fondamentali  della  proiezione  parallela  ortogonale, 
le  sue  trasformazioni  e l’assonometria. 


Fig.  81. 


46.  Le  figure  solide  possono  essere  determinate  in  generale 
per  mezzo  di  due  proiezioni  parallele  ortogonali  fatte  sopra 
due  piani  ortogonali  fra  loro;  fissato  un  punto  di  partenza  0 
sulla  sezione  x dei  due  piani  (Fig.  81),  un  punto  qualunque 

può  essere  determinato  per 
mezzo  delle  sue  distanze  AA', 
AA"  dai  due  piani  di  proiezione 
e dalla  distanza  del  punto  0 
dalla  intersezione  Ax  del  piano 
AA'AjA”,  normale  all*  asse  x , 
con  questo  asse.  Quando  si  con- 
sidera il  punto  0 come  deter- 
minato dalla  intersezione  del- 
l’ asse  x con  un  terzo  piano  ad  esso  normale , si  ottengono  tre 
piani  ortogonali  fra  loro,  che  possono  dirsi  i piani  fondamentali 

0 di  proiezione  XOY,  YOZ,  XOZ  (Fig.  82)  e tre  rette,  interse- 
zioni dueaduedei  tre  piani,  ossia  gli  assi  diproiezione  OX,OY, 

OZ  che  sono  perpendicolari 
Fig-82-  ai  piani  ZOY,  XOZ,  XOY 

respettivamente.  Abbiamo  al- 
lora tre  proiezioni  parallele 
ortogonali  di  ogni  figura  so- 
lida, cioè  le  tre  proiezioni  sui 
piani  XOY,  ZOX,  ZOY  che 
indicheremo  coi  nomi  di  1*, 
2‘,  3*  proiezione.  La  la,  la  2% 
la  3*  proiezione  di  un  punto  si 
indicheranno  colla  medesima 

1 lettera  che  indica  il  punto 
nello  spazio,  ma  coll’aggiunta  di  1,2,3  apici  respettivamente. 
Abbiamo  allora  nella  Geometria  descrittiva  un  metodo  per  de- 


/+" 


/ 
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terminare  i punti  dello  spazio  identico  a quello  della  Geome- 
tria analitica.  Chiameremo  respettivamente  z,y,  x le  distanze 
di  un  punto  qualunque  A dal  1°,  dal  2°  e dal  3°  piano  di  pro- 
iezione ; distingueremo  poi  sopra  ciascuno  degli  assi  la  dire- 
zione positiva  e quella  negativa,  e prenderemo  come  positiva 
o come  negativa  una  coordinata  a seconda  che  essa  è percorsa 
a partire  dal  corrispondente  piano  di  proiezione  nel  senso  posi- 
tivo o nel  senso  negativo  dell’  asse  normale  a quel  piano.  Ogni 
punto  è determinato  quando  ne  son  date  le  coordinate  in  gran- 
dezza e segno,  vale  a dire,  quando  son  date  la  grandezza  e la 
direzione  dei  segmenti  che  sulle  rette  che  proiettano  quel  punto 
sono  intercetti  fra  il  punto  stesso  e le  sue  proiezioni. 

Le  rette  proiettanti  x,  y,  z di  un  punto  A determinano, 
prese  due  a due,  tre  piani  paralleli  ai  piani  di  proiezione,  i 
quali  tagliano  gli  assi  nei  punti  Ax,  A t,  A,  respettivamente 
(Fig.  82).  Questi  piani  racchiudono  coi  piani  di  proiezione  un 
parallelepipedo  rettangolo  che  denoteremo  come  il  parallelepi- 
pedo proiettante  il  punto;  le  sue  facce  sono  due  a due  uguali 
e parallele,  i suoi  dodici  spigoli  son  quattro  a quattro  uguali 
e paralleli  fra  loro.  Se  si  pone:  OA=l,  OA'  = l',  OA"=*F, 
OA'  — r,  e si  indicano  con  /3,,  /3t,  gli  angoli  di  inclinazione 
della  retta  l coi  tre  piani  di  proiezione,  vale  a dire,  se  si  pone 
L(l,  /')  = £,,  i (l,  D = /3„  i(^,  r)  = /3j,  si  hanno  le  relazioni 


r = r +j’= r +y'  = r -f- - x%  -+-  y'  -+- 
r x'+y*  r*  x’-4-z’  r 

5 ^1=3^  = p yCOS  p — p > COS  ^3=*  p = 

. ’ z*  , „ v'  , _ x* 

sen'P,=~j r,  sen,/3,=-^-; 


sen'P^-jì, 

quindi 


cos ' fi,  -+-  cos ’ /3S  -+-  cos ’ /33  = 2, 
se»’/3,  -r-sen*  j3,  -hsen'fi,  = 1 , 

ossia: 

- cos*  0,  = 2,2  sen'  & = 1 ; quindi  anche  0,  -t-  (3k  < 90° 

ii  — 

(*,  k differenti  fra  loro  ed  = 1 , 2,  3). 

Osservaz.  I)  Se  per  brevità  indichiamo  con  (a,  b,  c)  il  punto  di  coordinate 
x=a,  y — b,  z = c,  l’origine  0 è rappresentata  da 


Digitized  by  Google 


136  PARTE  PRIMA. 

(o,  o,  o)  ; (o,  o,  c)  indica  un  punto  dell’asse  OZ  ; (o,  b,  o) 
un  punto  dell'  asse  OY ; (a,o,  o)  un  punto  dell’asse  OX. 
II)  Parimente  (o  ,b,c)  indica  un  punto  del  piano  YOZ , (a,  o,  c) 
un  punto  del  piano  XOZ , e (a,  b,  o)  un  punto  del 
piano  A 'OY. 

Ili)  Tutti  i punti  (a,  ±a,  c),  le  cui  coordinate  x,  y sono  uguali  in 
valore  assoluto,  si  trovano  in  due  piani  che  passano  per 
l’asse  OZ  e bisecano  gli  angoli  formati  dai  due  piani  di  pro- 
iezione che  passano  per  OZ;  chiameremo  H»  il  piano  che 
contiene  i punti,  le  cui  coordinato  sono  {a,  a,  c)  e Hr  il 
piano,  i cui  punti  hanno  le  coordinate  (a,  — a,  c). 

Parimente  i punti  (a,  b,  ±6)  sono  distribuiti  in  due  piani 
H,,  BL'  che  passano  per  OX  e bisecano  gli  angoli  for- 
mati dai  piani  di  proiezione  che  passano  per  quell’asse  ; 
infine  i punti  (a,  b,  ± a)  sono  sopra  due  piani  Hy,  H»‘. 
Chiameremo  questi  piani  i sei  piani  bissetlori  del  sistema 
di  proiezione.  Essi  possono  essere  considerati  come  piani 
diagonali  di  speciali  parallelepipedi  di  proiezione, 

IV)  I punti  (a,  a,  a)  che  hanno  le  coordinate  uguali  e dello  stesso 
segno  giacciono  sopra  una  retta  /,  che  passa  pel  punto  O 
e fa  angoli  uguali  cogli  assi  di  proiezione,  essa  è l’ inter- 
sezione dei  tre  piani  R„,  H„,  H».  Parimente  i punti 
( — a,  a,  a)  sono  in  una  retta  intersezione  dei  piani  H.- 
Hi,  Hj,'  la  chiameremo  /*.  I punti  (a,  — a,  a)  sono  in 
una  retta  intersezione  dei  piani  Hv  , H*  , H,  ed  i punti 

Fig.  83. 
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(a,  a,  — a)  sulla  intersezione  / dei  piani  H»,  IL  , H». 
Queste  quattro  rette,  die  fanno  angoli  eguali  cogli  assi 
e coi  piani  di  proiezione,  si  dicono  gli  assi  bissettori  del 
sistema,  essi  sono  le  diagonali  di  un  cubo  proiettante; 
nella  Figura  83  i piani  Hr  Hy , H„  H« , H?  H..'  sono  i 
piani  delle  coppie  di  rette 

(Cfr.  § 49,  Es.  5 e § 60  Nota). 

Esercizio.  Quale  è la  grandezza  degli  angoli  j3<  per  gli  assi  bissettori  7 

47.  Un  piano  qualunque  S interseca  i tre  piani  di  proie- 
zione secondo  tre  rette,  che  chiameremo  le  tracce  s,  del  mede- 
simo e che  distingueremo  col  nome  di  1*,  2*,  3*  traccia,  e 
chiameremo  s,  quella  sul  piano  XOY,  s , quella  sul  piano  XUZ, 
s,  quella  sul  piano  YOZ.  Queste  tracce  costituiscono  un  trian- 
golo, i cui  vertici  Sx,  Sy,  S,  sono  sugli  assi  di  proiezione.  Il 
piano  S taglia  inoltre  i sei  piani  bissettori  H,  secondo  le  rette 
hz,  A*  , A,,  h,-,  h„  A.-,  e i quattro  assi  bissettori  nei  punti 
U,  Hx,  //„,  H,  che  sono  i vertici  di  un  quadrangolo  completo, 
i lati  del  quale  sono  le 
rette  A,  e che  ha  per 
punti  diagonali  i punti 
Sz,  Sy,  S,e  per  diagonali 
le  tracce  s, , st,  ss. 

Se  dall’origine  0 si 
abbassa  sul  piano  S una 
normale  n e con  N s'in- 
dica il  punto  in  cui  essa 
incontra  il  piano,  que- 
sto punto  N è anche  il 
punto  comune  alle  tre 
altezze  del  triangolo 
SJSyS„  poiché  i piani 
normali  al  piano  dato 
condotti  per  OZ , OX, 

OY  respettivamente  si  tagliano  secondo  la  retta  ON  (Cfr.  g 10, 
Es.  10).  Siano  , /3a , gli  angoli  di  questa  normale  coi  piani 
di  proiezione  (g  46),  gli  angoli  a3  del  piano  dato 


Fig.  84. 
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coi  piani  di  proiezione  sono  i complementi  di  0,,  /3,,  e 
quindi  si  ha: 

2 cos'ai  ==1,2  sen'*i  = 2,  -+-  «* 90° , 

1 1 

ove  i e k sono  due  differenti  numeri  presi  nella  serie  1 , 2,  3. 
Le  intersezioni  dei  piani  n,  OZ;  n,  OY ; n,  OX  coi  piani  di  pro- 
iezione XOY,  XOZ , YOZ  respetti  vamente  sono  le  tre  proiezioni 
ri,  ri',  ri"  della  normale  n,  e poiché  quei  piani  sono  normali  alle 
tracce  s,,s,,  s,  respetti  vamente,  anche  ri,  ri',  ri'"  sono  respetti  va- 
mente normali  a s,,  st,  s,.  Finalmente,  poiché  tutte  le  perpendi- 
colari ad  un  medesimo  piano  e tutti  i piani  normali  alla  mede- 
sima retta  sono  fra  di  loro  paralleli , e le  proiezioni  di  rette 
parallele  come  pure  le  tracce  di  piani  paralleli  sono  fra  loro 
parallele,  si  ha  il  teorema:  Le  proiezioni  di  una  normale  qua- 
lunque ad  un  piano  sono  normali  alle  tracce  omonime  del  pia- 
no ; reciprocamente  : Le  tracce  dei  piani  normali  ad  una  retta 
sono  perpendicolari  alle  proiezioni  omonime  della  retta. 


Fig.  85. 
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Osservazione.  Dal  triangolo  SxSy S,  di  un  piano  (Fig.  85)  si  possono  dedurre 
la  distanza  dell'  origine  dal  piano  ed  i segmenti  che  il 
piano  taglia  sopra  i tre  assi.  Difatti  si  determini  il 
punto  N intersezione  delle  altezze  del  triangolo  dato  e 
per  esso  si  conduca  la  NO,  parallela  ad  SJSr , sia  O,  il 
punto  in  cui  questa  parallela  incontra  il  cerchio  de- 
scritto sopra  l’ altezza  AtS,  come  diametro , dico  che 
NO,  è la  distanza  di  0 dal  piano,  poiché,  per  un  noto 
teorema  di  geometria,  la  perpendicolare  NO  abbassata 
dal  vertice  O dell’  angolo  retto  sulla  ipotenusa  .S'xA,  del 
triangolo  rettangolo  S„4,0  (Fig.  84)  è media  propor- 
zionale frai  due  segmenti  S.N  ed  NA,  della  ipotenusa; 
dunque  NO,  è uguale  ad  NO.  Ribaltiamo  ora  il  piano 
SxOS,  sul  piano  dato,  facendolo  girare  attorno  alla 
retta  SxSy , il  punto  0 verrà  allora  sulla  perpendicolare 
A,S,  ad  una  distanza  da  A,  uguale  ad  A,0„  quindi 
avremo  in  0,*  il  ribaltamento  di  O;  le  retto  0,*SX, 
0,*Sy  sono  allora  i ribaltamenti  di  OS,,  0Sy  e danno 
quindi  nella  loro  vera  grandezza  due  dei  segmenti  ta- 
gliati sugli  assi  dal  piano  SJSyS,  ; analogamente  si  tro- 
verebbe il  terzo  segmento.  Le  bissettrici  degli  angoli 
retti  in  O determinano  sopra  la  retta  SxSy  due  punti 
B | , B,  che  appartengono  ai  piani  bissettori  condotti  per 
l’asse  OZ ; quindi  SXB,  e S,B,‘  saranno  le  rette  h,,  h, i. 
Analogamente  avremo  le  rette  hx,  hx  , hy,  h,- , ed  i 
punti  di  intersezione  di  tre  di  queste  rette  saranno  i 
punti  Hi . Le  ora  accennate  costruzioni  non  danno  il 
segno  dei  segmenti  fatti  sugli  assi  dal  piano,  quindi  ab- 
biamo otto  sistemi  di  tre  segmenti  con  determinati  se- 
gni e quindi  otto  posizioni  del  piano  che  corrispondono 
alle  otto  parli,  in  cui  è diviso  lo  spazio  dai  tre  piani  di 
proiezione. 

Esercizi.  1)  Nella  Osservazione  precedente  determinare  le  differenti  posi- 
zioni relative  del  quadrangolo  delle  Hi. 

2)  Dedurre  dalle  costruzioni  precedenti  gli  angoli  a,  del  piano. 

3)  I punti  Bi , che  trovansi  sui  lati  del  triangolo  delle  tracce , 

sono  tre  a tre  in  linea  retta  e quattro  sono  le  rette  che 
contengono  tre  punti  Bt  (Vedi  Fig.  92). 

4)  Qual  è il  carattere  speciale  del  quadrangolo  delle  Hi  per  un 

piano  che  ha  per  triangolo  delle  tracce  un  triangolo  equi- 
latero? 

5)  Quale  è la  grandezza  degli  angoli  a,-  di  un  piano  che  ha  per 

triangolo  delle  tracce  un  triangolo  equilatero? 

(>)  Ogni  piano  parallelo  ad  uno  degli  assi  di  proiezione  ha  per 
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triangolo  delle  tracce  una  striscia  parallelogrammica,  il 
cui  vertice  all’infinito  appartiene  all'asse  cui  quel  piano 
è parallelo.  Il  quadrangolo  HITMIIr  II,  è allora  un  trape- 
zio isoscele,  i cui  lati  paralleli  hanno  la  direzione  delle 
tracce  parallele  ed  i lati  non  paralleli  hanno  la  medesima 
inclinazione  sopra  la  terza  traccia. 

7)  Ogni  piano  parallelo  ad  uno  dei  piani  di  proiezione  ha  una 

traccia  infinitamente  lontana  ed  il  quadrangolo  delle  IL  in 
questo  caso  è un  quadrato. 

8)  Ogni  piano  parallelo  ad  un  piano  bissettorc  ha  due  vertici  del 

quadrangolo  delle  //,-  e quindi  anche  uno  dei  lati  a di- 
stanza infinita,  gli  altri  due  vertici  del  quadrangolo  sono 
sulla  parallela  alle  due  tracce  parallele  che  passa  pel 
punto  di  mezzo  della  terza  traccia  e sono  posti  simmetri- 
camente rispetto  a questa  terza  traccia. 

9)  Se  un  piano  è parallelo  ad  un  asse  bisscttore,  uno  dei  punti  IL 

va  all’infinito  c le  tre  corrispondenti!),  divengono  parallele. 

10)  Un  piano  è normale  ad  uno  dei  piani  bissettori,  quando  due 

dei  segmenti  che  esso  determina  sugli  assi  sono  uguali  ; 
come  è in  tal  caso  il  quadrangolo  dello  IL  f 

11)  Come  casi  speciali  delle  posizioni  di  un  piano  sono  da  consi- 

derarsi, tanto  per  ciò  che  concerne  il  triangolo  delle  tracce 
quanto  pel  quadrangolo  delle  IL  t i casi  in  cui  il  piano 
contiene  un  asse  di  proiezione  o un  asse  bisscttore. 

12)  Dal  segno  delle  coordinate  dei  tre  punti  S»,  St,  S,  di  un 

piano  si  determina  il  segno  delle  coordinate  di  un  altro 
punto  qualunque  del  piano,  quando  si  considera  la  loro 
posizione  rispetto  al  triangolo  delle  tracce.  Tutti  i punti 
dell’  interno  del  triangolo  hanno  le  coordinate  del  mede- 
simo segno  dei  tre  segmenti  fatti  sugli  assi,  quando  si 
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attraversa  una  traccia,  cangia  di  segno  la  corrispondente 
coordinata,  cosi  per  es.  passando  al  di  là  della  traccia 
SXS „ cangia  di  segno  la  coordinata  z.  Determinare  in 
quale  ottante  dello  spazio  trovasi  il  piano,  i cui  punti 
lianno  coordinate  che  hanno  i segni  indicati  nella  Fig.  86. 

13)  Un  piano  in  generale  è diviso  in  sette  parti  dalle  tracce  dei 

piani  di  proiezione;  quindi  esso  non  può  contenere  punti 
che  appartengono  ad  una  delle  otto  regioni  determinate 
dai  piani  di  proiezione.  Quale  è la  regione,  della  quale  il 
piano  non  contiene  alcun  punto? 

14)  I piani  di  proiezione  ed  i piani  bissettori  dividono  lo  spazio 

in  48  regioni  o angoli  triedri,  ogni  piano  ha  in  generale 
punti  di  33  di  queste  regioni. 

1 5)  Dare  lo  relazioni  speciali  che  passano  fra  gli  angoli  a,  dei  piani 

proiettanti,  dei  piani  paralleli  ad  un  piano  di  proiezione 
o ad  un  piano  Dissettore  ; quindi  la  posizione  delle  loro 
normali. 

16)  Se  un  lato  di  un  angolo  retto  ò parallelo  ad  un  piano  di  pro- 

iezione, la  corrispondente  proiezione  è un  angolo  retto. 

48.  Una  retta  g determina  colle  direzioni  dei  tre  assi  di 
proiezione  OZ,  OY,  OX  tre  piani  proiettanti  G,,  G,,  Gj,  dei 
quali  ognuno  ha  due  tracce  parallele  fra  loro  ed  una  normale 
alle  altre  due;  queste  ultime  tracce  g',g",g  ' (Fig.  87)  sono  le  tre 
proiezioni  della  retta  g.  La  retta  taglia  i tre  piani  di  proiezione 
in  tre  punti  che  chiameremo  le  tracce  della  retta  e che  denote- 
remo con  Slt  S,,  S„  secondo  che  appartengono  al  1°,  2°,  3°  piano 
di  proiezione  resp.  Ognuno  di 
questi  punti  5,  trovasi  sopra  i 
tre  piani  G,  ed  in  un  piano  di 
proiezione  ; tale  punto  è quin- 
di la  intersezione  delle  tracce 
omonime  di  quei  piani. 

In  generale,  quella  retta  g 
taglia  anche  in  punti  distinti  e 
posti  a distanza  finita  i sei  piani 
bissettori  ; indicheremo  con 
il  punto  di  intersezione  di  g 
e di  H,.  Questi  punti  si  tro- 
vano sopra  i lati  di  tutti  i qua-  1 
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drangoli  formati  dai  piani  che  passano  per  g coi  piani  di  pro- 
iezione e coi  piani  bissettori  (§  47,  Fig.  88);  essi  apparten- 
gono quindi  (g  23,  3)  alla  stessa  involuzione.  Tre  coppie  della 
medesima  sono  %x,  ■■£>*■;  $v,  $„■; 

Le  posizioni  speciali  delle  rette  si  caratterizzano  facil- 
mente per  mezzo  delle  loro  relazioni  col  sistema  dei  piani  di 
proiezione  e dei  piani  bissettori;  una  retta  può  essere  paral- 
lela ad  uno  dei  piani  di  proiezione,  per  modo  cioè  che  una 

delle  sue  tracce  vada  all’  in- 
finito; una  retta  può  essere 
parallela  a due  dei  piani  di 
proiezione,  ossia  ad  un  asse 
e le  due  tracce  corrispondenti 
si  allontaneranno  indefinita- 
mente ; una  retta  può  essere 
parallela  ad  un  piano  bisset- 
tore,  oppure  a due  e quindi  a 
tre,  cioè  ad  un  asse  bissettore  ; 
essa  può  tagliare  uno  o due 
assi  di  proiezione,  e può  pa- 
rimente tagliare  uno  o due 
assi  bissettori,  quando  una 
retta  taglia  due  assi  bisset- 
tori essa  taglia  anche  un  asse 
di  proiezione.  E molto  utile  determinare  per  questi  casi  spe- 
ciali la  posizione  dei  piani  proiettanti  e le  particolarità  che 
presenta  il  sistema  delle  5,  e delle 

La  punteggiata  che  trovasi  sopra  una  retta  ha  la  sua  pro- 
iezione sulla  proiezione  omonima  della  retta,  ed  i piani  che 
passano  per  la  retta  hanno  tracce  che  passano  per  le  tracce 
omonime  della  retta. 

Esercizi.  1)  Le  tracce  della  retta  sui  piani  di  proiezione  sono  i punti  della 
medesima  che  hanno  una  coordinata  nulla  (Cfr.  § 40, 
Oss.  II). 

2)  Determinare  le  tracce  di  G,,  G,,  Gì  che  si  tagliano  in  Si. 

:i)  Le  traccie  S,,  sono  coniugate  armoniche  di  4),'  ; S„  S, 
lo  sono  di  X);  ff)t'  ; S.,,  St  di  (§  22,  Es.  3).  Se 
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una  di  queste  tracce  è infinitamente  lontana,  l’altra  è il 
pùnto  di  mezzo  della  coppia  corrispondente. 

4)  Per  quanti  e per  quali  degli  otto  ottanti  dello  spazio  passa  in 

generale  una  retta  g?  Come  variano  i segni  delle  coordi- 
nate dei  suoi  punti  ? 

5)  Dimostrare  che  per  le  rette  g parallele  a due  piani  di  proie- 

zione l’involuzione  delle  -fffi  è simmetrica  e che  la  traccia 
che  si  ha  a distanza  finita  è un  punto  doppio  di  quella 
involuzione. 

6)  Determinare  il  punto  centrale  della  involuzione  delle  per 

una  retta  y parallela  all’asse  bissettore  /\ 

7)  Cosa  diviene  la  relazione  armonica  delle  sopra  una  retta  g 

che  trovasi  in  un  piano  di  proiezione  ? 

8)  Specializzare  la  involuzione  delle  e la  proiezione  delle  S< 

per  una  retta,  che  è parallela  ad  un  piano  bissettore. 

9)  Ricercare  se  le  relazioni  degli  angoli  fì(  per  alcuni  di  questi 

casi  speciali  danno  luogo  a risultati  particolari. 

49.  I tre  piani  di  proiezione,  nei  quali  si  trovano  tutti  gli 
elementi  che  servono  alla  determinazione  dei  punti  dello  spa- 
zio, si  ribaltano  sopra  un  piano  solo , il  piano  del  disegno,  onde 
ottenere  la  rappresentazione  grafica  degli  elementi  in  essi  conte- 
nuti. Immaginiamo  uno  di  questi  piani  verticale,  per  es.  il  piano 
XOZ,  e degli  altri  due  perpendicolari  ad  esso  supporremo  per 
fissare  le  idee  che  il  piano  XOY  sia  orizzontale;  facciamo  ruo- 
tare il  piano  XOY  attorno  all’asse  OX,  finché  venga  a cuopriro 
il  piano  XOZ  e ribaltiamo  parimente  sul  piano  XOZ  il  piano 
YOZ,  facendolo  girare  attorno  all’  asse  OZ.  Questi  due  ribalta- 
menti  debbono  essere  eseguiti  in  modo  che  nella  prima  rota- 
zione l’asse  positivo  OY  cuo- 
pra  l’ asse  negativo  — OZ,  e 
nella  seconda  l’asse  positivo  OY 
cuopra  l’asse  negativo  — OX 
(Fig.  89).  Le  coordinate  y deb- 
bono allora  essere  contate  tanto 
sull’asse  orizzontale  quanto  su 
quello  verticale.  Se  fissiamo 
che  la  direzione  positiva  del- 
l’asse OX  sia  quella  verso  de- 
stra e quella  positiva  dell’asse 
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OZ  quella  verso  l’alto,  allora  la  direzione  positiva  della  y 
sarà  verso  sinistra  sull’asse  orizzontale  e verso  il  basso  su 
quello  verticale. 

Si  hanno  cosi  tre  delle  facce  del  parallelepipedo  proiettante 
di  un  punto  yi.cioè  (Fig.  89)  OAzA'Ay,  OAyA"A„  OAxA'A,e  queste 
contengono  tre  volte  la  coordinata  x e la  coordinata  z e quat- 
tro volte  la  coordinata  y.  Due  proiezioni  del  medesimo  punto 
A giacciono  sopra  una  retta  perpendicolare  all’asse  interse- 
zione dei  due  corrispondenti  piani  di  proiezione  ; cosi  A A'  è per- 
pendicolare ad  OX.  I triangoli  rettangoli  che  hanno  per  cateti 
OA',  z;  OA,  y;  OA",  x respetti vamente,  hanno  le  ipotenuse 
uguali  fra  loro  ed  alla  distanza  del  punto  0 dal  punto  A 
(.r,  y,  z);  gli  angoli  acuti  di  questi  triangoli  rettangoli  com- 
presi tra  OA  e le  sue  proiezioni  danno  gli  angoli  ft. 

Esercizi.  1)  Dedurre  le  proiezioni  di  un  punlo  dalle  sue  coordinate, 
e dando  a queste  le  otto  combinazioni  elle  si  hanno  pei 
segni,  determinare  le  proiezioni  degli  otto  punti  corri- 
spondenti. 

2)  Dalle  proiezioni  di  un  punto  sopra  i piani  A'OY,  X 'OZ  suppo- 

ste date,  dedurre  le  sue  coordinate,  determinare  la  sua 
posizione  nello  spazio  e la  terza  proiezione. 

3)  Da  A',  A"  dedurre  la  proiezione  A". 

4)  Determinare  le  proiezioni  di  un  punto  per  tutte  le  speciali 

posizioni  indicate  negli  Esercizi  del  § 46,  ed  in  particolare 
determinare  i caratteri  dei  punti  che  trovansi  sui  piani  di 
proiezione. 

5)  I punti  dei  piani  bissettori  H , H»  , H>'  hanno  ciascuno  due 

proiezioni  coincidenti  ; delle  proiezioni  dei  punti  dei  piani 
Rr,  H, , H due  sono  simmetriche  rispetto  ad  un  asse  di 
proiezione  ; una  delle  proiezioni  dei  punti  di  questi  sci 
piani  è sempre  sopra  una  delle  bisscttrici  degli  angoli 
degli  assi. 

(5)  Esistono  punti  pei  quali  le  tre  proiezioni  coincidono  in  un  sol 
punto  ? E se  esistono , dove  è che  si  trovano  essi  e quali 
sono  le  loro  proiezioni  ? 

50.  Una  retta  è determinata  da  due  delle  sue  proiezioni  g, 
(Fig.  90),  come  intersezione  dei  piani  proiettanti  G,  corrispon- 
denti ; essa  non  è determinata  quando  i due  piani  G,  corri- 
spondenti a quelle  due  proiezioni  si  cuoprono,  cioè  quando 
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quelle  due  proiezioni  si  trovano  sopra  una  medesima  perpen- 
dicolare all’  asse  intersezione  dei  due  piani  di  proiezione  corri- 
spondenti. In  questo  caso  la  retta  è parallela  all’  ultimo  piano 

Fi*.  90. 


di  proiezione  e viene  determinata  da  due  proiezioni,  quando  una 
di  queste  è quella  sull’ultimo  piano.  In  generale  quindi  ba- 
stano due  proiezioni  per  la  determinazione  della  retta  originale 
e la  terza  si  può  tralasciare  (Cfr.  § 49 , Es.  2). 

Se  supponiamo  dati  due  punti  A (x,,  y„  z,)  e B (a?,,  yt,  zt) 
per  mezzo  delle  loro  proiezioni , le  proiezioni  della  loro  con- 
giungente AB  sono  date  dalle  congiungenti  le  loro  proiezioni 
omonime  A'B',  A"B ",  A'"B"'.  Queste  proiezioni  e le  differenze 
corrispondenti  z,—  zt,  y,—  y„  x,—x,  delle  coordinate,  prese 
come  cateti  di  tre  triangoli  rettangoli,  danno  tre  ipotenuse  che 
sono  uguali  alla  vera  grandezza  AB  della  retta  e gli  angoli 
/3,,  fi,,  fi,  che  la  retta  fa  coi  piani  di  proiezione,  talché  si  ha 
A'B'^AB  cos  fi,,  ec. 

La  punteggiata  che  trovasi  in  AB  è omologica  e simile 
alle  sue  proiezioni  parallele,  i rapporti  di  similitudine  sono 
costanti  e respettivamente  uguali  ad  AB  : A'B',  ec.,  ossia  a 1 : 
cos  fi, , ec.  Per  fi,  = o due  punteggiate  sono  uguali,  per  /3,= 
90n  la  prima  proiezione  della  retta  si  riduce  ad  un  punto. 
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Le  tracce  S„  Sit  S,  della  retta  (Fig.  90)  coincidono  colle 
loro  proiezioni  omonime  e trovansi  quindi  sulle  proiezioni  omo- 
nime della  retta , all*  in- 
rig.  »t.  contro  colle  perpendicolari 

agli  assi,  che  trovansi  in 
quel  piano  di  proiezione 
condotte  pei  punti,  in  cui  le 
altre  proiezioni  della  retta 
incontrano  questi  assi  (Cfr. 
Fig.  87). 

I punti  di  intersezione 
di  una  retta  coi  piani  bisset- 
tori  hanno  una  delle  loro 
proiezioni  nelle  bissettri- 
ci  degli  angoli  degli  assi 
(Fig.  91);  ■#„  fg:  hanno  so- 
pra una  bissettrice  la  prima 
proiezione;  -fgv,  fy,-  la  se- 
conda ; >Jgx , £)*■  la  terza  e 

sono  quindi  determinate. 

Esercìzi,  t)  Costruire  la  distanza  di  due  punti  dati  per  mezzo  delle  loro 
prime  proiezioni  e delle  coordinate  r,  = 5,  rt  = — 3; 
determinare  poi  gli  angoli  j3<  della  congiungente. 

2)  Costruire  le  proiezioni  di  una  retta,  date  che  siano  due  delle 

sue  tracce  sui  piani  di  proiezione. 

3)  Condurre  due  rette  per  un  medesimo  punto. 

4)  Le  rette  parallele  hanno  le  proiezioni  omonime  parallele,  ed 

hanno  uguali  i rapporti  di  similitudine  colle  loro  proie- 
zioni omonime. 

5)  Costruire  le  proiezioni  del  quarto  armonico  di  tre  punti  di  una 

retta  data  per  mezzo  delle  sue  proiezioni. 

6)  Dedurre  da  due  proiezioni  di  una  retta  la  terza  proiezione  e 

le  sue  tracce  sui  piani  di  proiezione. 

7)  Disegnare  le  proiezioni  di  una  retta  che  è parallela  ad  un 

asse  o ad  un  piano  di  proiezione,  che  taglia  un  asse,  op- 
pure giace  in  un  piano  di  proiezione. 

8)  Se  due  proiezioni  di  una  retta  sono  ugualmente  inclinate  sul- 

r asse  intersezione  dei  piani  che  contengono  quelle  pro- 
iezioni , la  retta  è parallela  ad  uno  dei  piani  bissettori  ; 
perche  cosa  si  distinguono  i piani  bissettori  H,,  H.-',  cc.V 
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9)  Possono  tutte  tre  le  proiezioni  di  una  retta  essere  fra  loro 
parallele?  Come  sarebbe  situata  una  tale  retta? 

10)  Per  che  cosa  sono  caratterizzate  le  proiezioni  di  una  retta,  la 
quale  si  trova  in  un  piano  bissettore  ? In  particolare , se 
essa  è parallela  all’  asse  di  proiezione  corrispondente? 

51.  Le  tracce  s,,  st,  s3  di  un  piano  si  tagliano  due  a due  in 
punti  degli  assi  di  proiezione  (Fig.  92).  Delle  tracce  dei  piani 
bissettori  due  coincidono  con  un  asse  di  proiezione  e la  terza 
è la  bisettrice  di  uno  degli  angoli  formati  dagli  altri  due  assi. 
Delle  sei  rette  di  un  piano  una  qualunque  è quindi  determi- 
nata da  una  delle  sue  proiezioni:  cioè  h„  h,  si  determinano  colla 
prima  proiezione,  hy,  h,  per  mezzo  della  seconda,  hx,  hx • per 
mezzo  della  terza.  Ciò  determina  le  posizioni  delle  h{  e quindi 
anche  quelle  dei  punti  //,.  Se  si  disegna  nella  sua  vera  gran- 
dezza il  triangolo  delle  tracce  e lo  si  suppone  ribaltato  attorno  ad 
s,  per  es.,  si  ottiene,  considerando  le  intersezioni  delle  bissettrici 
degli  angoli  coi  lati  del  triangolo,  la  vera  figura  formata  dalle  h, 
ed  II,  nel  piano  (Fig.  92). 

Le  intersezioni  delle  h{ 
colle  tracce  sono  sopra 
quattro  rette,  ognuna 
delle  quali  ne  contiene 
tre  (Cfr.  Fig.  84). 

Le  perpendicolari, 
che  dall’origine  0 si 
possono  abbassare  sul- 
le tracce  s, , s, , s„  sono 
le  proiezioni  della  nor- 
male n abbassata  da  0 
sul  piano  (Fig.  93)  ; esse 
sono  anche  una  delle 
tracce  dei  piani  n,  OZ; 
n,  OY;  n,  OX;  due 
altre  tracce  dei  quali 
sono  riunite  in  un  asse;  chiamando  At,  ds,  A,  respettivamente 
ì piedi  di  queste  perpendicolari  alle  tracce,  i triangoli  rettan- 
goli OAtS„  OA,S9,  OAJ5t,  i quali  possono  facilmente  costruirsi 


Fig.  92. 
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nella  loro  vera  grandezza,  contengono  in  A,,  A,,  A , respettiva- 
mente  gli  angoli  a, , a, , ar 

Se  sul  piano  SxStS,  trovasi  una  figura,  il  cui  contorno 
è qualsivoglia  e la  cui  area  è F,  e la  supponiamo  divisa 

in  piccolissimi  rettango- 
li , per  mezzo  di  rette  pa- 
rallele ad  una  traccia  ed 
equidistanti  fra  loro , e di 
parallele  all’  altezza  cor- 
rispondente del  triangolo 
delle  tracce,  ognuno  di 
questi  rettangoli  si  proiet- 
ta in  un  rettangolo,  la  cui 
base  è uguale  a quella 
del  rettangolo  originale  e 
la  cui  altezza  è diminuita 
nel  rapporto  di  1 a cos  talché  avremo,  indicando  con  F', 
F',  F"  le  proiezioni  della  data  figura: 

F : F'i  F'i  F"  = 1 : cos  a,  : cos  a,  : cos  a,. 

Due  piani  qualunque  si  tagliano  fra  di  loro  in  una  retta 
che  ha  per  tracce  le  intersezioni  delle  tracce  omonime  dei 
piani,  e per  punti  le  intersezioni  delle  ht  dei  medesimi;  ciò 
dà  il  modo  di  determinare  la  intersezione  di  due  piani. 

Esercizi.  1)  Date  due  tracce  di  un  piano  determinare  la  sua  terza  traccia. 

2)  Dedurre  tutte  le  proiezioni  della  retta  ìu  del  piano  S dalle 

sue  tracce  ; quindi  anche  le  proiezioni  del  quadrangolo 
delle  Hi. 

3)  Determinare  le  tracce  dei  piani  che  proiettano  una  retta,  la  quale 

è data  per  mezzo  delle  sue  proiezioni  o delle  sue  tracce. 

4)  Da  una  delle  proiezioni  di  una  retta  g,  situata  in  un  dato 

piano  S,  dedurre  le  altre  sue  proiezioni,  quando  si  consi- 
deri g come  la  intersezione  di  S col  piano  proiettante  che 
passa  per  la  proiezione  data. 

5)  Piani  paralleli  hanno  tracce  omonime  parallele. 

6)  Se  nel  Problema  quarto  la  proiezione  data  della  retta  è pa- 

rallela alla  traccia  omonima  di  S,  le  altre  due  proiezioni 
sono  parallele  agli  assi  di  proiezione  situati  nel  piano 
della  proiezione  data. 


Fig.  93. 
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7)  Determinare  le  altre  due  proiezioni  di  un  punto  A del  piano 

dato  S,  quando  una  delle  sue  proiezioni  è nota. — Questo 
esercizio  si  può  risolvere,  tirando  nel  piano  S una  retta 
che  passi  per  A e di  cui  una  proiezione  si  trova  facilmente, 
osservando  che  essa  deve  contenere  la  proiezione  data  di  A . 

8)  Determinare  le  proiezioni  delle  rette  A,  Sf,  A3SX  di 

un  piano,  dato  per  mezzo  delle  sue  tracce,  e quindi  le  pro- 
iezioni del  piede  N della  perpendicolare  abbassata  da  0 
sopra  il  piano  e la  vera  lunghezza  OS  di  questa  perpen- 
dicolare. 

9)  Determinare  le  proiezioni  della  intersezione  D di  una  retta  g, 

determinata  da  due  delle  sue  proiezioni,  c di  un  piano  S 
dato  per  mezzo  di  due  delle  sue  tracce.  — Questo  eser- 
cizio si  risolve,  considerando  una  delle  proiezioni  di  g come 
la  proiezione  omonima  di  una  retta  g*  situata  nel  piano  S 
e determinando  la  intersezione  di  g con  g *. 

10)  Determinare  il  quarto  armonico  rispetto  a tre  piani  dati  in 

un  certo  ordine  e che  passano  per  una  retta  ; per  es.,  il 
quarto  armonico  rispetto  ai  tre  piani  proiettanti  una  retta 
(§  22,  Es.  4). 

11)  Una  involuzione  di  piani  è determinata  da  due  coppie  di  pia- 

ni ; dato  un  quinto  piano  per  mezzo  delle  sue  tracce  de- 
terminare il  suo  corrispondente  (§  23,  Es.  1 ; § 31,  Es.  1). 

12)  Disegnare  la  perpendicolare  abbassata  da  un  punto  A ad  un 

piano  S,  dato  dalle  sue  tracce,  e la  vera  distanza  di  A da  S. 

13)  Le  tracce  omonime  di  tre  piani,  che  formano  un  triedro  tri- 

rettangolo, sono  i lati  di  un  triangolo,  che  ha  per  punto 
d’ intersezione  delle  altezze  la  proiezione  omonima  del 
punto  di  intersezione  dei  tre  piani  (Cfr.  § 10,  Es.  10; 
• § 47,  Oss.).  . 

14)  Disegnare  le  tracce  del  piano  che  contiene  due  date  parallele, 

oppure  due  date  rette  che  si  tagliano. 

15)  Costruire  le  tracce  del  piano  condotto  per  un  dato  punto  B 

normalmente  ad  una  retta  data  g , di  cui  si  conoscono  le 
proiezioni  (§  47).  Analogamente,  costruire  il  piano  che 
passa  per  B ed  è parallelo  ad  un  piano  dato. 

16)  Per  la  retta  g condurre  il  piano  normale  ad  un  piano,  dato  per 

mezzo  di  due  delle  sue  tracce  , s,  — coll’  aiuto  della 
perpendicolare  abbassata  da  un  punto  della  retta  sul  piano. 

17)  Per  una  retta  g condurre  un  piano  parallelo  ad  un’  altra  retta 

data  l — per  un  punto  di  g si  conduce  una  parallela  ad  l. 

18)  Costruire  le  proiezioni  e la  vera  lunghezza  della  più  breve 

distanza  di  due  rette  date  g e l,  di  cui  si  conoscono  le 
proiezioni  (Cfr.  § 10,  Es.  9). 
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o±  La  determinazione  di  un  piano  per  mezzo  delle  sue 
tracce  o per  mezzo  dei  punti,  in  cui  il  piano  incontra  gli  assi, 
non  è che  un  caso  speciale  di  questo  problema:  Determinare 
un  piano  di  cui  si  conoscono  tre  punti  A,  lì,  C,  oppure  quando 
son  date  due  rette  g,  l situate  in  esso.  La  costruzione 

a)  della  intersezione  D del  piano  con  una  retta  g{  che  non 
giace  in  esso , e 

b)  della  linea  d di  intersezione  di  due  piani  (g,  Z);  ( gitlì ) 
fra  loro  si  può  eseguire  senza  l’ aiuto  delle  tracce. 

Per  costruire  il  punto  D consideriamo  per  es.  (Fig.  94)  g 
come  la  seconda  proiezione  di  una  retta  g * che  trovasi  nel 
piano  ( g , Z)  (la  indicheremo  allora  con  g*'1),  e determiniamo  g*’ 
considerando  le  intersezioni  di  g*  con  g ed  Z;  allora  la  interse- 
zione di  gì  e di  gf  è la  prima  proiezione  di  D;  analogamente 
si  possono  determinare  direttamente  le  altre  proiezioni  di  D. 

In  tal  modo  si  possono  parimente  determinare  le  proiezioni 
dei  punti  A,  B (Fig.  95),  nei  quali  le  rette  j,,  Z,  tagliano  il  piano 
( g,l ) ed  i punti  C,  D,  nei  quali  g , l tagliano  il  piano  (p, , /,);  la  retta 
AB,  oppure  la  retta  AC,  o qualunque  altra  che  congiunga  due 
degli  ottenuti  punti  è la  intersezione  d cercata;  tutte  queste 


Fig.  94.  Fig.  95. 
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rette  adunque  coincidono  fra  loro,  il  resultato  si  ha  tanto  più 
esattamente,  quanto  maggiore  è la  distanza  dei  due  punti. 

Se  i due  piani  sono  determinati  e rappresentati  da  due 
triangoli,  si  ottengono  nel  medesimo  modo  le  intersezioni  dei 
lati  dell’  un  triangolo  col  piano  dell’  altro , e la  intersezione  dei 
due  piani  è la  retta  che  contiene  tutte  queste  sei  intersezioni. 
Questo  metodo  è il  più  acconcio  alla  determinazione  della  in- 
tersezione di  due  facce  piane;  è chiaro  peraltro  che  una  tale 
intersezione  si  deve  considerare  soltanto  dentro  i limiti  delle 
due  facce. 

Esercizi.  1)  Costruire  l’ intersezione  D del  piano  del  triangolo  ABC  colla 
retta  compresa  tra  i punti  E e F. 

2)  Disegnare  la  retta  d’ intersezione  dei  piani  dei  due  triangoli 

ABC,  J)EF. 

3)  Determinare  nel  piano  condotto  per  le  due  rette  g,  l parallele 

fra  loro,  oppure  che  si  tagliano,  le  parallele  alle  tracce 
s,  e s,  del  piano,  che  passano  per  un  punto  A del  mede- 
simo, e poscia  la  normale  n al  piano  condotta  per  A. 

4)  Riconoscere  se  un  punto  A,  dato  per  mezzo  delle  sue  proie- 

zioni, è o no  situato  nel  piano  delle  rette  g,  l;  e nel  caso 
in  cui  egli  non  sia  in  questo  piano,  determinare  la  grandezza 
ed  il  segno  delle  parallele  agli  assi  condotte  da  questo 
punto  lino  all’  incontro  del  piano. 

5)  Disegnare  le  rette  fi,-  di  un  piano  determinato  da  due  rette  g,  l. 

6)  Costruire  lo  proiezioni  delle  rette  h.',  hj  del  piano  gl. 

53.  Le  rette  hy,  h,-,  h*  di  un  piano  (la  2*  in  un  senso  spe- 
ciale) godono  della  proprietà  che  una  delle  loro  proiezioni  — cioè 
la  3",  2“,  1*  respettivamente — coincide  con- una  delle  bissettrici 
degli  angoli  degli  assi  e che  le  altre  due  proiezioni  coincidono 
fra  loro  dopo  il  ribaltamento  accennato  nel  § 49,  talché  tutti  i 
loro  punti  hanno  due  proiezioni  che  si  cuoprono  — per  la  retta 
h,.  il  cuoprimento  della  prima  e della  terza  proiezione  accade 
soltanto  allora  quando  si  porta  con  una  rotazione  di  90°  la  retta 
OYt  a cuoprire  la  retta  OYs. 

Poiché  ogni  retta  g del  piano  deve  tagliare  queste  rette 
hx-,  hy  — di  h„-  si  fa  ora  astrazione  in  vista  della  sua  singo- 
larità— si  ottengono  i seguenti  teoremi:  Le  proiezioni  g',g"  di 
una  retta  qualunque  g di  un  piano  si  tagliano  in  un  punto  della 
retta  hj-  " corrispondente  a questo  piano.  Le  proiezioni  rf,  g"  di 


Digitized  by  Google 


152 


PARTE  PRIMA. 


una  retta  qualunque  g di  un  piano  si  tagliano  in  un  punto  della 
retta  hc" ■ proiezione  della  A,  del  piano.  0 in  altre  parole  : 
Le  due  prime  proiezioni  di  un  sistema  piano  sono  figure  affini 
ed  omologiche  ed  hanno  il  punto  all’  infinito  dell’  asse  z per 
centro  di  affinità  e la  retta  hj'"  del  piano  per  asse.  La  proie- 
zione 3‘  e la  2*  di  un  sistema  piano  sono  affini  ed  omologiche, 
il  centro  e l’ asse  di  affinità  sono  : il  punto  all’  infinito  dell’  asse 
x e la  retta  A del  sistema. 

Fig.  9c.  Perciò  due  proiezioni  parallele  di 


un  sistema  piano  sono  determinate  da 
una  delle  proiezioni  dei  suoi  punti 
A,B , C dall’asse  di  affinità  delle 
due  proiezioni  e dall’  altra  proie- 
zione di  uno  dei  punti  A del  sistema; 
per  es.,  le  due  prime  proiezioni  sono 
determinate  da  A",  B",  C",  ... , A*'-",  A. 
Se  A B taglia  (Fig.  96)  la  retta  hj-" 
in  l'-",  B'  trovasi  nella  retta  l'i4’  e nella 
parallela  all’  asse  z condotta  per  B\ 


I due  assi  di  affinità  determinano  un  piano  e coll’  aiuto  di 


questo  si  costruiscono  quindi,  partendo  da  una  proiezione  di  un 


punto  A o di  una  retta  g del  piano  (Fig.  97),  le  altre  proiezioni 


Fig.  97. 


del  punto  o della  retta;  si  os- 
servi che  hj"  e A*' coincidono 
nella  bissettrice  di  uno  degli 
angoli  degli  assi  e che  su  di 
essa  debbono  tagliarsi  gli  assi 
di  affinità,  poiché  il  punto  di 
intersezione  IIy  ha  per  coordi- 
nate a,— a,  a (Cfr.  § 49,  Es.  6). 

In  generale  si  potrebbe 
conchiudere  : Poiché  i sistemi 
della  prima  e della  seconda 
proiezione  del  sistema  piano 
sono  affini  col  sistema  origi- 
nale, essi  lo  sono  anche  fra 


loro  (§  44,  Es.  3),  c poiché  venendo  nel  piano  del  disegno  questi  si- 
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stemi  divengono  omologici,  ed  il  centro  di  omologia  è nel  punto 
infinitamente  lontano  delle  normali  all’asse  OX,  cosi  questi  si- 
stemi debbono  possedere  anche  un  asse  di  affinità  (§  2:2,  Es.  6),  il 
quale  è determinato  da  tre  coppie  di  punti  corrispondenti,  ed  in 
ogni  caso  deve  contenere  il  punto  di  intersezione  del  piano  col- 
l’ asse  corrispondente  come  punto  che  si  corrisponde  a se  stesso, 
e per  la  medesima  ragione  il  punto  di  cui  le  tre  proiezioni  coin- 
cidono. 

Poiché  gli  assi  di  affinità  del  sistema  originale  e delle  sue 
proiezioni  sono  le  tracce  del  sistema  piano  (Cfr.  § 54),  se  ne  de- 
duce che  i metodi  più  comodi  per  determinare  il  sistema  piano 
per  mezzo  delle  sue  proiezioni  fanno  uso,  senza  eccezione,  degli 
assi  di  queste  affinità  come  parti  principali  per  la  determina- 
zione del  sistema. 

Esercizi.  1)  Determinare  dagli  assi  di  affinità  di  un  piano  le  tracce  del 
medesimo,  per  mezzo  delle  proiezioni  di  quegli  assi  che 
trovansi  sugli  assi  di  proiezione. 

2)  Costruire  l’ intersezione  D di  una  retta  con  un  piano  deter- 

minato dai  suoi  assi  di  affinità  /i**' * " , hs" 

3)  Costruire  la  intersezione  di  due  piani,  che  sono  determinati 

dai  respettivi  assi  di  affinità. 

4)  Costruire  la  retta  che  taglia  le  rette  g ed  l e passa  pel  punto 

A,  oppure  ha  una  data  direzione  h,  coll’aiuto  degli  assi  di 
affinità  dei  piani  Ag  ed  Al  (Cfr.  § 8 , Es.  8). 

5)  Disegnare  l’intersezione  di  due  piani,  uno  dei  quali  è determi- 

nato dai  suoi  assi  di  affinità  e 1’  altro  lo  è dal  triangolo 
dato  ABC , che  trovasi  in  esso. 

C)  Se  1’  asse  hj  • “ di  un  piano  è normale  all’  asse  OX,  la  prima 
e la  seconda  proiezione  del  suo  sistema  piano  sono  non 
solo  affini,  ma  hanno  le  aree  uguali,  cioè  le  parti  di  su- 
perficie corrispondenti  sono  uguali  — gli  angoli  a,,  a, 
sono  allora  uguali  fra  loro  (Cfr.  § 47 , Es.  40). 

7)  Se  l’asse  di  affinità  di  un  piano  è infinitamente  lontano, 

questo  piano  è parallelo  all’  asse  OX  ed  ugualmente  in- 
clinato rispetto  al  primo  ed  al  secondo  piano  di  proiezio- 
ne ; la  prima  e la  seconda  proiezione  di  un  sistema  piano 
disegnato  in  esso  sono  congruenti  ed  omologiche  fra  loro. 

8)  Quali  sono  i piani,  pei  quali  gli  assi  di  affinità  h 

coincidono  ? 

54.  L’angolo  <p  di  due  rette  g, l del  medesimo  piano  viene 
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determinato  per  mezzo  del  ribaltamento  del  piano  sopra  uno 
dei  piani  di  proiezione  o sopra  un  piano  parallelo  ad  uno  di 
questi , prendendo  per  asse  di  rotazione  o la  traccia  od  una 
parallela  ad  essa  e facendo  girare  il  piano  di  un  angolo  op- 
pure del  supplemento  180°  — «,  (Fig.  98). 

Per  mezzo  di  questa  operazione  si  ottiene  la  vera  forma  e 
grandezza  di  qualsivoglia  figura  piana,  determinata  per  mezzo 
delle  sue  proiezioni  (Cfr.  § 9 e § 11).  I punti  dell’  asse  di  rota- 
zione rimangono  fissi,  e quindi  l’asse  di  rotazione  è anche  l'asse 
di  affinità  in  posizione  prospettiva  del  sistema  piano  e della 
sua  proiezione  anche  dopo  il  ribaltamento  (§  19,  Es.  G).  Poiché 
nel  ribaltamento  i punti  descrivono  archi  di  cerchio,  i cui 
piani  sono  normali  all’  asse  di  rotazione  e che  hanno  il  centro 

sull’asse,  così  si  vede  che  i raggi 
centrali  della  affinità  sono  per- 
pendicolari all’  asse  (Fig.  98).  Si 
può  quindi  nel  ribaltamento  di 
un  sistema  piano  dedurre  il  ri- 
baltamento di  tutti  i punti  dal 
ribaltamento  di  un  sol  punto  — 
preferibilmente  il  più  lontano 
possibile  dall’  asse  — per  mezzo 
delle  proprietà  dei  sistemi  af- 
fini omologici  (§  21 , a),  (Cfr.  an- 
che § 53). 

Se  inversamente  è dato  il  ribaltamento  di  un  sistema  piano 
sopra  uno  dei  piani  di  proiezione  — o sopra  un  piano  parallelo  ad 
uno  di  questi — e sono  anche  dati  l’assedi  rotazione  s,  o la  corri- 
spondente parallela  attorno  alla  quale  si  è fatto  il  ribaltamento , 
e l’angolo  a,  compreso  fra  il  sistema  piano  nella  sua  posizione 
originale  ed  il  piano  sul  quale  esso  è stato  ribaltato,  si  può  dal 
ribaltamento  dedurre  le  proiezioni  del  sistema  originale  (Vedi 
nella  Fig.  98  i punti  A e B);  al  dato  dell’angolo  a,  si  può  so- 
stituire quello  della  proiezione  di  un  punto  noto  nel  ribalta- 
mento (possibilmente  bisogna  procurare  che  questo  punto  sia 
molto  lontano  dall’  asse  di  rotazione). 

Ordinariamente  la  soluzione  di  un  problema,  in  cui  si  do- 
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manda  una  costruzione,  richiede  la  successiva  applicazione  dei 
due  passaggi:  vale  a dire,  prima  si  ribalta  il  piano  in  un  piano 
di  proiezione  e poi  si  raddrizza  e si  determinano  le  proiezioni 
della  dgura  piana,  costruita  nella  sua  vera  grandezza  e forma. 

I ribaltamenti  dei  punti  e delle  rette  di  un  dato  sistema 
piano  li  indicheremo  sempre  colle  medesime  lettere,  che  indi- 
cavano i punti  e le  rette  nel  sistema  originale,  poste  fra  paren- 
tesi e con  in  basso  un  indice  eguale  a quello  dell'  angolo  cui 
corrisponde  quel  ribaltamento;  cosi  (/!),,  (/l)s>  (d)s  denotano  i 
ribaltamenti  del  punto  A sul  1,°  2°,  3°  piano  di  proiezione  re- 
spettivamente. 

Esercizi.  1)  Determinare  l’angolo  che  fanno  fra  loro  le  rette  hx-,  hy  di 
un  piano. 

2)  Costruire  l’ angolo  di  inclinazione  di  una  retta  g e di  un 

piano  S,  considerandolo  come  il  complemento  dell’  an- 
golo che  o fa  colla  normale  abbassata  da  un  suo  punto 
qualunque  sul  piano. 

3)  Determinare  I’  angolo  di  due  piani  S,  S11  come  complemento 

dell’angolo  delle  normali  abbassate  su  di  essi  da  un  punto 
A.  Od  anche  ribaltando  in  uno  dei  piani  di  proiezione  il 
triangolo  formato  dalla  traccia  omonima  di  un  piano  nor- 
male allo  spigolo  di  intersezione  dei  due  piani  e dalle  in- 
tersezioni di  questo  piano  coi  due  piani  dati.  Questo  trian- 
golo si  costruisce  determinandone  i lati. 

4)  È data  la  prima  proiezione  di  tutti  i punti  di  un  sistema  piano 

e la  seconda  proiezione  di  tre  determinati  punti  di  esso; 
rappresentare  tutto  il  sistema,  ed  in  particolare  il  sistema 
delle  rette  ò,  del  piano.  Ciò  si  ottiene  ribaltando  il  si- 
stema sopra  il  primo  piano  di  proiezione  o sopra  un  piano 
parallelo  a questo. 

5)  Se  i ribaltamenti  (d),,  (B);. ..  - dei  punti  di  un  sistema  piano 

in  uno  dei  piani  di  proiezione  od  in  un  piano  parallelo  ad 
uno  di  questi,  si  uniscono  ai  punti  obbiettivi  A , B — 
mediante  le  rette  d(d)„  B(B)i,...,  si  ha  una  stella  d, 
rette  parallele,  la  cui  direzione  è normale  al  piano  clic 
biseca  l’angolo  a(  del  piano  dato  col  piano  di  proiezione 
(Cfr.  § 14,  Es.  4);  questo  può  servire  al  passaggio  dalla 
proiezione  al  ribaltamento,  e viceversa  ; o d’  altra  parte 
si  può  mediante  i ribaltamenti  (A)i,  (A)\  di  un  punto 
determinare  i piani  bisscttori  degli  angoli  xi  e 180°  — 
a,;  nella  Figura  99  questo  ò eseguito  per  le  due  prime 
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proiezioni  e per  l’angolo  a,;  s,*  e s,**  sono  le  prime 
tracce  dei  due  piani  bissettori. 

Fig.  99. 


6)  Determinare  la  direzione  dei  raggi  luminosi  paralleli,  per  la 

quale  1’  ombra  portata  sopra  un  piano  da  una  data  figura 
piana  è uguale  alla  figura  stessa. 

7)  Disegnare  le  proiezioni  del  cerchio  che  passa  per  tre  punti 

dati  A , B,  C. 

a)  Si  ribalti  il  triangolo  ABC,  si  determini  nel  ri- 
baltamento il  circolo  circoscritto  K e si  disegnino  le 
sue  proiezioni,  queste  sono  ellissi  e due  diametri  ortogo- 
nali del  cerchio  danno  colla  loro  proiezione  due  diametri 
coniugati  di  queste  ellissi  ; se  si  prendono  i due  diametri 
del  cerchio,  che  sono  l’uno  parallelo,  l'altro  ortogonale 
all’asse  di  rotazione,  si  hanno  nella  proiezione  gli  assi 
della  ellisse  proiezione  omonima  del  cerchio.  Da  due  di 
questi  diametri  si  costruisce  la  ellisse  secondo  il  metodo 
indicato  nel  § 34  , Es.  6 ; ossia  si  determinano  altri  punti 
ed  altre  tangenti  alla  ellisse  per  mezzo  dei  punti  e delle 
tangenti  del  cerchio  note  nel  ribaltamento,  naturalmente 
facendo  uso  delle  relazioni  dei  sistemi  atlini  omologici,  c 
della  simmetria  dell’  ellisse  rispetto  ai  suoi  assi  (§  ‘21 , 
b ; § 34,  Teor.  1 e 9). 

b)  Si  determina  la  proiezione  del  centro  M del  cer- 
chio ABC,  come  intersezione  del  piano  del  triangolo  e dei 
piani  che  passano  per  i punti  di  mezzo  dei  lati  del  trian- 
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golo  ABC  e sono  normali  a questi  stessi  lati  ; si  compie 
allora  il  ribaltamento  nel  piano  parallelo  ad  uno  dei  piani 
di  proiezione  condotto  per  questo  centro,  cioè  si  prende 
per  asse  di  rotazione  il  diametro  parallelo  a questo  piano 
di  proiezione  ; poscia  si  prosegue  come  nell’  alinea  a). 

Si  può  risolvere  analogamente  il  problema  relativo  alla  deter- 
minazione delle  proiezioni  di  un  cerchio,  di  cui  son  noti  il 
centro , il  raggio , ed  il  piano  in  cui  trovasi. 

8)  È data  la  proiezione  ortogonale  di  un  cerchio  per  mezzo  di 

due  diametri  coniugati,  per  es.  A"  B' , C"  D",  ed  inoltre  è 
fissata  la  posizione  del  centro  M del  cerchio  per  mezzo 
delle  sue  coordinate;  determinare  il  piano  del  cerchio. 
Questo  si  ottiene  da  una  delle  proiezioni  di  un  triangolo 
isoscele  e rettangolo  AMC  e da  due  proiezioni  del  vertice 
3f  dell’  angolo  retto,  seguendo  il  metodo  tenuto  nel  pro- 
blema precedente.  Si  può  anche  ottenere  passando  agli 
assi  della  proiezione  ellittica  senza  l’uso  diretto  del  resto. 

9)  Proiettare  un  triangolo  ABC  ortogonalmente  per  modo  che 

la  sua  immagine  sia  simile  ad  un  dato  triangolo  — appro- 
fittare della  osservazione  che  i raggi  uniti  dei  fasci  prò-' 
iettivi,  che  hanno  il  centro  in  un  punto  dell’asse  della 
affinità  che  ora  ha  luogo  tra  il  ribaltamento  e la  proie- 
zione, sono  ortogonali.  Sia  ABC  il  primo  triangolo  dato 
(Fig.  100)  ed  AtBC  un  triangolo  simile  al  secondo  trian- 


Fig.  100. 


si  descriva  il  cerchio  ADAt,  che  taglia  in  E una  se- 
conda volta  il  lato  BC.  Allora  se  è £ AED  > £ A^ED, 
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può  prendersi  A E per  asse  »,  di  atlìnità  e la  direzione 
AD  per  quella  dei  raggi  di  proiezione.  Il  rapporto  tang 
AED:  tang  AyED  è il  rapporto  di  similitudine  e deter- 
mina quindi  l’angolo  <*,. 

10)  Costruire  una  retta  i che  passi  per  un  dato  punto  A e incon- 

tri una  data  retta  g in  un  punto  D tale  che  rii? abbia  una 
data  lunghezza,  oppure  per  modo  che  l’angolo  ( g , l)  abbia 
un  dato  valore.  Ciò  si  ottiene  col  ribaltamento  del 
piano  A , g. 

11)  Determinare  il  punto  D della  retta  l , che  è distante  dalla 

retta  g di  una  data  lunghezza  e — o più  generalmente  de- 
terminare la  retta  t che  incontra  due  date  rette  g,  l,  è pa- 
rallela ad  un  dato  piano  S ed  ha  una  data  lunghezza  e. 
Per  risolvere  questo  problema  (Fig.  101)  occorre  costruire 
l’intersezione  A*  di  l con  S e la  intersezione g* del  piano 
condotto  per  g parallelamente  ad  l col  piano  S,  determi- 
nare sopra  g * a partire  da  A*  le  distanze  A*B*,  A*Bl* 
uguali  ad  e e poi  tirare  le  rette  BB* , BJÌf  parallele 
ad  l finché  incontrano  g. 

Fig.  tot. 


12)  Tra  le  trasversali  alle  rette  g,  l che  sono  parallele  ad  un  piano 

S determinare  la  minima. 

13)  Per  un  punto  A tirare  una  retta  dtale  che  incontri  una  retta 

data  g e faccia  con  un  piano  dato  S un  determinato  angolo  (3 
— come  casi  speciali  considerare  il  caso  in  cui  g trovasi  in 
S e quello  in  cui  g ed  S hanno  speciali  posizioni  rispetto 
al  sistema  di  proiezione.  Fare  uso  del  circolo  K for- 
mato dalle  tracce  sopra  S delle  rette,  che  partendo  da  A 
fanno  con  S l’angolo  dato  /3  (§  1)  — naturalmente  nel 
ribaltamento. 
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14)  Per  la  retta  g condurre  un  piano  che  faccia  col  piano  dato  S 

un  angolo  dato  a ; in  particolare  considerare  speciali  po- 
sizioni della  retta  g o del  piano  S,  oppure  di  ambedue,  ri- 
spetto al  sistema  di  proiezione.  Fare  uso  del  circolo  K 
inviluppato  dalle  tracce  sopra  S dei  piani  condotti  per  un 
punto  A di  g ed  egualmente  inclinati  dell’  angolo  a sul 
piano  S (§  2;  cfr.  § 10,  Es.  8). 

15)  Per  una  retta  g condurre  un  piano  che  faccia  colla  retta  fissa 

I 1’  angolo  jS  — fare  uso  per  ciò  del  piano  normale  ad  l 
c del  complemento  di  |S. 

10)  Costruire  e proiettare  il  triedro,  i cui  angoli  piani  a,b,c  son 
dati  ; determinare  cioè  gli  angoli  diedri  a , j3 , y e le  proie- 
zioni degli  spigoli  ; quando  si 
faccia  coincidere  una  delle 
facce  del  triedro  col  primo 
piano  di  proiezione  e si  pren- 
da uno  degli  spigoli  normale 
al  secondo  piano  di  proie- 
zione , si  può  anche  senza  il 
soccorso  della  seconda  proie- 
zione determinare  gli  angoli 
diedri  a,  jS,  y,  come  nella 
Figura  102.  S’ intende  che  i 
dati  del  problema  debbono 
essere  dentro  quei  limiti  che 
sono  necessari  affinchè  possa 
esistere  1*  angolo  triedro. 

17)  Determinare  cièche  manca  in  un 

angolo  triedro,  di  cui  si  cono- 
scono due  angoli  piani  a,  c e l’angolo  diedro  compreso  /3. 

18)  Parimente  determinare  l’ angolo  triedro,  di  cui  son  dati  due 

angoli  piani  a,  b e l’angolo  diedro  non  compreso  |3;  di-' 
scutere  il  possibile  caso  in  cui  si  hanno  due  soluzioni. 

19)  Determinare  due  piani,  dei  quali  si  hanno  due  tracce  omonime, 

quando  sono  dati  anche  gli  angoli  cho  queste  tracce  fanno 
colla  intersezione  dei  due  piani. 

20)  Costruire  l’angolo  triedro,  di  cui  son  dati  gli  angoli  diedri  : 

per  es.,  determinare  un  piano  che  passi  per  un  punto  dato 
e faccia  col  primo  piano  di  proiezione  l’ angolo  a e 1’  an- 
golo )3  con  un  secondo  piano  proiettante  — senza  ricor- 
rere al  triedro  polare  (Fig.  103). 

Sia  S*  il  cercato  piano  colle  tracce  s,*  e s,*,  sia  O l’ interse- 
zione del  piano  proiettante  dato  coll’asse  ed  ON  la  nor- 
male abbassata  dal  punto  O sul  piano  S*  e di  cui  N è il 


Fig.  102. 
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piede,  per  OiY  conduciamo  il  piano  normale  ad  s,*,  il  quale 
taglia  s,*  in  A,  ONA  k allora  un  triangolo  rettangolo  in  N,  il 
cui  angolo  in  A è l’ angolo  a e la  cui  altezza  NN  dà  la 
coordinata  z del  punto  N,  mentre  OIV  è la  distanza  da  O 
della  sua  prima  proiezione.  Parimente  per  ON  condu- 
ciamo il  piano  normale  al  secondo  piano  proiettante  dato, 
che  tagli  la  intersezione  di  questo  col  cercato  piano  in  D , 
il  triangolo  OSD  è rettangolo  in  A' od  ha  in  D l’angolo  jS. 


La  sua  altezza  misurata  da  N è la  distanza  del  punto  A' 
da  questo  piano  proiettante  e completa  quindi  la  deter- 
minazione di  N.  Il  piano  normale  ad  ON  condotto  per  P 
è il  piano  cercato.  Discutere  l’ ammissibilità  delle  diffe- 
renti soluzioni. 

21)  Costruire  i piani  che  passano  per  P e che  fanno  gli  angoli 

a,,  as  o a, , a3  dati. 

22)  Costruire  le  proiezioni  di  un  dodecaedro  regolare  con  una  fac- 

cia parallela  al  primo  piano  di  proiezione,  quando  ne  6 
dato  il  lato  AB  ; fare  uso  della  regolarità  dei  suoi  angoli 
triedri  e della  simmetria  che  ha  luogo  nelle  sue  proiezioni. 

23)  Rappresentare  parimente  gli  altri  poliedri  regolari  ed  in  par- 
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titolare  l' icosaedro.  La  Figura  lO^lo  dà,  quando  due  delle 
sue  facce  sono  parallele  al  piano  XOY;  la  figura  contiene 
la  costruzione  col  compasso  del  pentagono  regolare  di 
cui  si  conosce  il  lato. 

24)  Proiettare  un  cubo,  di  cui  una  diagonale  è parallela  all’asse  OZ 

(Vedi  il  cubo  disegnato  nella  Fig.  107). 

25)  Proiettare  una  piramide  a sei  facce , di  cui  è data  la  base  in 

un  piano,  gli  angoli  che  uno  spigolo  che  passa  pel  vertice 


FIr.  km. 


e per  un  determinato  vertice  della  base  fa  coi  lati  della 
base  che  in  quel  vertice  concorrono,  e finalmente  la  lun- 
ghezza di  questo  spigolo  ; parimente  proiettare  un  paral- 
lepipcdo,  di  cui  sono  note  le  lunghezze  di  due  lati  di  una 
faccia  parallela  al  piano  XOY  e l’angolo  compreso  fra  loro, 
e la  lunghezza  e la  direzione  di  un  terzo  spigolo  natural- 
mente non  situato  nel  medesimo  piano  o nel  piano  pa- 
rallelo. 

S5.  Dato  che  sia  un  poliedro  per  mezzo  delle  sue  proie- 
zioni parallele,  se  ne  determina  la  intersezione  con  un  dato 
piano,  costruendo  le  intersezioni  (naturalmente  limitate  dagli 

Fifdler.  — Geometria  descrittiva, 
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spigoli)  del  piano  coi  piani  delle  facce,  oppure  le  intersezioni 
del  piano  cogli  spigoli , facendo  uso  del  metodo  generale  indi- 
cato nel  § 52  per  determinare  l’ intersezione  di  un  piano  con 
una  retta  non  situata  in  esso. 

Nella  esecuzione  dei  disegni  e per  maggior  chiarezza  di- 
stingueremo la  parte  visibile  dalla  parte  invisibile  dei  polie- 
dri, supposti  non  trasparenti,  disegnando  con  un  tratto  pieno 
la  parte  visibile  e facendo  punteggiata  la  parte  invisibile.  Nelle 
proiezioni  supporremo  sempre  l’ occhio  dell’osservatore  posto 
in  modo  chei  raggi  visuali  siano  normali  al  piano  di  proiezione 
e che  l’ osservatore  si  trovi  dalla  parte  dalla  quale  si  contano 
le  coordinate  positive  (Cfr.  § 43,  Oss.  II).  I lati  della  figura  se- 
zione sono  invisibili  quando  una  delle  loro  estremità  oppure 
tutte  e due  si  trovano  sopra  uno  spigolo  invisibile  del  poliedro. 

L’  uso  comune  delle  piramidi  e dei  prismi,  tanto  come  figure 
che  stanno  da  sé,  quanto  come  parti  di  poliedri  più  complicati, 
richiede  che  s’incominci  dal  trattare  separatamente  dello  studio 
delle  sezioni  piane  di  quei  solidi.  Sia  ABC....  la  base  poligonale 
di  una  piramide,  che  per  maggiore  semplicità  supporremo  data 
nel  primo  piano  di  proiezione , M ne  sia  il  vertice  ed  E sia  il 
piano  secante.  La  sezione  A*B*C*....  va  allora  considerata  come 
la  proiezione  centrale  sul  piano  E della  base  ABC....  fatta  col 
centro  in  M,  o viceversa,  questa  come  l’immagine  di  quella, 
quindi  — essendo  le  proiezioni  centrali  di  una  figura  piana  figure 
omologiche  colla  figura  originale  — la  cercata  sezione  sarà  una 
figura  omologica  alla  data  base,  e si  potrà  costruire  dati  che 
siano  l’asse  di  collineazione  e le  rette  limiti. 

Se  riteniamo  che  il  piano  della  base  sia  anche  il  primo 
piano  di  proiezione  (Fig.  105),  anche  la  prima  proiezione  della 
sezione  è omologica  alla  base;  la  prima  proiezione  del  vertice 
M è allora  il  centro  di  omologia,  la  traccia  «,  del  piano  E è 
l’ asse  di  collineazione  e la  prima  traccia  del  piano  condotto 
per  M parallelamente  al  piano  secante  è la  retta  limite  qt.  Da 
questi  dati  si  ricava,  come  è noto  (Cfr.  § 19),  la  seconda  retta  li- 
mite r' , la  quale  è anche  la  prima  proiezione  della  intersezione 
del  piano  E col  piano  condotto  per  M parallelamente  al  piano 
XOY  della  base.  Si  ottiene  allora  la  prima  proiezione  della  in- 
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tersezione  di  E colla  faccia  MAB,  osservando  che  essa  deve  in- 
contrare la  retta  AB'  e la  traccia  s,  del  piano  secante  e per 
conseguenza  la  traccia  di  questa  intersezione  non  può  essere 
altro  che  il  punto  Sab,  nel  quale  la  retta  AB'  incontras,  ; il 
punto  K della  proiezione  di  questa  sezione  non  è altro  che  il 


Fig.  105. 


punto  R'a i,  in  cui  la  parallela  condotta  da  ffl  alla  retta  A'B'  in- 
contra la  retta  /,  talché  la  porzione  A'*B'*  della  retta  che  con- 
giunge questi  due  punti  R'S,  limitata  fra  le  rette  M A'  ed  MB', 
sarà  la  prima  proiezione  della  intersezione  della  faccia  MAB 
col  piano  E.  Il  punto  Q*,  in  cui  AB'  incontra  la  retta  ql , sarà 
il  punto  Q,  della  retta  A'*B'*,  talché  la  retta  M'Q*  sarà  paral- 
lela alla  retta  A'*B  *.  Si  ottiene  anche  la  seconda  proiezione 
quando  si  unisce  la  seconda  proiezione  di  R in  r"  con  quella  di 
-S  sull’  asse  OX, , e si  osserva  che  le  seconde  proiezioni  dei  punti 
(Jt  sono  sullo  stesso  asse  e congiunte  con  M"  danno  delle  rette 
parallele  ad  A*B*,  ec. 

Si  costruisce  anche  la  vera  forma  della  sezione  A*B*C*.... 
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direttamente  considerandola  come  il  ribaltamento  nel  primo 
piano  di  proiezione  di  una  figura  prospettiva  alla  base(Fig.  105); 

l’asse  di  omologia  fra  ( A*D*C * ) ed  A'B'C'....  è la  traccia  s, 

del  piano  secante,  il  ribaltamento  di  M eseguito  attorno  alla 
traccia  q,  del  piano  condotto  per  M parallelamente  al  piano  se- 
cante sarà  il  centro  di  omologia,  ed  il  ribaltamento  (r),  di  r 
sarà  una  retta  limite;  la  seconda  retta  limite  è sempre 

In  questa  costruzione  vengono  in  tal  modo  adoperati  tutti 
i sussidi  che  dà  la  teoria  dei  sistemi  piani  omologici. 

Esercizi.  1)  Ricercare  con  quali  vantaggi  si  possa  applicare  il  sussidio 
della  coUineazione  centrale  ad  una  piramide  colla  base  £ 
obliqua. 

2)  Determinare  in  questo  modo  la  sezione  di  un  piano  e di  un 

dodecaedro  regolare. 

3)  Dimostrare  la  identità  di  questo  metodo  con  quello  che  con- 

siste nel  determinare  le  intersezioni  del  piano  colle  facce 
della  piramide. 

4)  Indicare  le  modificazioni  da  introdursi  al  metodo  precedente 

per  determinare  in  modo  analogo  la  intersezione  di  un 
piano  e di  un  prisma.  Considerando  il  prisma  come  una 
piramide,  il  cui  vertice  va  all’infinito  e quindi  in  luogo  di 
una  coUineazione  considerando  una  affinità. 

5)  Determinare  la  sezione  retta  e lo  sviluppo  in  un  piano  di  un 

prisma  a cinque  facce  obliquo,  le  cui  basi  sono  paral- 
lele al  primo  piano  di  proiezione. 

56.  Due  poliedri  intersecandosi  generano  una  linea  poli- 
gonale non  piana,  cioè  sghemba  o gobba,  i cui  lati  sono  le 
intersezioni  delle  facce  dell'un  poliedro  colle  facce  dell’  altro,  ed 
i vertici  sono  i punti  di  intersezione  degli  spigoli  dell’  uno  colle 
facce  dell’  altro. 

La  linea  che  costituisce  l’intersezione  di  due  poliedri  può 
scomporsi  in  più  poligoni,  cosi  per  es.  pei  poliedri  euleriani, 
vale  a dire,  per  quei  poliedri  nei  quali  ogni  contorno  chiuso 
tracciato  sulla  superficie  del  poliedro,  per  modo  però  che  non 
si  tagli  mai,  divide  la  superficie  in  due  regioni  distinte,  può  ac- 
cadere che  l’intersezione  si  scinda  in  due  lìnee  che  potrebbero 
dirsi  una  di  ingresso,  3’  altra  di  egresso  di  un  solido  nell’  altro  ; 
lo  stesso  vale  pei  poliedri  regolari  che  costituiscono  una  classe 
speciale  di  poliedri  euleriani. 
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Per  costruire  questa  linea  d’ intersezione  se  ne  possono  de- 
terminare o i vertici,  oppure  i lati  col  metodo  indicato  nel  § 52, 
tenendo  conto  soltanto  di  quelle  porzioni  dei  piani  o delle  rette 
che  fanno  parte  delle  facce  o degli  spigoli  dei  due  poliedri,  come 
è naturale.  Se  supponiamo  che  sia  stata  determinata  la  retta  p , 
(Fig.  106)  come  la  intersezione  delle  facce  F,  e F,*  dei  due  po- 


Eig  loti. 


liedri,  le  sue  estremità  A e B o giacciono  ambedue  sugli  spigoli 
A*, , A-,  di  una  faccia , per  es.  di  F, , oppure  l’ una  At  trovasi  sullo 
spigolo  A',  di  F/e  l’ altra  B , in  uno  spigolo  k * di  F0*.  Nel  primo 
caso  la  linea  ja,  incontra  in  A la  intersezione  p di  F,*  colla  faccia 
F,  che  incontra  F,  lungo  lo  spigolo  klt  ed  in  B incontra  la  inter- 
sezione pt  della  faccia  F,,  che  incontra F,  lungo  k,,  colla  faccia 
F,*.  Nel  secondo  caso  al  contrario  si  incontrano  in  At  le  inter- 
sezioni p'  e p'  di  Fved  F,'  con  F0*,  ed  in  B{  si  incontrano  le  in- 
tersezioni pi,  pi  delle  facce  contigue  Fo*  ed  Ft*  con  F,\ 

Procedendo  in  tal  guisa  senza  interruzione  si  ottiene  tutta 
la  intersezione  dei  due  poliedri,  oppure  anche  soltanto  la  linea 
d’ingresso  e quindi,  con  metodo  analogo,  la  linea  di  egresso. 

La  parte  visibile  della  intersezione  si  distingue  dalla  invi- 
sibile, seguendo  la  legge  del  § precedente:  Ogni  lato  della  inter- 
sezione è invisibile  se  ha  un’estremità  in  uno  spigolo  od  in  una 
faccia  invisibile  dell’  uno  o dell’  altro  poliedro. 

La  Figura  107  mostra  la  intersezione  di  un  icosaedro  rego- 
lare AB....  LM,  che  ha  due  facce  orizzontali,  con  un  cubo  N.... 
U,  che  ha  una  diagonale  verticale,  e di  cui  uno  dei  vertici,  il 
vertice  piu  basso  N,  trovasi  in  una  delle  facce,  la  faccia  ABC,  del- 


Digitized  by  Google 


1(56 


PARTE  PRIMA. 


l’icosaedro.  Il  poligono  intersezione  si  scinde  in  queste  tre  parti  : 
il  poligono  sghembo  1, 2,...  16,  il  pentagono  piano  17,..,  21  ed 
il  triangolo  22,..,  24.  La  costruzione  più  semplice  comincia  colla 

Kig  107. 
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determinazione  dei  punti  1,  2,  1G  della  faccia  superiore  del- 
l’ icosaedro. 

Esercizi.  1 ) Costruire  l’ intersezione  di  un  icosaedro  regolare  con  un  pri- 
sma a quattro  facce,  e determinare  lo  sviluppo  dei  due 
poliedri  colla  loro  linea  d' intersezione. 

2)  Costruire  la  intersezione  di  una  piramide  a sei  facce  con  un 
parallelepipedo  obliquo  e disegnare  il  loro  sviluppo.  Fare 
uso  di  piani  paralleli  agli  spigoli  del  prisma  condotti  per 
le  costole  della  piramide  e di  piani  che  passino  pel  vertice 
della  piramide  e per  le  costole  del  prisma.  Quale  van- 
taggio si  ricava  dalla  proprietà  che  questi  piani  formano 
un  fascio?  La  Figura  108  rappresenta  come  esempio  la 
intersezione  di  una  piramide  a quattro  facce  con  un  pa- 
rallelepipedo. 

Fig.  108. 


57.  La  semplicità  e 1*  esattezza  di  una  costruzione  dipen- 
dono spesso  dalla  posizione  dell’  oggetto  proiettato  rispetto  ai 
piani  di  proiezione  ed  il  trasporto  in  un’  altra  posizione  è tal- 
volta vantaggioso  per  la  costruzione.  In  alcuni  casi  è necessa- 
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rio,  per  eseguire  una  costruzione,  di  trasportare  nel  campo  del 
disegno  elementi  che  si  trovavano  al  di  là  dei  limiti  del  foglio; 
spesso  è anche  molto  utile  togliere  delle  intersezioni  che  si 
presentano  sotto  un  angolo  troppo  acuto  o rappresentazioni 
troppo  piccole.  Per  ciò  le  trasformazioni  formano  un  importante 
anello  di  congiunzione  tra  la  teoria  e la  pratica  della  Geome- 
tria descrittiva  (Cfr.  § 12).  Esse  consistono,  quando  si  tenga 
fissa  1'  ortogonalità  dei  piani  di  proiezione,  o in  traslazioni  e ro- 
tazioni dei  piani  di  proiezione,  oppure  in  traslazioni  e rotazioni 
dell'  oggetto  da  rappresentarsi.  Traslazioni  e rotazioni  dell’  og- 
getto equivalgono  a traslazioni  e rotazioni  respettivamente  dei 
piani  di  proiezione,  solamente  il  senso  in  cui  tali  movimenti  si 
eseguiscono  differisce,  mentre  la  grandezza  e gli  assi,  attorno 
ai  quali  si  effettuano  le  rotazioni,  sono  gli  stessi  nei  due  moti. 

La  traslazione  semplice  di  un  piano  di  proiezione  che  lascia 
immobile  la  sua  retta  aH'infinilo,  oppure  la  traslazione  dell’og- 
getto nella  direzione  delle  linee  proiettanti  che  a quel  piano  cor- 
rispondono , hanno  per  risultato  semplicemente  di  aumentare  o 
diminuire  di  una  medesima  quantità  tutte  le  coordinate  corri- 
spondenti. Indicheremo  le  proie- 
zioni dopo  la  trasformazione  colla 
aggiunta  di  un  indice  avanti  alle 
lettere  che  indicano  le  primitive 
proiezioni,  indice  eguale  all’ac- 
cento (Fig.  109). 

La  forma  e la  direzione  delle 
proiezioni  non  viene  variata  per 
effetto  di  una  traslazione  paralle- 
la; uno  spostamento  parallelo  può 
procurarci  soltanto  il  vantaggio  di 
risparmiare  dello  spazio,  quando 
si  effettui  in  modo  da  riavvicinare 
fra  loro  le  differenti  proiezioni;  questo  riavvicinamento  delle 
proiezioni  raggiunge  il  suo  massimo,  quando  si  fa  coincidere 
l’ origine  0 del  sistema  col  centro  della  figura  da  rappresen- 
tarsi, oppure  quando  si  fa  coincidere  quel  centro  con  un  punto 
della  retta  /#  (§  k 6,  Oss.  IV  ; § 53).  Un  semplice  trasporto  può 


Eig.  103. 
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servire  a rendere  più  nitidi  i disegni,  quando  esso  si  operi  in 
modo  da  allontanare  l’ una  dall’  altra  le  differenti  proiezioni 
dell’  oggetto. 

Esercizi.  1)  Determinare  l’intersezione  di  due  piani,  dei  quali  si  conoscono 
le  tracce,  quando  l’ intersezione  di  due  tracce  omonime, 
per  es.  delle  seconde  tracce,  non  s’incontrano  nel  foglio 
del  disegno.  La  Figura  110  dà  la  soluzione  del  problema. 

FIg.  110. 


Essa  dà  anche  subito  la  soluzione  di  un  problema  che  spesso 
si  presenta:  Determinare  la  congiungente  di  un  punto 
colla  intersezione  inaccessibile  di  due  rette  date  (Cfr.  § 30, 
Es.  1).  Un  altro  mezzo  di  risolvere  il  problema  si  ottiene 
dal  teorema  : Lo  tre  altezze  di  un  triangolo  s’ incontrano 
in  un  punto. 

2)  Determinare  l’ intersezione  di  due  piani  dalle  loro  tracce , 
quando  due  qualunque  delle  tracce  omonime  non  s’in- 
contrano sul  foglio. 

58.  La  rotazione  di  una  figura  solida,  che  si  vuole  proiet- 
tare, attorno  ad  un  asse  di  proiezione  o attorno  ad  una  retta 
parallela  ad  un  asse  di  proiezione,  vale  a dire,  la  determina- 
zione delle  proiezioni  di  una  figura  dopo  che  si  è fatta  girare 
di  un  angolo  8,  (»  indica  l’ indice  della  linea  proiettante  attorno 
alla  quale  si  compie  la  rotazione),  si  ottiene  osservando  che 
nella  rotazione  le  proiezioni  di  un  punto  sopra  i piani  paralleli 
all’asse  di  rotazione  si  spostano  normalmente  alla  proiezione 
dell’  asse  e che  la  proiezione  sul  piano  al  quale  è perpendico- 
lare l’asse  descrive  un  arco  di  cerchio,  che  ha  il  centro  nel 
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punto  in  cui  l'asse  incontra  il  piano  ed  il  cui  angolo  al  centro 
è eguale  in  grandezza  e segno  a 0, . 

Per  fissare  il  segno  delle  rotazioni  stabiliremo  che  una 
rotazione  è positiva,  quando  per  un  osservatore,  il  cui  occhio 
trovasi  sulla  parte  positiva  dell’asse  di  rotazione,  vale  a dire 
su  quella  parte  che  ha  positiva  la  coordinata  corrispondente  a 
quel  piano  di  proiezione  cui  l' asse  è normale , la  rotazione 
della  proiezione  corrispondente  appare  come  un  moto  da  sini- 
stra verso  destra,  come  per  le  lancette  di  un  orologio. 

La  rotazione  attorno  ad  un  asse  situato  comunque  nello 
spazio  si  può  facilmente  eseguire  per  mezzo  dei  metodi  indicati 
in  questo  paragrafo  ed  in  quello  successivo,  portando  per  mezzo 
di  una  traslazione  e di  due  rotazioni  dei  piani  coordinati  un 
asse  a coincidere  colla  retta  data  (Cfr.  § 1 23  e § 59 , Es.  8). 

Esercizi,  i)  Far  girare  un  punto  A,  una  retta  g,  un  piano  E attorno  al- 
l’asse OX  di  un  angolo  6,  = -*- 30°.  La  Figura  HI  con- 
tiene la  soluzione  del  problema. 

Fig.  Ut. 


2)  Dedurre  dalle  proiezioni  date  di  un  poliedro,  che  trovasi  nella 
più  semplice  posizione  rispetto  ai  piani  di  proiezione,  le 
proiezioni  del  poliedro  dopo  due  successive  rotazioni  at- 
torno agli  assi  OX  e OY  — oppure  attorno  ad  assi  fissati 
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nel  poliedro  stesso  e paralleli  agli  assi  OZ  e OY  resp.  — 
tali  che  sia  0,  = -+•  60° , 0t  = — 15°. 

3)  Portare  un  piano  per  mezzo  di  rotazioni  attorno  a due  assi 

di  proiezione  ad  essere  parallelo  ad  un  piano  di  proie- 
zione. Per  mezzo  di  una  prima  rotazione  lo  si  porta  ad 
essere  normale  ad  uno  degli  altri  due  piani  e si  raggiunge 
lo  scopo  richiesto  per  mezzo  di  una  seconda  rotazione. 
Attorno  a quali  assi , di  quali  angoli  e per  qual  verso  si 
ha  da  farlo  girare  ? In  tal  modo  si  ottiene  la  vera  gran- 
dezza e forma  di  una  figura  tracciata  sul  piano  e di  cui 
si  conoscono  le  proiezioni  iniziali. 

4)  Portare  una  retta  per  mezzo  di  rotazioni  attorno  a due  assi 

di  proiezione  ad  essere  parallela  ad  un  asse  di  proiezione, 
e proporsi  le  domande  analoghe  a quelle  contenute  nel 
precedente  quesito. 

5)  Portare  un  punto  A in  un  piano  E per  mezzo  di  una  rota- 

zione attorno  all'asse  OZ  ; determinare  la  grandezza  della 
rotazione  perciò  necessaria. 

6)  Portare  un  cubo,  i cui  spigoli  sono  paralleli  agli  assi  di 

proiezione,  per  mezzo  di  rotazioni  attorno  a rette  paral- 
lele agli  assi  condotte  pel  centro  del  cubo,  in  una  posi- 
zione tale  che  una  diagonale  venga  ad  essere  parallela 
all’  asse  OZ. 

7)  Disegnare  la  nuova  prima  proiezione  di  un  oggetto  rappresen- 

tato dalle  sue  proiezioni,  dopo  che  un  piano,  determinato 
dalle  sue  tracce  e fisso  coll’oggetto,  è stato  portato  a dive- 
nire parallelo  al  primo  piano  di  proiezione. 

59.  Se  si  fanno  ruotare,  anziché  l’oggetto,  i piani  di  pro- 
iezione attorno  ai  medesimi  assi  e dei  medesimi  angoli,  ma  con 
segni  opposti,  si  ottengono  analoghe  variazioni  delle  proiezioni. 
Se  supponiamo  che  il  primo  piano  di  proiezione,  e con  esso  il 
terzo,  ruoti  attorno  all'asse  OY  dell’angolo  9,,  mentre  il  se- 
condo piano  di  proiezione  e l’oggetto  restano  fermi,  le  coordinate 
y e la  seconda  proiezione  non  variano,  e quindi  si  determina  la 
nuova  posizione  della  prima  proiezione  coll’  osservare  che  la 
nuova  posizione  della  prima  proiezione  di  un  punto  deve  trovarsi 
sulla  perpendicolare  abbassata  sul  nuovo  asse  OX  dalla  seconda 
proiezione  e ad  una  distanza  dall’  asse  uguale  ad  y (Fig.  112). 

Analogamente  per  la  rotazione  attorno  all’  asse  OZ  del  2" 
e del  3°  piano  di  proiezione. 

La  chiarezza  del  disegno  viene  perciò  talvolta  diminuita 
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— o questo  è generalmente  una  conseguenza  della  trasforma- 
zione — analogamente  a ciò  che  accade,  quando,  per  sempliciz- 

Fig.  112. 


M’ 


zare  le  espressioni  analitiche  che  servono  alle  ricerche  geome- 
triche, si  cangiano  le  coordinate  ed  in  conseguenza  di  ciò  viene 
diminuita  la  simmetria  delle  formole  (Cfr.  Es.  li). 

Esercizi.  1)  Disegnare  la  terza  proiezione  di  una  figura,  considerando  il 
terzo  piano  di  proiezione  come  una  nuova  posizione  del 
primo  o del  secondo  piano  di  proiezione. 

2)  Determinare  l’angolo  o,  di  un  piano  (o  l'angolo  fa  di  una 

retta  e la  sua  vera  lunghezza)  per  mezzo  di  una  trasfor- 
mazione di  piani  coordinati  — portando  il  secondo  piano 
di  proiezione  ad  essere  normale  al  piano  dato  (o  parallelo 
alla  retta  data). 

3)  Portare,  per  mezzo  di  rotazioni  del  sistema  di  proiezione,  un 

asse  ad  essere  parallelo  ad  una  retta  data,  oppure  un  piano 
di  proiezione  ad  essere  parallelo  ad  un  piano  dato.  Questo 
problema  offre  il  modo  di  eseguire  quel  cangiamento  di 
piani  accennato  alla  fine  del  § 58.  S’incomincia  dal  pren- 
dere un  nuovo  primo  piano  di  proiezione  parallelo  alla 
retta  o normale  al  piano,  e poi  si  prende  un  nuovo  se- 
condo piano  di  proiezione  parallelo  alla  retta  od  al  piano 
respettivamente. 

4)  Mostrare  la  identità  di  una  tale  trasformazione  col  ribalta- 
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mento  sopra  uno  dei  piani  di  proiezione  di  un  sistema  piano. 

5)  Determinare  la  distanza  del  punto  A da  un  piano  E o da  una 

retta  g respettivamente  per  mezzo  di  una  trasformazione. 

6)  Parimente  determinare  la  minima  distanza  delle  rette  g ed  l. 

7)  Determinare  per  mezzo  di  trasformazioni  la  grandezza  del- 

l’ angolo  di  due  rette  o di  due  piani  o di  un  piano  e di 
una  retta  ; come  caso  particolare  1’  angolo  di  due  piani,  i 
quali  sono  determinati  dalla  loro  intersezione  e da  un 
loro  punto  all’  infuori  di  quella  intersezione. 

8)  Condurre  per  una  retta  g i piani  S,S’  che  fanno  con  una 

retta  data  l un  angolo  dato  y , facendo  uso  della  trasfor- 
mazione. La  Figura  113  dà  i piani  che  fanno  con  l un  an- 

Fig.  113. 
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golo  y , il  cui  seno  è eguale  a 0,4  ; se  la  luce  che  li  il- 
lumina fosse  diretta  secondo  la  retta  l,  il  loro  grado  di 
luce  sarebbe  misurato  da  questo  numero  (Cfr.  §§  113, 
125-127).  Per  mezzo  dei  punti  A,  B,  C si  trova  la  nuova 
proiezione  verticale ,1'' quando  si  prenda  l'  per  asse 
xX,  prendendo  allora  1’  angolo  y per  modo  che  un  suo 
lato  sia  la  retta  ,P  determiniamo  un  nuovo  piano  oriz- 
zontale di  proiezione  che  incontri  il  piano  verticale  se- 
condo la  retta  ,X,  allora  per  mezzo  del  punto  I)  di  g si 
trovano  le  tracce  tU  tU  ,F'  dei  piani  domandati.  I 
punti  E,  F determinati  per  mezzo  di  G nella  posizione 
iniziale  determinano  i piani  S,  S*,  cioè  gE,gF  respetti- 
vamente.  Il  fascio  dei  piani  corrispondenti  ai  differenti 
valori  di  y o di  seny  si  determina  ora  facilmente, 
fi)  Nel  precedente  problema  si  è supposto  che  gr  ed  I si  taglino 
e che  g tagli  l’ asse  X.  Perchè  queste  ipotesi  in  generale 
sono  ammissibili? 

10)  Come  si  determina  nella  Figura  113  1’  angolo  che  un  piano 

dato  condotto  per  g fa  con  2 ? quindi  il  grado  di  luce  dei 
differenti  piani  del  fascio  che  ha  per  assejr? 

11)  Si  semplicizza  la  soluzione  del  problema:  Costruire  le  rette 

che  incontrano  tre  rette  date,  quando  per  mezzo  di  una 
trasformazione  si  riduce  un  asse  di  proiezione  ad  essere 
parallelo  ad  una  di  quelle  rette  date.  Nel  piano  di  proie- 
zione corrispondente,  vale  a dire  in  quello  normale  a 
quell’  asse , la  retta  appare  come  un  punto  c le  proiezioni 
omonime  di  tutte  le  trasversali  passano  per  esso. 

12)  Determinare  nella  sua  vera  grandezza  la  sezione  retta  di  un 

prisma  per  mezzo  di  una  trasformazione  ; come  caso  par- 
ticolare determinare  il  terzo  spigolo  di  un  prisma,  la  cui 
sezione  retta  è un  triangolo  equilatero,  quando  son  dati 
due  spigoli  obliqui  rispetto  ai  piani  di  proiezione. 

13)  Di  un  prisma  retto  a cinque  facce  son  date  la  traccia  s,, 

l’ inclinazione  a,  del  piano  della  base , la  forma  e la 
grandezza  della  base  insieme  alla  sua  posizione  rispetto 
ad  finalmente  è data  l'altezza  h,  si  deve  proiettare  il 
prisma  introducendo  un  nuovo  piano  di  proiezione  nor- 
male ad  s,.  La  Figura  114  offre  la  soluzione  del  problema. 
Mostrare  la  sua  relazione  col  metodo  del  ribaltamento. 


60.  Il  Problema  7 del  § 38,  il  quale  può  essere  risoluto  anche 
coi  metodi  indicati  nel  precedente  paragrafo,  è con  un  enunciato 
un  poco  differente  il  problema  della  assonometria.  Supposto  che 
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una  qualsiasi  figura  solida  sia  data  per  mezzo  delle  coordinate 
dei  suoi  punti  rispetto  ad  un  sistema  di  assi  ortogonali , si  può 


Fig.  114. 


determinare  la  proiezione  ortogonale  di  questa  figura  sopra  un 
piano  qualunque  dato  di  posizione  ; infatti  basta  per  questo  fare 
una  trasformazione  di  piani  coordinati  nel  modo  indicato  nel 
precedente  § , prendendo  il  piano  dato  per  uno  dei  piani  di  pro- 
iezione. 

Il  problema  dell’  assonometria  consiste  in  ciò  : Trovare  di- 
rettamente senza  fare  uso  della  trasformazione  la  proiezione 
sopra  un  piano  qualunque  di  una  figura  solida,  quando  si  hanno 
le  direzioni  nelle  quali  appariscono  nella  proiezione  tutte  le 
parallele  agli  assi,  ed  i rapporti  di  accorciamento  che  loro  re- 
spettivamente  corrispondono. 

E questi  ultimi  dati  si  possono  certamente  ottenere  per 
mezzo  della  trasformazione,  come  mostra  la  Figura  115,  nella 
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quale  S ù il  piano  della  proiezione  assonometrica  e 0 ,X',  O tY', 
0 SZ'  sono  gli  assi  della  medesima  ; ed  i rapporti 

OX  : 0,X',  OY : 0 ,Y',  OZ-.  0 ,Z' 
danno  i corrispondenti  rapporti  di  accorciamento.  Infatti  sa- 

Kig.  115. 


rebbe  A (Fig.  116)  la  proiezione  del  punto  sul  piano  in  que- 
stione, se  OX,  0 Y,  OZ  fossero  le  proiezioni  dei  tre  assi  coordi- 


Fig.  i 1C. 


Z 


T 


nati  ed  OAx , OAy,  OA,  le  pro- 
iezioni delle  lunghezze  x,y,  z, 
coordinate  di  A,  staccate  su- 
gli assi  a partire  dal  punto  O. 
Lo  stesso  vale  anche  per  le 
proiezioni  oblique  e parallele. 

Nell’Osservazione  del  § 47 
è dato  ciò  che  è necessario 
per  trovare  le  direzioni  degli 
assi  di  proiezione  ed  i corri- 
spondenti rapporti  di  accor- 
ciamento per  la  proiezione  or- 
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togonale  sopra  un  piano  qualunque  S.  Se  Sx  S,  S,  è il  triangolo 
delle  tracce  del  piano  della  proiezione  assonometrica  (Fig.  117), 
il  punto  N,  in  cui  si  ta-  H7 

gliano  le  tre  altezze  del 
triangolo,  è la  proiezione 
dell’  origine  0 delle  coor- 
dinate ed  JVSX,  NS,,  NS. 
sono  le  proiezioni  degli  as- 
si e precisamente  dei  seg- 
menti intercetti  sugli  assi 
dal  nuovo  piano  di  proie- 
zione. Conoscendo  le  vere 
lunghezze  OS*,  OS,,  US, 
di  questi  segmenti,  si  ot- 
tengono i rapporti  di  ac- 
corciamento cos  fi, , costì,,  costì,  che  alle  coordinate  z,  y,  x 
corrispondono,  ossia  gli  angoli  fi,,  fi,,  fi,  che  gli  assi  OZ,  OY, 
OX  fanno  col  nuovo  piano  di  proiezione.  Il  triangolo  rettan- 
golo S.  O/l,  (Fig.  118),  in 

cui  N è il  piede  della  Fig.  ìis. 

perpendicolare  abbassa- 
ta dal  vertice  dell’angolo 
retto  sulla  ipotenusa,  op- 
pure il  triangolo  NOS, 

(Fig.  117),  dà  la  vera 
grandezza  OS,  del  seg- 
mento proiettato  in  NS, 
e si  ottengono  in  tal  mo- 
do tutti  e tre  i rapporti 
di  accorciamento  (Cfr. 

Fig.  83). 

Se  si  osserva  allora 
che  le  fii  sono  i comple- 
menti degli  angoli  a,  del 
piano  di  proiezione  SJiJS.  coi  piani  coordinati  XOY,  XOZ,  YOZ 
respetti  vamente,  si  ha  (§  47)  che  la  somma  dei  quadrati  dei  loro 
coseni  deve  essere  eguale  a 2;  ossia  se  e è la  unità  di  lunghezza 

Fiedlbr.  — Geometria  detcriUiva.  12 
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ed  elt  eit  e,  sono  le  sue  proiezioni  sopra  gli  assi  z,  y,  x, 
si  ha: 


ed  essendo 


sara: 


e • cos  /3i  = et , 
-2  e\ 


cos 1 fo  — — r 


La  prima  relazione  basta  per  risolvere  il  problema  nella 
forma  più  conveniente  per  le  pratiche  applicazioni  (Cfr.  Es.  1). 

Il  triedro  che  ha  per  vertice  il  punto  0 e per  spigoli  ON , 
OSx,  OSy,  ossia  0 • NStSy  (Fig.  118),  dà  per  determinare  l’an- 
golo SxNSy  ossia  <j>,,  racchiuso  fra  le  proiezioni  di  OSx,  OSy , 
la  forinola 

cos  tanfo- tanfo=— V (e,! -+ e,’ — c,’)  (<V -+■ e* — e,), 

* ele8 


e due  formolo  analoghe  si  ottengono  per  cos<f>,,  cos  <j>,. 

E specialmente  comodo  nelle  applicazioni  che  i rapporti  tra 
le  proiezioni  e,  della  unità  e sopra  i tre  assi  coordinati  siano 
espressi  per  mezzo  di  numeri  molto  semplici,  poiché  allora  si 
è in  grado  di  ricavare  le  tre  misure  necessarie  da  una  sola  me- 
diante semplici  riduzioni.  I risultati  che  si  ottengono  per  i più 
comodi  rapporti  fra  le  e,  sono  raccolti  nella  seguente  tabella: 


el 

:e, 

•e. 

1 

cosfo, 

cosfo. 

, cosfo 

P, 

P, 

. P, 

a 

t 

1 : 

1 

0,816 

0,816 

0,816 

120" 

120° 

120° 

h f 

2 

i : 

» 

943 

471 

943 

131° 

24 

97°  11’ 

131°  24  7 

M 

3 

l : 

3 

973 

324 

973 

133" 

24 

93°  11' 

1 33°  24  */t 

t 

5 

4 : 

6 

806 

643 

967  ; 

OO 

0 

13' 

ione 

130»  37' 

c ) 

9 

3 : 

10 

887 

493 

985  j 

107° 

49' 

95°  11' 

157» 

( 

7 

6 : 

8 

811 

695 

927 

114“ 

46' 

106°  59  ’/j' 

138*14  7,'. 

Il  primo  caso,  in  cui  le  tre  misure  son  eguali,  è stato  detto 
il  caso  della  proiezione  isometrica;  nei  casi  b),  siccome  vi  sono 
due  misure  che  coincidono,  si  dice  che  la  proiezione  è monodi- 
melrica;  nei  casi  c)  la  proiezione  è detta  anisomelrica. 

È da  notarsi  che  nella  proiezione  isometrica  il  piano  di 
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proiezione  è normale  ad  un  asse  bissettore,  nella  proiezione 
monodimetrica  il  piano  di  proiezione  è normale  ad  un  piano 
bissettore  del  sistema  di  coordinate  (Cfr.  le  Oss.  Ili  e IV  del  § 46), 
e solamente  nel  caso  della  proiezione  anisometrica  il  piano  può 
avere  una  posizione  qualunque  rispetto  al  sistema  di  coordi- 
nate. Da  questa  semplice  osservazione  si  ricava  che  nella  pro- 
iezione isometrica  le  rette  ed  i piani  paralleli  all’asse  bissettore 
corrispondente  appariscono  respetti  varaente  come  punti  e come 
rette,  nella  proiezione  monodimetrica  tutti  i piani  paralleli  al 
piano  bissettore  corrispondente  sono  rappresentati  per  mezzo  di 
rette.  Poiché  si  presentano  spesso  linee  e piani  che  hanno  tali 
speciali  posizioni  in  quei  corpi  che  hanno  molta  simmetria, 
come  per  es.  nei  cristalli  dei  sistemi  regolari,  cosi  le  proiezioni 
isometriche  e monodimetriche  non  procurerebbero  delle  imma- 
gini molto  chiare  di  tali  corpi  nella  maggior  parte  dei  casi. 1 

Si  osserverà  inoltre  per  la  pratica  applicazione  che  le  rap- 
presentazioni che  danno  un  forte  accorciamento  per  l’ asse  OZ 
(che  si  ritiene  generalmente  come  asse  verticale),  come  il  1°, 
4°  e 6°  caso  della  tabella,  non  possono  convenire  per  que- 
gli oggetti  che  non  si  possono  vedere  bene  sotto  forti  incli- 
nazioni rispetto  all’orizzonte,  poiché  altrimenti  la  deviazione 
della  rappresentazione  assonometrica  dal  modo  col  quale  si  ve- 
dono abitualmente  fa  perdere  alla  rappresentazione  una  parte 
del  suo  valore. 

Esercizi.  1)  Costruire,  dati  i rapporti  e,  : es  : e3  (Fig.  119,  a,  b.  = 10  : 
9 ; G ; c.  = 10  : 6 : 9),  le  |3(  ed  il  triangolo  delle  tracce 
formato  dagli  assi  coordinati. 

Si  formi  (Fig.  119,  b)  con  e,,  e , come  cateti  un  triangolo 
rettangolo,  colla  ipotenusa  di  questo  e con  et  un  secondo 
triangolo  rettangolo,  la  ipotenusa  di  questo  secondo  trian- 
golo è il  diametro  del  circolo  che  è circoscritto  al  qua- 
drato, il  cui  lato  è eguale  ad  e.  Determinata  in  tal 
modo  la  lunghezza  e,  i triangoli  rettangoli  che  hanno  per 
ipotenusa  e e uno  dei  cateti  eguale  ad  e, , e,,  e3  hanno  gli 
angoli  opposti  a questi  cateti  respettivamentc  eguali  a 

\ — — r,  — Ps-  Si  formino  allora  i triangoli 

’ La  Figura  83  è disegnata  coi  rapporti  9 : 5 : IO  ; la  massima  parte  delle  altre 
figure  schematiche  sono  disegnate  coi  rapporti  2:1:2. 
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rettangoli  che  hanno  questi  angoli  acuti  (Fig.  119,  a)  ed 
un  cateto  A'O  comune,  da  O si  conduce  una  perpendicolare 


Eie.  li». 

a.  b.  c. 


alia  retta  che  fa  con  NZ  l’angolo  p,  c pel  punto  in  cui 
incontra  la  verticale  NZ  si  tira  una  orizzontale,  poscia 
fatto  centro  in  N e con  raggi  eguali  ai  due  cateti  corri- 
spondenti ai  triangoli  p, , p3  si  descrivano  due  cerchi,  que- 
sti tagliano  la  orizzontale  in  punti  che  danno  le  direzioni 
NY,  NX  cercate  (Cfr.  Fig.  117). 

2)  La  possibilità  della  rappresentazione  assonometrica  richiede 

che  le  ei  date  siano  tali  che  la  somma  dei  quadrati  di  due 
di  esse  sia  sempre  maggiore  del  quadrato  della  terza. 

3)  Quali  sono  i valori  limiti  delle  e,-  che  corrispondono  alle  pro- 

iezioni sui  piani  coordinati? 

4)  La  proiezione  isometrica  del  cubo  è l’ esagono  regolare  colle 

sue  diagonali  (Cfr.  Fig.  107). 

5)  Rappresentare  in  proiezione  anisometrica  per  dati  rapporti 

dei  parametri  le  forme  dei  sistemi  regolari  dei  cristalli. 

6)  Disegnare  le  rappresentazioni  assonometriche  di  circoli  situati 

nei  piani  coordinati  col  centro  nella  origine  degli  assi. 

7)  Disegnare  la  immagine  assonometrica  di  un  circolo  che  è si- 

tuato in  un  piano  dato,  che  ha  un  centro  ed  un  raggio 
dati,  facendo  uso  della  proiezione  di  quel  diametro  che 
non  viene  accorciato,  di  quel  diametro  cioè  che  è paral- 
lelo al  piano  della  proiezione  assonometrica. 
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8)  Disegnare  in  proiezione  assonometrica  la  intersezione  di  un 

dodecaedro  regolare  con  un  tetraedro. 

9)  Disegnare  secondo  lo  stesso  metodo  le  proiezioni  parallele 

ortogonali  di  poliedri  che  hanno  tre  assi  di  simmetria, 
quando  questi  sono  obliqui  rispetto  ai  piani  di  proie- 
zione. 

61.  Quando  si  adoperano  anche  proiezioni  parallele  ed  obli- 
que giova  porre  a fondamento  della  proiezione  assonometrica 
il  seguente  teorema:  Tre  segmenti  di  lunghezza  e direzione  arbi- 
trarie che  partono  da  un  punto  e che  sono  in  un  piano,  possono 
sempre  considerarsi  come  la  proiezione  parallela  sul  piano  di  tre 
lunghezze  eguali  prese  sopra  tre  assi  OX,  OY,  OZ  ortogonali 
fra  loro.  Donde  si  vede  che  si  possono  prendere  arbitrariamente 
le  direzioni  delle  immagini  degli  assi  (purché  tutte  e tre  non 
coincidano)  ed  i rapporti  di  accorciamento  (purché  due  di  que- 
sti non  si  prendano  eguali  a zero). 

Questo  teorema,  detto  il  Teorema  di  Pohlke,  si  dimostra  nel 
seguente  modo:  Immaginiamoci  il  tetraedro  OXYZ  che  ha  tre 
spigoli  ortogonali  fra  loro  ed  eguali  e dimostriamo  come  si  possa 
porre  il  piano  del  quadrangolo  O X'  Y'Z’  (Fig.  120,  b)  per  modo 
che  questo  sia  una  proiezione  parallela  di  quel  tetraedro,  o più 
esattamente  parlando  una  figura  simile  alla  proiezione  paral- 
lela di  quel  tetraedro  (§21,c).  La  direzione  dei  raggi  proiettanti 
si  determina  come  segue:  Il  punto  di  intersezione  di  due  lati  op- 
posti nel  quadrangolo  immagine,  per  es.  il  punto  AB'  intersezione 
di  X'Y'  e di  O'Z'  è l’immagine  A del  punto  A situato  sulla  retta 
XY  e del  punto  D situato  sulla  retta  OZ,  questi  due  punti  A, 
B sulle  rette  XY,  OZ  respettivamente  sono  determinati  di  po- 
sizione dai  rapporti  delle  loro  distanze  dai  punti  X,  F ed  0,  Z 
e questi  rapporti  sono  uguali  ai  rapporti  A'X' : A'Y'  e /TO’:  lì'Z' 
dunque  dato  il  quadrangolo  son  fissati  i punti  A e B.  La 
retta  AB  ha  per  immagine  il  punto  A'B',  essa  rappresenta 
quindi  la  direzione  dei  raggi  proiettanti.  Se  ora  conducessimo 
per  OX,  OY,  OZ  respettivamente  e per  la  retta  OR  parallela 
ad  AB  condotta  per  0 dei  piani  proiettanti,  essi  formerebbero 
un  fascio  OR  XYZ  che  dovrebbe  tagliare  il  piano  di  proiezione 
secondo  un  fascio  di  rette  eguale  al  fascio  0' ■ X'Y'Z' ■ Ciò 
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serve  a determinare  le  posizioni  che  sono  possibili  pel  piano 
di  proiezione. 

Tagliamo  infatti  il  fascio  di  piani  con  un  piano  che  passi  per 
Oe  sia  normale  alla  retta  OR  e sia  0 xyz  il  fascio  di  rette  che 
si  ottiene  in  tal  modo  sul  piano  secante  ; bisogna  porre  il  fascio 
0'  X'Y'Z  per  modo  che  Oxyz  ne  sia  la  proiezione  ortogonale. 
I fasci  O xyz,  0'  •X'Y'Z'  sono  proiettivi,  indichiamo  con  qr, 
q'r'  le  coppie  di  raggi  corrispondenti  ortogonali  : se  si  osserva 
ora  che  un  angolo  retto  non  può  avere  per  proiezione  orto- 
gonale sopra  un  piano  un  altro  angolo  retto  altro  che  quando 
uno  dei  suoi  lati  è parallelo  al  piano  di  proiezione  o giace  in 
esso,  si  potrà  determinare  la  posizione  del  piano  di  proiezione. 
Infatti  nei  due  fasci  proiettivi  O xyz  ed  0' ■ X'Y'Z,  di  cui  sono 
note  tre  coppie  di  raggi  corrispondenti,  si  potranno  determinare 
(§  18,  Es.  4)  le  coppie  di  raggi  ortogonali  qr,  q'r'.  Ciò  fatto, 
facciamo  coincidere  q con  q,  allora  gli  angoli  ( q , x ),  ( x , r) 
hanno  per  corrispondenti  (q',  x'),  (x1 , r’)  la  somma  dei  primi 
due  come  pure  quella  di  questi  ultimi  è eguale  ad  un  retto, 
dunque  non  potendo  gli  angoli  corrispondenti  essere  eguali, 
dovrà  essere  uno  maggiore,  1’  altro  minore  del  corrispon- 
dente: sia  per  es.  i_  (q , x)  <C  L (ff  > x')>  allora  saranno  possi- 
bili pel  piano  del  fascio  0 • X'Y'Z  le  due  posizioni  per  le  quali 
q' coincide  con  q e contemporaneamente  x'  viene  nel  piano  ORX. 
Manifestamente  queste  due  posizioni  sono  simmetriche  rispetto 
al  piano  qq  R,  ossia  alla  direzione  dei  raggi  proiettanti. 

Si  costruiscono  cosi  due  posizioni  pel  piano  di  proiezione 
che  a tutte  quelle  condizioni  soddisfanno.  Queste  due  posizioni 
coincidono  quando  la  proiezione  diviene  ortogonale. 

La  Figura  120  contiene  la  completa  costruzione  per  gli 
assi  0' ■ XYZ.’.  I punti  A,  B e la  direzione  dei  raggi  pro- 
iettanti sono  determinati  dalla  condizione  che  i punti  A e lì 
dividano  le  rette  À’F,  OZ,  come  A’,  lì'  dividono  le  rette 
X'Y',  O'Z'  e la  direzione  dei  raggi  proiettanti  è data  dalla  di- 
rezione delle  retto  AB',  A"B'  (Fig.  120,  a).  Allora  la  sezione 
normale  del  fascio  di  piani,  che  danno  questa  direzione  e le 
direzioni  degli  assi  coordinati,  si  ottiene  per  mezzo  di  trasfor- 
mazioni, cercando  le  proiezioni  degli  assi  sopra  un  piano  nor- 
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male  ad  AB  (Fig.  120,  a)  ; le  successive  trasformazioni  attorno 
all’  asse  y col  nuovo  asse  tx  e dopo  attorno  all’  asse  z col  nuovo 


Fig.  120. 

a.  b. 


asse  {x  conducono  a questa  posizione  finale;  OtX‘ , OiY",  OlZ' 
formano  allora  il  fascio  della  sezione  normale,  quel  fascio  che 
prima  abbiamo  chiamato  0 ■ xyz. 

Le  coppie  di  assi  ortogonali  sono  q' , r'  ; ,g",  ,r"  — la  loro 
costruzione  è soppressa,  perchè  nota  — ed  è come  prima 
i (<] ' > x ) ]>  L (,</',  ,x  ).  Poscia  si  riporta  l’ angolo  ( q x")  in 
xtf  0{x')  ed  un  punto  P del  lato  x'  si  porta  per  mezzo  di  una 
rotazione  attorno  alla  retta  0 ,q 9 nel  piano  che  è in  tx"  normale 
al  quadro  ; Pit  P,  sono  le  due  posizioni  corrispondenti  dise- 
gnate nel  ribaltamento,  ed  ognuna  di  queste  due  posizioni  de- 
termina un  piano  di  proiezione;  respettivamente  P„  tq"\  P„  ,<f. 
Come  si  ottenga  di  qua  la  direzione  dei  raggi  proiettanti  ri- 
spetto al  piano  della  immagine  0'  ■ X'Y'Z'  è evidente. 

Bisogna  notare  che  questa  costruzione  non  richiede  l’or- 
togonalità degli  assi  coordinati  OX,OY.  OZ  da  noi  supposta, 
che  quindi  essa  dimostra  il  teorema  anche  quando  le  coordinate 
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son  prese  sopra  un  sistema  di  assi  obliqui.  Talché  essa  è il 
vero  fondamento  della  assonometria.  Se  si  considera  il  triangolo 
che  ha  per  vertici  i punti  diagonali  del  quadrangolo  O'X  Y'Z', 
le  rette  AB,  CD,  EE,  che  a quei  tre  punti  corrispondono,  danno 
un  prisma  triangolare,  ed  allora  il  problema  della  determi- 
nazione del  piano  di  proiezione  può  enunciarsi  nel  seguente 
modo:  Determinare  i piani  che  tagliano  le  facce  di  un  prisma 
triangolare  secondo  un  triangolo  simile  ad  un  triangolo  dato 
(Cfr.  § 54,  Es.  9).  Infatti,  se  i triangoli  dei  punti  diagonali  di 
due  quadrangoli  piani  sono  simili  e similmente  posti,  i lati  cor- 
rispondenti dei  due  quadrangoli  sono  paralleli,  essendo  l’asse 
di  collineazione  dei  due  quadrangoli  infinitamente  lontano 
(§21,  c,-  § 22,  Es.  1). 

Il  problema  principale  di  questo  § è un  caso  particolare 
della  determinazione  generale  dei  sistemi  collineari. 

Abbiamo  veduto  (§  44)  che  per  mezzo  di  cinque  piani  o 
punti  dell’un  sistema  e dei  corrispondenti  dell’altro  i due  si- 
stemi sono  determinati,  se  essi  debbono  essere  affini,  al  piano 
all’ infinito  dell'  uno  corrisponde  il  piano  all’infinito  dell’altro 
sistema;  due  tetraedri  che  si  corrispondono  vertice  a vertice, 
determinano  quindi  due  sistemi  affini.  Se  uno  di  essi  diviene  infi- 
nitamente sottile  (§43),  cioè  un  quadrangolo  piano,  abbiamo  per 
figure  corrispondenti  un  quadrangolo  ed  un  tetraedro , come 
nel  caso  considerato  in  questo  paragrafo. 

Osserva:.  I)  Se  gli  assi  0 X’  c 0’  Z',  oppure  O Y c 0’  Z',  sono  rettangolari 
fra  loro  nella  immagine,  il  piano  di  proiezione  è parallelo 
al  piano  XOZ , YOZ  respettivamente;  si  ottiene  quindi 
una  proiezione  parallela  obliqua  che  si  dice  prospettiva 
Cavalìera. 

II)  La  rappresentazione  dell’  oggetto  nel  modo  ora  indicato  non 
dà  l’immagine  che  nella  direzione  dei  raggi  proiettanti, 
i vantaggi  che  essa  offre  al  disegnatore  sono  accompa- 
gnati dal  pericolo  di  un  contorcimento  rispetto  all'  appa- 
renza nella  direzione  normale. 

Ili)  La  rappresentazione  assonometrica  che  dà  la  proiezione  paral- 
lela obliqua,  è specialmente  adatta  alla  rappresentazione 
per  le  relazioni  proiettive  ; ad  ogni  variata  «direzione  dei 
raggi  visuali  corrisponde  un  altro  originale  per  la  stessa 
immagine,  ma  tutti  questi  originali  hanno  le  proprietà 
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proiettive  comuni  fra  loro.  Precisamente  come  nelle  co- 
struzioni della  proiezione  centrale  che  non  richieggono  il 
circolo  di  distanza,  un  disegno  dà  per  ogni  occhio  esatta- 
mente la  medesima  relazione  per  ogni  speciale  posizione. 
11  carattere  speciale  che  collega  gli  originali  della  mede- 
sima proiezione  obliqua  è manifesto. 

Esercizi.  1)  Costruire  la  sezione  normale  del  fascio  di  piani  OR  • X ’.YZ 
per  mezzo  del  triangolo  delle  tracce  e delle  altezze  del  me- 
desimo per  un  piano  normale  ad  OR  o AD. — Far  uso  del 
ribaltamento  anziché  della  trasformazione. 

2)  Spiegare  come  un  tetraedro  dato  viene  rappresentato  per 

mezzo  di  una  proiezione  obliqua  similmente  ad  un  dato 
quadrangolo  qualunque. 

3)  Spiegare  come  si  passa  da  un  tetraedro  qualunque  e dal  qua- 

drangolo che  rappresenta  la  sua  proiezione,  ad  un  tetrae- 
dro che  ha  in  un  vertice  un  angolo  triedro  trirettangolo 
ed  i tre  lati  concorrenti  in  quel  vertice  eguali  fra  loro,  e 
al  quadrangolo  che  a questo  secondo  tetraedro  corri- 
sponde. 

4)  Determinare  le  due  posizioni  dei  piani,  i quali  tagliano  se- 

condo un  quadrato  un  prisma  quadrangolare,  di  cui  la  se- 
zione retta  è un  parallelogrammo;  o più  generalmente 
tagliano  secondo  rombi  di  angolo  dato  un  prisma,  di  cui 
la  sezione  retta  è un  parallelogrammo. 

5)  Ricercare  quale  valore  e importanza  abbia  la  teoria  della  af- 

finità per  la  rappresentazione  di  sistemi  piani  nella  proie- 
zione parallela  obliqua  (§  2t , a ; § 53). 
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TEORIA  DELLA  COSTRUZIONE  DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 


A.  Delle  curve  e delle  superfìcie  sviluppabili. 


G2.  Lo  studio  delle  sezioni  coniche  lia  mostrato  che  per  le 
curve  piane  hanno  uguale  importanza  i due  differenti  modi  coi 
quali  esse  possono  essere  generate  e le  proprietà  che  nei  due 
casi  si  ottengono;  il  considerare  cioè  le  curve  come  luoghi  delle 
posizioni  successive  di  un  punto  mobile  secondo  una  data  leg- 
ge, oppure  il  considerarle  come  inviluppi  di  una  retta  mobile 
che  si  muove  nel  piano  con  una  legge  determinata.  Quello  stu- 
dio ci  ha  altresì  indicato  come  da  quei  due  metodi  si  possano 
ricavare  le  proprietà  dei  punti  delle  curve  e delle  loro  tan- 
genti. I punti  e le  tangenti , se  si  considerano  come  elementi 
di  una  curva,  si  possono  collegare  fra  loro  mediante  le  seguenti 
definizioni  correlative  (§  23,  § 33): 


La  tangente  in  un  punto  di  una 
curva , considerata  come  il  luogo  di 
un  punto  mobile , è la  retla  che 
passa  per  due  posizioni  infinitamente 
vicine  e successive  del  punto  stesso. 
Ossia  : Se  una  retta  ruota  intorno  ad 
un  punto  fisso  della  curva,  per  modo 
che  uno  degli  altri  punti  in  cui  la 
retla  incontra  la  curva  sempre  più 
si  avvicini  al  punto  fisso,  la  posi- 
zione limite  della  retta  mobile  è la 
tangente  alla  curva  nel  punto  fisso. 


Il  punto  di  una  curva  situato 
sopra  una  tangente,  quando  si  con- 
sidera la  curva  come  l’ inviluppo  di 
una  retta  mobile,  è l’intersezione  di 
due  posizioni  infinitamente  vicine  c 
successive  della  retta  stessa.  Ossia: 
Se  un  punto  si  muove  sopra  una 
tangente  fissa  della  curva,  per  modo 
che  una  delle  altre  tangenti  che  da 
quel  punto  si  possono  condurre  alla 
curva  sempre  più  si  avvicini  alla 
tangente  fissa,  la  posizione  limite 
del  punto  mobile  è il  punto  di  con- 
tatto colla  curva  della  tangente  fissa. 
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Questo  modo  di  ottenere  le  tangenti  ed  i punti  della  curva 
può  talvolta  dar  luogo  a delle  singolarità  che  si  indicano  col 
nome  di  ordinarie  per  distinguerle  da  altre  di  un  ordine  più 
elevato.  Così: 


Se  il  punto  mobile  nel  generare 
la  curva  passa  due  (od  anche  più) 
volte  per  uno  stesso  punto  del  piano, 
questo  punto  dicesi  punto  doppio 
(o  punto  multiplo)  della  curva 
(Fig.  121,  a).  In  generale,  il  punto 
mobile  arriva  al  punto  doppio  la 
prima  e la  seconda  volta  per  due 
differenti  cammini,  passando  cioè 
per  due  diversi  punti  infinitamente 
vicini  al  punto  doppio,  in  altre  pa- 
role in  un  punto  doppio  la  curva 
ammette  in  generale  due  tangenti 
tra  loro  distinte. 


Se  la  retta  mobile  nel  generare 
la  curva  coincide  due  (od  anche  più) 
volte  con  una  stessa  retta  del  piano, 
questa  retta  dicesi  tangente  doppia 
(o  tangente  multipla)  della  cu  iva 
(Fig.  121,  b).  In  generale,  la  retta 
mobile  arriva  alla  tangente  doppia 
la  prima  e la  seconda  volta  ruotando 
attorno  a due  punti  distinti,  passando 
cioè  per  due  posizioni  diverse  infini- 
tamente vicine  alla  tangente  doppia, 
cioè  in  una  tangente  doppia  vi  sono  in 
generale  due  punti  di  contatto  colla 
curva  tra  loro  distinti. 


Fig.  121. 


Ma  se  il  secondo  passaggio  sue-  Ma  se  la  seconda  coincidenza 
cede  immediatamente  al  primo  ed  il  succede  immediatamente  alla  prima 
punto  infinitamente  vicino  dal  quale  e la  posizione  infinitamente  vicina 
arriva  il  punto  mobile  al  punto  dop-  della  retta  dalla  quale  arriva  la  retta 
pio  è anche  quello  pel  quale  passa  mobile  alla  tangente  doppia  è anche 
nel  partire,  quel  punto  prende  il  quella  per  la  quale  passa  nel  par- 
nome  speciale  di  punto  di  regres-  tire,  quella  tangente  prende  il  nome 
so,  cuspide  o punto  stazioìiario  speciale  di  tangente  di  risvolto,  di 
(Fig.  121,  b,  d).  inflessione  o tangente  stazionaria 

(Fig.  121,  c.) 

Ecco  le  ragioni  per  le  quali  questi  punti  singolari  e queste 
tangenti  singolari  sono  cosi  denominati: 

Si  immagini  il  punto  mobile  ge-  Si  immagini  la  retta  mobile  ge- 
neratore della  curva,  il  quale  si  nera  trice  della  cu  iva,  la  quale  ruoti 
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avanzi  con  una  corta  velocità  varia- 
bile sulla  corrispondente  tangente, 
mentre  questa  cambia  uniforme- 
mente la  propria  direzione  pas- 
sando da  una  posizione  alla  conti- 
gua. Se  per  un  dato  istante  si 
suppone  che  la  velocità  del  punto 
mobile  sia  nulla  e che  in  seguito  si 
inverta  il  senso  del  movimento  nella 
tangente,  quel  punto  sani  un  punto 
stazionario  della  curva  e la  corri- 
spondente tangente  la  tangente  di 
regresso. 


con  una  certa  velocità  variabile , 
mentre  il  relativo  punto  di  contatto 
si  avanza  in  essa  uniformemente 
passando  da  una  posizione  alla  con- 
tigua. Se  per  un  dato  istante  si  sup- 
pone che  la  velocità  di  rotazione 
della  tangente  sia  nulla  e che  in  se- 
guito si  inverta  il  senso  della  rota- 
zione, quella  tangente  sarà  una  tan- 
gente stazionaria  della  curva  ed  il 
corrispondente  punto  di  contatto  il 
punto  d’ inflessione  o flesso. 


Se  la  legge  colla  quale  si  muove  il  punto  o la  tangente  è 
esprimibile  analiticamente  col  mezzo  di  una  equazione  algebrica 
di  un  grado  determinato  fra  le  coordinate  del  punto  o della 
tangente  variabile  (se  cioè  la  curva  è algebrica),  è determinato 
il  numero  dei  punti  che  una  retta  del  piano  della  curva  ha 
in  comune  con  essa  od  il  numero  delle  tangenti  che  da  un 
punto  del  piano  si  possono  condurre  alla  curva  respettiva- 
merite  ; tale  numero  è uguale  a quello  delle  soluzioni  reali  co- 
muni alla  equazione  della  curva  ed  a quella  della  retta  o del 
punto.  Se  oltre  alle  soluzioni  reali  si  contano  anche  le  solu- 
zioni immaginarie  comuni  respettivamente  all’ equazione  della 
curva  ed  alla  equazione  lineare  corrispondente  alla  retta  od  al 
punto,  il  numero  di  queste  soluzioni  è determinato  ed  uguale 
al  grado  dell’equazione  della  curva  in  coordinate  di  punti  o di 
rette.  Il  numero  delle  intersezioni  reali  e delle  immaginarie  di 
una  curva  con  una  retta,  e quello  delle  tangenti  reali  ed  im- 
maginarie che  le  si  possono  condurre  da  un  punto,  diconsi  re- 
spettivamente l’ordine  fi  e la  classe  v della  curva. 1 


' Fra  i numeri  p,  v ed  il  numero  dei  punti  doppi  8,  delle  tangenti  doppie  t,  dei 
punti  di  regresso  x,  delle  tangenti  d’inflessione  t,  esistono  delle  relazioni  detto  for- 
mule di  Plùcker  dal  nome  del  loro  scopritore;  questo  formule  sotto  la  loro  più 
semplice  forma  sono  le  seguenti: 

v=sp (p  — 1)  — 25  — 3x,  p — v(v  — I)  — 2r  — 3t,  i — x = 3 (v  — p)  ; 
della  più  alta  importanza  è il  numero 

p^0>-iy>>-8)_g_xgs(v-0(»-2)_t_, 

per  mezzo  del  quale  le  curve  sono  divìse  in  generi,  come  gli  integrali  Abeiiani  che 
loro  corrispondono.  Queste  formulo  possono  qui  soltanto  essere  enunciate,  ma  non  di- 
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Lo  studio  analitico  delle  curve  (Cfr.  Sez.  E)  conduce  a 
provare  resistenza  di  punii  isolali,  di  punti  doppi  cioè,  pei 
quali  non  passano  rami  reali  della  curva  e nei  quali  non  vi  sono 
per  conseguenza  tangenti  reali,  ec.  Geometricamente  resi- 
stenza di  questi  elementi  si  incontra  nella  trattazione  delle 
superficie. 

Il  cerchio  determinato  da  un  punto  della  curva  e dai  due 
punti  laterali  infinitamente  vicini  dicesi  cerchio  di  curvatura 
della  curva  per  quel  punto  (§  36).  In  un  flesso  della  curva  il 
cerchio  di  curvatura  diviene  la  tangente  di  inflessione  corri- 
spondente, che  va  allora  considerata  come  un  cerchio  di  rag- 
gio infinito;  in  un  punto  di  regresso  il  cerchio  di  curvatura 
coincide  col  punto  stesso  e va  considerato  come  un  cerchio  di 
raggio  zero. 

Osservai.  I)  Una  curva  del  terzo  ordine  semplice  non  può  avere  più  di 
un  punto  doppio  o di  un  punto  di  regresso,  altrimenti  la 
congiungente  due  punti  doppi  taglierebbe  la  curva  in 
quattro  punti;  essa  ò rcspettivamente  della  quarta  o della 
terza  classe,  secondo  che  ha  un  punto  doppio  od  un  cu- 
spide ; essa  non  ammette  tangenti  doppie,  perchè  se  ciò 
fosse  ciascuna  di  queste  avrebbe  in  comune  colla  curva 
quattro  punti , ma  potrà  avere  delle  tangenti  di  infles- 
sione, perchè  queste  non  hanno  in  comune  colla  curva 
che  tre  punti  : nel  primo  caso  il  numero  delle  tangenti 
di  inflessione  è t = 3,  nel  secondo  « = 1.  Le  equa- 
zioni della  Nota  della  pag.  189  per  fi  — 3 diventano: 
v — 0 — 2<?  — 3*,  3 = v(v  — 1)  — 3t,  t — x = 3v  — 9, 
epperò  danno: 

o)  per  <?=1,  z = 0 , v = 4,  i = 3; 

b ) per  d = 0,  «=1,  > = 3,  i = l; 

c)  per  d = 0,  * = 0,  v = 6,  i=9. 

S’ intende  per  curva  semplice  una  curva  che  non  può  scom- 
porsi nell'  insieme  di  piu  curve  di  ordine  inferiore  ; cosi 

mostrale  (Vedi  la  dimostrazione  delle  prime  formolo  nell’opera  del  prof.  Cremona  : In- 
troduzione ud  una  teoria  geometrica  delie  cui-ve  piane , n*  99,  100;  l'ultima  formula 
può  dedursi  dal  Teorema  di  Riemann  sulla  consenazione  del  genere  delle  curve  al- 
gebriche nelle  trasformazioni  univoche,  come  è indicato  nella  Theorie  der  Abelschen 
Functioncn  di  A Clebsch  e P.  Gordan,  § 15  nota.  Nei  Preliminari  ad  una  teoria 
geometrica  delle  superficie,  § 54,  il  prof.  Cremona  ha  dato  ancho  di  questo  ultimo  teo- 
rema una  dimostrazione  geometrica  ; un'  altra  dimostrazione  parimente  geometrica  è 
dovuta  al  prof.  E Berlini,  Giornale  di  Malematiche  di  Battagliai,  voi.  MI,  pag.  115). 
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l’ insieme  di  due  rette  situate  in  un  piano  può,  come  ab- 
biamo veduto,  considerarsi  come  una  linea  del  secondo 
ordine,  ma  questa  non  è allora  una  curva  semplice  ; una 
conica  ed  una  retta  possono  considerarsi  come  una  linea 
del  terzo  ordine  con  due  punti  doppi  (i  punti  di  interse- 
zione della  retta  e della  conica),  ina  questa  non  è una  linea 
semplice.  Analiticamente  ciò  equivale  a dire  che  la  fun- 
zione primo  membro  della  equazione  della  curva  deve 
essere  irriducibile. 

II)  Una  curva  dell’  ordine  u ha  in  generale  fi  punti  a distanza 
infinita,  e conformemente  a ciò  avrà  fi  rami  infiniti  che 
passano  per  questi  punti  e fi  assintoli  (tangenti  nei  punti 
all’ infinito);  coppie  di  questi  elementi  possono  essero 
anche  immaginarie. 

Ili)  Ad  ogni  contatto  della  curva  colla  retta  all’  infinito  corri- 
sponde un  ramo  parabolico  della  curva  stessa. 

IV)  Ogni  proiezione  di  una  curva  piana  è una  curva  dello  stesso 
ordine  e della  stessa  classe  della  data  e presenta  le 
stesse  singolarità;  la  proiezione  di  un  punto  doppio  è un 
punto  doppio  della  proiezione,  ec.  Per  ogni  proiezione 
parallela  di  una  curva  le  proiezioni  degli  assintoli  sono 
gli  assintoti  della  proiezione. 

Esercizi.  I)  Se  si  ha  una  curva  della  quale  non  si  conosce  la  legge  geo- 
metrica di  generazione,  e se  non  si  conosce  alcuna  co- 
struzione per  avere  le  sue  tangenti,  si  può  costruire: 
a)  per  una  data  tangente  il  punto  di  contatto;  b)  per 
un  dato  punto  della  curva  la  tangente  ; c)  per  un  tale 
punto  il  cerchio  di  curvatura  ; d)  la  normale  alla  curva 
che  passa  per  un  dato  punto  fuori  della  curva.  Queste  co- 
struzioni si  fondano  sulle  definizioni  date. 

a)  Si  tirino  (Fig.  122)  delle  secanti  alla  curva  pa- 
rallele e molto  vicine  alla  tangente  data;  dagli  estremi 
A , B di  ciascuna  delle  secanti  si  tirino  delle  parallele 
dirette  comunque,  ma  in 
senso  opposto,  e sopra 
queste  a partire  dai  loro 
estremi  sulla  curva  si  fis- 
sino dei  segmenti  uguali 
(o  proporzionali)  alle  se- 
canlitstesse  ; la  linea  che 
passa  per  gli  estremici 
queste  parallele  sega' la 
tangente  nel  punto  di 
contatto  P. 


Fig.  122. 


// 
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b)  Si  descriva  un  cerchio  K col  centro  nel  punto  T 
della  curva  (Fig.  123)  e per  questo  punto  si  tirino  delle 
rette,  alcune  delle  quali  seghino  in  vicinanza  e da  una 


Fig.  123. 


medesima  parte  del  punto  T la  curva  in  A , B , . . . e le 
altre  nei  punti  A *,  B*, ...  dalla  parte  opposta.  Siano 
A{,  Af,  B,*,...  respettivamente  le  intersezioni 

di  queste  rette  col  cerchio  K e si  portino  le  lunghezze 
TA , TB...',  TA *,  TB*,...  sui  raggi  corrispondenti  a 
partire  dai  punti  A,,  zi,*,  B*,...  verso  il  punto 

T.  La  linea  AtBt....  At*Bt*  che  passa  per  gli  estremi 
di  questi  segmenti  sega  il  cerchio  K in  un  punto  della 
tangente  in  T. 

c)  Si  costruisca  la  tangente  nel  punto  T (Fig.  124); 
la  perpendicolare  ad  essa  che  passa  per  quel  punto  è la 
normale  che  contiene  il  centro  di  curvatura  da  determi- 
narsi. Si  fissino  delle  corde  TA,  TB,...  TA‘,  TB*,... 

Fig.  12». 

T 


da  una  parte  e dall’altra  del  punto  T della  curva  e si  ti- 
rino pei  loro  punti  di  mezzo  le  perpendicolari  che  incon- 
trano la  normale  in  T,  pei  punti  di  incontro  si  tirino 
delle  perpendicolari  alla  normale  ed  in  queste  si  fissino 
i segmenti  AtAt=TA,  2?,B,=  TB,. . . A,*At*  = TA*,. . . 
respettivamente.  La  linea  B,.-l, AM,*  che  passa  per 
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gli  estremi  di  questi  segmenti  sega  la  normale  in  T nel 
centro  di  curvatura,  punto  cercato. 

d)  Si  costruiscano  le  tangenti  in  alcuni  punti  della 
curva  e si  tirino  da  P le  rela-  Fig.  125. 

tive  normali  (Fig.  125),  sulle 
quali  si  portino  a partire  dal 
loro  piede  sulle  tangenti  cor- 
rispondenti dei  segmenti  ugua- 
li alle  distanze  che  i piedi  delle 
normali  hanno  dai  punti  di 
contatto  delle  tangenti  stesse 
da  una  parte  o dall’  altra  a se- 
conda del  loro  senso.  La  linea 
che  passa  per  gli  estremi  di 
questi  segmenti  sega  la  curva  data  nel  punto  che  de- 
termina con  P la  normale  cercata.  Questa  linea  passa 
anche  per  P. 

2)  11  cerchio  di  curvatura  aitraversa  la  curva  nel  suo  punto  di 

contatto  ; la  tangente  di  inflessione  ha  il  carattere  del 
cerchio  di  curvatura. 

3)  Quando  si  fa  la  proiezione  centrale  di  una  curva  piana,  che 

divengono  gli  assintoti?  (Cfr.  § 26). 

63.  Se  si  considera  una  curva  non  situata  in  un  piano 
(cuna  a doppia  curvatura,  cuna  gobba ) come  generata  da  un 
punto  mobile  P,  le  rette  che  uniscono  le  successive  posizioni 

Px,  Ptì  Pt del  punto,  cioè  le  rette  PxPt,  PJ>1,  PsPkt... 

sono  le  tangenti  alla  curva  nei  punti  Pit  Pi}  P,,...  (Fig.  126), 
ed  i piani  determinati  da  due  tangenti  successive  PxPt,  PtP3, 
P,P3,  P,Pk\  ec....  o da  tre  punti  contigui  PtPJ\,  P,PJ\ 


Fig.  126. 


? 
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sono  i piani  osculatori  della  curva.  L’  angolo  infinitamente 
piccolo  compreso  tra  due  tangenti  successive  dicesi  angolo  di 
contingenza  e le  successive  strisce  infinitesime  del  piano  oscu- 
latore limitate  dai  lati  degli  angoli  di  contingenza  costitui- 
scono una  superficie,  la  quale  dicesi  superficie  sviluppabile  oscu- 
latrice alla  curva  o semplicemente  la  sviluppabile  osculatrice  alla 
curva ; perchè  si  può  sviluppare  completamente  in  un  piano 
senza  che  si  pieghi  nè  si  laceri  in  alcuna  parte.  Per  ottenere 
questo  sviluppo  si  faccia  ruotare  la  prima  striscia  infinitesima 
finché  si  disponga  nel  piano  della  seconda,  entrambe  poi  si  fac- 
ciano ruotare  disponendole  nel  piano  della  terza,  ec.  È poi 
evidente  che  una  data  superficie  sviluppabile  si  può  applicare 
sopra  un’altra  sviluppabile  piegandola  nel  modo  ora  detto,  op- 
pure indirettamente,  trasformandola  prima  in  un  piano  e poi 
ripiegandola  inclinando  opportunamente  l’un  l'altra  le  strisce 
infinitesime. 

Le  tangenti  alla  curva  gobba  si  dicono  anche  generatrici 
della  sviluppabile  ed  i piani  osculatori,  piani  tangenti  della 
sviluppabile;  quest’  ultima  denominazione  è fondata  sulla  pro- 
prietà che  una  retta  qualunque  in  uno  di  questi  piani  ha  in 
comune  colla  superficie  due  punti  infinitamente  vicini  (le  in- 
tersezioni della  retta  colle  generatrici  infinitamente  vicine  che 
individuano  il  piano  tangente  che  si  considera);  tale  retta  può 
quindi  considerarsi  come  una  tangente  alla  superficie.  Le  tan- 
genti alla  superficie  sviluppabile  in  tutti  i punti  di  una  genera- 
trice formano  il  corrispondente  piano  osculatore  della  curva 
gobba,  lo  stesso  piano  tocca  la  superficie  sviluppabile  in  tutti  i 
punti  di  questa  generatrice.  Segue  da  tutto  ciò , che  se  un  punto 
si  muove  nello  spazio  passando  successivamente  da  una  posi- 
zione ad  un’altra  infinitamente  vicina,  unica  e determinata , 
questo  punto  genera  una  curva  come  luogo  delle  sue  posizioni, 
e se  un  piano  si  muove  passando  successivamente  da  una  po- 
sizione ad  un’altra  infinitamente  vicina,  unica  e determinata, 
quel  piano  genera  una  superficie  sviluppabile  come  inviluppo 
delle  sue  posizioni;  nel  1°  caso  le  rette  che  uniscono  due  posi- 
zioni contigue  del  punto  mobile  sono  le  tangenti  alla  curva,  e 
nel  "2°  caso  le  intersezioni  di  due  posizioni  contigue  del  piano 
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mobile  sono  le  generatrici  della  superficie  sviluppabile.  La 
curva  ha  per  piani  osculatori  i piani  che  passano  per  tre  posi- 
zioni infinitamente  vicine  del  punto  mobile  e per  punti  le  in- 
tersezioni di  tre  posizioni  infinitamente  vicine  del  piano  mobile. 

Si  immagini  il  piano  osculatore  della  curva  in  una  posi- 
zione iniziale  colla  relativa  tangente  ed  il  relativo  punto  della 
curva;  ad  una  rotazione  di  questo  piano  corrisponde  una  rota- 
zione della  tangente  in  esso  contenuta  ed  un  avanzamento  del 
punto  su  questa  tangente  e viceversa,  al  movimento  del  punto 
sulla  tangente  corrisponde  una  rotazione  della  tangente  e del 
piano.  Se  per  un  istante  cessa  il  movimento  del  punto,  cosicché 
due  delle  sue  successive  posizioni  coincidano  e quindi  tre  tan- 
genti successive  e quattro  piani  osculatori  successivi  passino 
per  un  punto,  questo  punto  dicesi  punto  stazionario.  E se  per 
un  dato  istante  cessa  il  movimento  del  piano  osculatore,  cosic- 
ché due  delle  sue  successive  posizioni  coincidano  e quindi  tre 
tangenti  successive  e quattro  punti  successivi  si  trovino  in  un 
piano,  quel  piano  dicesi  piano  stazionario.  Queste  considera- 
zioni si  svolgeranno  meglio  in  seguito  con  degli  esempi.  I punti 
doppi  e le  altre  singolarità  ordinarie  non  si  presentano  in  un 
modo  molto  semplice  nelle  curve  gobbe,  peraltro  la  considera- 
zione di  un  punto  doppio  e di  un  piano  doppio  può  chiarire  il 
concetto  di  punto  stazionario  e di  piano  stazionario.  Se  si  im- 
magina un  punto  doppio  P della  curva,  e se  i due  rami  di  que- 
sta che  passano  per  esso  hanno  respettivamente  come  punti  in- 
finitamente vicini  a P,  Ptt  Pt  sopra  un  ramo  e P P*  sopra 
l’altro,  saranno  P,P,  P*P  le  tangenti  nel  punto  doppio  e 
P,PtP,  P*P*P  i piani  osculatori  corrispondenti.  Se  PtP,  Pt*P 
coincidono,  il  punto  P diventa  un  punto  stazionario. 

Se  si  immagina  un  piano  tangente  doppio  (cioè  che  tocca 
la  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  lungo  due  generatrici)  e 
se  in  questo  le  due  generatrici  di  contatto  divengono  infinita- 
mente vicine , quel  piano  diventa  un  piano  stazionario. 

Se  si  conserva  il  concetto  del  cerchio  di  curvatura  come  fu 
già  stabilito  per  le  curve  piane,  nel  caso  delle  curve  gobbe  si 
aggiunge  naturalmente  il  nuovo  concetto  di  una  sfera  oscula- 
trice,  ossia  della  sfera  che  passa  per  quattro  punti  infinita- 
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mente  vicini  della  curva.  Questa  sfera  si  riduce  respettiva- 
mente  ad  un  punto  o ad  un  piano  negli  elementi  stazionari  della 
curva. 

Esercizi.  1 ) Affinchè  una  superficie  sia  sviluppabile,  la  si  deve  poter  gene- 
rare col  movimento  di  una  retta,  la  quale  in  ogni  sua  po- 
sizione è segata  dalla  posizione  successiva  infinitamente 
vicina.  Nel  modo  il  più  semplice  questa  condizione  è 
soddisfatta,  se  la  generatrice  ruota  intorno  ad  un  punto 
fisso. 

2)  La  sviluppabile  osculatrice  ad  una  curva  piana  è il  piano  stesso 

della  curva. 

3)  11  cerchio  della  sfera  osculatrice  ad  un  punto  di  una  curva 

gobba,  determinato  dal  relativo  piano  osculatore,  è il  cer- 
chio di  curvatura  della  curva  in  quel  punto. 

4)  Il  raggio  di  curvatura  di  una  curva  a doppia  curvatura  in  un 

punto  di  questa  non  cambia  sviluppando  in  un  piano  la 
curva  e la  relativa  superficie  sviluppabile.  Ad  ogni  ele- 
mento stazionario  della  curva  corrisponde  sempre  un 
elemento  stazionario  della  curva  trasformata. 

5)  La  proiezione  della  tangente  in  un  punto  di  una  curva  gobba 

è la  tangente  della  proiezione  omonima  della  curva  nel 
punto  corrispondente. 

6)  Se  si  fa  la  proiezione  centrale  o parallela  di  una  curva  gobba 

sul  piano  osculatore  nel  punto  P , questa  proiezione  e la 
curva  data  hanno  in  P lo  stesso  cerchio  di  curvatura. 

7)  11  piano  osculatore  di  una  curva  gobba  in  un  suo  punto  è il 

piano  tangente  delia  superficie  sviluppabile  lungo  la  cor- 
rispondente tangente  della  curva  in  quel  punto,  si  può 
quindi  costruirlo , osservando  che  quello  corrispondente 
ad  un  punto  P contiene  la  tangente  t alla  curva  in  P e la 
tangente  nella  traccia  S,-  di  t,  a quella  curva  che  contiene 
le  tracce  omonime  delle  tangenti  alla  curva  gobba  nei 
punti  vicini  a P. 

64.  In  conformità  di  quanto  si  è premesso , il  modo  più 
semplice  di  ottenere  una  superficie  sviluppabile  consiste  nel 
far  ruotare  una  retta  intorno  ad  un  punto  fisso  nello  stesso 
tempo  che  questa  si  appoggia  ad  una  linea  fissa.  Questa  super- 
ficie dicesi  superficie  conica;  il  punto  fisso,  vertice  o centro;  la 
curva  fissa  direttrice  e la  retta  mobile  generatrice  od  anche  lato 
del  cono.  Se  il  punto  fisso,  come  caso  particolare,  è all’  infinito, 
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la  superficie  dicesi  cilindrica  ed  il  punto  fisso  determina  la  di- 
rezione delie  generatrici.  I piani  che  passano  pel  vertice  della 
superficie  conica  e per  le  tangenti  alla  direttrice  inviluppano 
la  superficie  conica  stessa  ; ciascuno  di  quei  piani  è un  piano 
tangente  alla  superficie  conica  lungo  la  generatrice  che  passa 
pel  punto  di  contatto  della  corrispondente  tangente  alla  di- 
rettrice. 

La  superficie  conica  è illimitata  da  una  parte  e dall’ altra 
del  vertice,  e però  si  può  considerare  come  costituita  da 
due  falde  distinte  formanti  ciascuna  una  superficie  conica 
semplice. 

Si  può  sempre  supporre  che  la  direttrice  di  una  superficie 
conica  sia  una  linea  piana,  perchè  per  ogni  punto  di  una  se- 
zione piana  del  cono,  la  quale  non  contenga  il  vertice,  non  passa 
che  una  sola  generatrice  (In  seguito  considereremo  anche  le 
direttrici  a doppia  curvatura,  per  ciò  vedasi  il  § 78  ed  i se- 
guenti). Si  supporrà  dunque  d’ ora  innanzi  che  una  superficie 
conica  sia  determinata  da  una  direttrice  piana  L e dal  vertice 
M,  e che  una  superficie  cilindrica  sia  determinata  da  una  di- 
rettrice piana  e dalla  direzione  delle  generatrici.  In  partico- 
lare, la  direttrice  di  una  superficie  conica  in  proiezione  cen- 
trale è determinata  dalla  sua  immagine  L'  e dal  piano  .97'  che 
la  contiene,  ed  il  vertice  del  cono  è determinato  dalla  imma- 
gine M'  e da  una  retta  SQ'che  lo  contiene;  in  proiezione  pa- 
rallela la  direttrice  L è determinata  dalle  tracce  s,,s,  del  suo 
piano  e per  es.  dalla  prima  proiezione  della  curva  L,  oppure 
dalla  sua  proiezione  assonometrica , il  vertice  è determinato 
dalle  proiezioni  M',  ftt  , ec.  È facile  il  vedere  come  siano  deter- 
minati i corrispondenti  elementi  per  una  superficie  cilindrica 
nei  vari  metodi  di  proiezione.  Quando  siano  dati  la  direttrice 
ed  il  vertice  di  una  superficie  conica,  questa  è completamente 
determinata,  cioè  se  ne  può  costruire  una  generatrice  e,  un 
punto  P qualunque  ed  il  corrispondente  piano  tangente  T alla 
superficie  stessa. 

Osservai.  I)  Se  la  retta  d è in  proiezione  centrale  immagine  di  gene- 
ratrici della  superficie  conica  M,  L e se  questa  retta 
sega  la  proiezione  L'  della  direttrice,  per  es.  nei  due 
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punti  A',  E (Fig.  127),  essa  rappresenta  due  genera- 
trici e,,  e,,  le  quali  sono  determinate  respetlivamente  dai 


Fi*.  1*27. 


punti  M,  A;  M,  B.  Le  tracce  di  queste  generatrici  so- 
no Stt  S,  e <?,' , (?,'  sono  i corrispondenti  punti  di  fuga. 

11)  Se  la  retta  e'„  è la  prima  proiezione  di  generatrici  della  su- 
perficie conica  M,  L,  e se  questa  retta  sega  la  proiezione 
L della  direttrice  (Fig.  128)  nei  punti  A',  E , essa  rap- 


Fig.  128. 
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presenta  la  prima  proiezione  di  due  generatrici  della 
superficie  conica.  Costruendo  la  seconda  proiezione  dei 
punti  A , B,  questi  con  M"  determinano  le  seconde  proie- 
zioni e“ , e,"  delle  generatrici  proiettate  in  e'„.  Analoga- 
mente si  possono  trovare  le  prime  proiezioni  delle  gene- 
ratrici che  hanno  per  seconda  proiezione  una  retta  e"„. 

Ili)  Data  T immagine  di  un  punto  P della  superfìcie  conica  M,  L 
in  proiezione  centrale,  od  una  sua  proiezione  parallela, 
per  es.  la  prima,  si  determina  il  punto  per  mezzo  della 
generatrice  UP  che  passa  per  esso  costruendone  1*  imma- 
gine o la  seconda  proiezione  secondo  ciò  che  precede. 

IV)  Si  costruiscono  cosi  anche  i punti  di  intersezione  di  una  retta 
g con  una  superfìcie  conica  M,  L;  infatti,  per  ognuno  di 
quei  punti  passa  una  generatrice  e della  superfìcie  conica 
e queste  contengono  naturalmente  il  vertice  M,  sicché  i 
punti  cercati  trovansi  nel  piano  determinato  dalla  retta 
g e dal  vertice  M del  cono.  Se  chiamiamo  l l’ interse- 
zione di  questo  piano  col  piano  della  direttrice  L,  le  in- 
tersezioni di  questa  retta  colla  L sono  i punti  pei  quali 
passano  le  generatrici  c,  le  quali  segano  la  retta  g nei 
punti  cercati.  La  Fig.  128  contiene  la  costruzione  dei 
punti  P,  , P3  d’ incontro  della  retta  g colla  superficie  co- 
nica M,  L. 

a.  Fig.  129.  b. 
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V)  Si  costruisce  il  piano  tangente  alla  superficie  conica  M,  L in 
un  suo  punto  P,  e quindi  lungo  tutta  la  generatrice  MP, 
osservando  che  esso  deve  contenere  questa  retta  e la  tan- 
gente t alla  curva  L nel  punto  in  cui  questa  è incontrata 
dalla  MP. 

VI)  Si  deduce  di  qua  la  costruzione  dei  piani  tangenti  ad  una 
superficie  conica  M,  L che  passano  per  un  punto  qualun- 
que T dello  spazio  o sono  paralleli  ad  una  retta  data  g. 
Infatti  questi  piani  tangenti  devono  contenere  respettiva- 
inente  la  retta  TM  o la  parallela  alla  g che  passa  per  M, 
e sono  quindi  determinati  respettivamente  da  queste  rette 
e dalle  tangenti  condotte  pel  loro  punto  d’ incontro  D 
col  piano  della  L alla  curva  stessa  (Fig.  129,  a,  b).  Il 
numero  dei  piani  tangenti  che  soddisfano  a quelle  condi- 
zioni è uguale  al  numero  delle  tangenti  che  da  D vanno 
alla  curva  L. 

Dalle  Osservazioni  precedenti  risulta  che , se  si  immagina 
sulla  superficie  conica  una  serie  di  punti  che  costi- 

tuiscono una  curva  C e se  di  tali  punti  si  conosce  una  delle  pro- 
iezioni , che  sarà  anche  la  proiezione  di  C,  questa  basta  a de- 
terminare completamente  la  curva,  si  può  cioè  con  questi  dati 
costruire  l’altra  proiezione  della  curva.  Ogni  curva  gobba  è 
quindi  determinata  dalla  sua  immagine  o da  una  sua  proiezione 
parallela,  quando  si  conosce  una  superficie  conica  o cilindrica 
che  la  contiene. 

Un  caso  particolare  di  queste  curve  così  determinate  of- 
frono le  direttrici  di  una  superficie  conica  o cilindrica  conte- 
nute nei  piani  di  proiezione  (nel  caso  delle  proiezioni  parallele), 
le  quali  rappresentano  allora  le  tracce  della  superficie  conica 
sui  piani  di  proiezione.  Ognuna  di  queste  curve  è determinata 
osservando  che  una  delle  sue  proiezioni  è la  curva  stessa  e 
le  altre  due  cadono  sugli  assi  coordinati  esistenti  nel  piano  di 
proiezione  che  contiene  la  curva  (Cfr.  Fig.  135 , § 66). 

Assumendo  come  direttrice  di  una  superficie  conica  una 
sua  traccia  si  semplificano  d’ assai  le  costruzioni  delle  sezioni 
piane  dei  coni  e dei  cilindri,  perchè  ognuna  di  queste  tracce  è 
data  con  una  proiezione  che  coincide  con  se  stessa  (Cfr.  § 51), 
mentre  le  altre  due  proiezioni  cadono  negli  assi  coordinati  di 
quel  piano.  Col  mezzo  di  opportune  trasformazioni  (§  59)  ogni 
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direttrice  piana  può  ridursi  ad  essere  una  traccia  della  su- 
perficie. 

Osserva?.  VII)  Le  tracce  di  una  superfìcie  conica  sono  i luoghi  delle 
tracce  omonime  delle  generatrici,  e nello  stesso  tempo 
gli  inviluppi  delle  tracce  omonime  dei  piani  tangenti  della 
superfìcie  ; analogamente  si  possono  definire  le  tracce 
delle  superficie  coniche  sul  quadro  nel  caso  della  proie- 
zione centrale. 

Vili)  Il  luogo  dei  punti  di  fuga  delle  generatrici,  eh’  è anche  l’invi- 
luppo delle  rette  di  fuga  dei  piani  tangenti  alla  superficie 
conica,  costituisce  la  linea  di  fuga  della  superfìcie  stessa. 
Poiché  ogni  generatrice  ed  ogni  piano  tangente  passa  pel 
vertice  M (§  6 , Es.  5 e § 7),  così  la  traccia  e la  linea  di 
fuga  della  superficie  conica  in  una  proiezione  centrale 
sodo  curve  tra  loro  simili  e similmente  poste  (Fig.  130) 


Fig.  130. 


rispetto  all’  immagine  del  vertice  come  centro  di  similitu- 
dine (§21,  c).  La  determinazione  di  una  superficie  conica 
in  proiezione  centrale  equivale  alla  determinazione  di 
una  curva  corrispondente  ad  una  curva  data  in  due  siste- 
mi simili  e similmente  posti,  dato  che  sia  il  centro  di  si- 
militudine ed  una  coppia  di  punti  corrispondenti. 

IX)  Se  si  prolunga  la  prima  e la  seconda  proiezione  di  ogni  ge- 
neratrice di  una  superficie  conica  fino  al  loro  incontro,  la 
serie  dei  corrispondenti  punti  d’ intersezione  rappresenta 
la  prima  e la  seconda  proiezione  riunite  della  curva  in- 
tersezione della  superficie  conica  col  piano  bissettore  Hi 
(Cfr.  § 53).  Questa  curva  Lx‘  o 1’  analoga  £.•  in  H,  che 
ha  la  seconda  e la  terza  proiezione  riunite,  può  servire 
utilmente  come  direttrice  della  superficie  conica. 

Esercizi.  1)  Si  disegni  la  proiezione  centrale,  cioè  la  traccia,  la  linea  di 
fuga  ed  il  vertice  di  una  superficie  conica  per  un  cono  : 
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a)  col  vertice  nel  piano  dell’  immagine.  Si  distingua 
il  caso  nel  quale  la  traccia  del  cono  consista  in  rette  reali  o 
nel  solo  vertice, 

b)  col  vertice  nel  piano  parallelo  posteriore , 

c)  col  vertice  nel  piano  anteriore, 

d)  col  vertice  tra  il  piano  dell'  immagine  ed  il  piano 
anteriore, 

e)  col  vertice  davanti  al  piano  anteriore. 

Si  disegni  analogamente  in  proiezione  centrale  un  cilindro. 

2)  Costruire,  col  metodo  della  proiezione  centrale,  le  intersezioni 

J3, , D, , ...  di  una  retta  g od  SQ  colla  superficie  conica 
determinata  dal  vertice  e dalla  traccia  sul  piano  del  qua- 
dro. Si  conduca  dal  vertice  M la  parallela  alla  g e si  co- 
struisca il  piano  determinato  dalle  due  rette,  questo  piano 
sega  la  superfìcie  conica  lungo  quelle  generatrici  che  se- 
gano la  retta  g nei  punti  cercati.  Analogamente  per  la  su- 
perfìcie conica  M,  Lx  (Cfr.  Oss.  IX). 

3)  Costruire  le  tracce  s\-  dei  piani  tangenti  ad  una  superfìcie  co- 

nica che  passano  per  un  punto  T fuori  della  superfìcie.  La 
superfìcie  sia  determinata  dal  vertice  M e dalla  sua  pri- 
ma traccia  S,.  Se  in  T si  avesse  un  punto  luminoso,  le 
tracce  di  questi  piani  tangenti  determinerebbero  il  con- 
torno dell’ ombra  portata  sui  piani  di  proiezione  da  una 
superfìcie  inviluppata  dal  cono  e le  generatrici  di  contatto 
i limiti  dell’  ombra  propria  (Fig.  131). 

Fig  131. 

T‘ 


4)  Costruire  le  tracce  dei  piani  tangenti  ad  una  superfìcie  cilin 
drica  c paralleli  ad  una  retta  g.  La  superfìcie  sia  deter 
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minata  dalla  direttrice  Lx‘  in  Hy  e dalla  direzione  delle 
sue  generatrici. 

5)  Costruire  in  proiezione  parallela  ortogonale  quei  punti  del 
cono  che  hanno  le  tre  proiezioni  coincidenti  (§  53). 

Le  posizioni  limiti  delle  rette  che  passano  per  una  delle 
proiezioni  del  vertice  della  superficie  conica  e che  comprendono 
nel  loro  angolo  la  proiezione  omonima  della  direttrice  della 
superficie  conica,  costituiscono  il  conlorno  apparente  della  su- 
perficie su  quel  piano  di  proiezione.  Nessun  punto  della  super- 
ficie può  avere  per  proiezione  su  quel  piano  un  punto  esterno 
al  contorno  apparente.  Lo  stesso  dicasi  per  riguardo  al  con- 
torno apparente  della  superficie  conica  determinata  in  proie- 
zione centrale. 

Se  la  direttrice  è una  curva  chiusa,  il  contorno  apparente 
in  uno  dei  piani  di  proiezione  coincide  colle  tangenti  alla  pro- 
iezione della  direttrice  che  passano  per  la  proiezione  omonima 
del  vertice  del  cono. 

Se  la  direttrice  è una  curva  chiusa,  i contorni  della  super- 
ficie conica  nella  proiezione  parallela  sono  le  tracce  di  quei 
piani  tangenti  alla  superficie  conica,  che  sono  contemporanea- 
mente piani  proiettanti. 

Esercizi.  6)  Si  costruisca  il  secondo  contorno  di  una  superficie  conica 
determinata  dalla  prima  e dalla  seconda  proiezione  del 
vertice,  dalla  prima  proiezione  di  una  sua  direttrice  piana 
contenuta  in  un  piano  E determinato  dalle  sue  tracce 
s,  > *.  (Fig.  132).  Si  conduca  per  M (vertice  del  cono)  una 

Fig.  132. 
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reità  parallela  all'asse  delle  y , la  quale  incontri  il  piano 
della  direttrice  in  un  punto  D e si  costruisca  la  prima 
proiezione  I)'  di  questo  punto  e dallo  stesso  si  tirino  le 
tangenti  estreme  t,'  alla  prima  proiezione  della  diret- 
trice L ; le  seconde  proiezioni  di  queste  rette  che  passano 
per  AT  danno  le  t," , , le  quali  formano  il  contorno 

cercato. 

7)  Come  si  determina  il  contorno  apparente  in  ogni  piano  di 

proiezione,  se  la  superficie  conica  è data  dalle  due  proie- 
zioni del  vertice  e da  una  traccia? 

8)  Quale  regola  si  ha  per  disegnare  il  contorno  apparente  col 

metodo  della  proiezione  centrale?  Questa  regola  varia  a 
seconda  che  la  superficie  è determinata  da  una  direttrice 
L qualunque  o da  una  traccia? 

9)  Determinare  una  superficie  conica  che  non  abbia  contorni 

apparenti,  a)  in  proiezione  centrale,  6)  in  proiezione  pa- 
rallela nelle  due  prime  proiezioni. 

10)  Perchè  in  generale  una  superficie  cilindrica  in  proiezione 

parallela  deve  avere  contorni  apparenti;  ed  in  quale 
caso  ha  luogo  una  eccezione? 

11)  In  qual  caso  una  proiezione  della  superficie  conica  ricuopre 

l’intero  piano  di  proiezione? 

12)  Indicare  come  si  possono  costruire  le  intersezioni  di  un 

piano  con  una  curva  gobba  data  da  due  proiezioni  pa- 
rallele ortogonali,  oppure  dalla  sua  immagine  in  proie- 
zione centrale  e da  un  cono  od  un  cilindro  che  la  con- 
tenga. 

65.  Due  direttrici  piane  Ll , L, , o sezioni  trasversali  dello 
stesso  cono  di  vertice  M (che  non  passano  pel  vertice),  sono  figure 
piane  prospettive;  ciascuna  di  queste  è la  prospettiva  dell’al- 
tra rispetto  al  centro  di  proiezione  M;  l’ intersezione  dei  piani 
delle  direttrici  è l’ asse  di  collineazione  e le  intersezioni  dei 
piani  paralleli  a questi  condotti  per  M determinano  sui  piani 
delle  sezioni  le  rette  limiti  dei  due  sistemi  (Cfr.  § 24 , 55).  È 
questa  una  immediata  conseguenza  di  ciò  che  fu  detto  relati- 
vamente alla  proiezione  centrale;  il  cono  si  presenta  ora  come 
il  cono  proiettante  (§  2)  di  una  qualunque  delle  sue  direttrici. 

Segue  da  ciò,  che  ad  ogni  punto  e ad  ogni  tangente  di  una 
sezione  del  cono  corrisponde  un  punto  ed  una  tangente  del- 
l’altra sezione,  ai  punti  di  una  retta  nell’un  sistema  i punti 
di  una  retta  nell’altro,  ec.;  si  ha  dunque  il  teorema:  Tutte  le 
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sezioni  piane  dello  stesso  cono  (die  non  passano  pel  vertice) 
sono  curve  dello  stesso  ordine  e della  stessa  classe,  esse  hanno 
lo  stesso  numero  di  punti  doppi,  di  tangenti  doppie,  di  punti 
di  regresso  e di  tangenti  di  inflessione,  esse  sono  cioè  curve 
omologiche  (Fig.  133).  Ciò  ha  luogo  rigorosamente  soltanto  al- 


lora quando  le  curve  sono  algebriche  ; ma  peraltro,  quando  que- 
sta proprietà  non  ha  luogo,  le  due  curve  essendo  proiettive  il 
teorema  conserva  il  suo  valore. 

In  seguito  a questa  proprietà  delle  sezioni  piane  del  cono  si 
dice  che  questa  superficie  è dello  stesso  ordine  e della  stessa 
classe  delle  sue  direttrici  piane;  le  generatrici  che  passano  pei 
punti  doppi  e di  regresso  delle  direttrici,  diconsi  respettiva- 
mente  generatrici  doppie  e di  regresso  del  cono,  ed  i piani  tau- 
genti  al  cono  che  contengono  le  tangenti  doppie  e le  tangenti  di 
inflessione  delle  direttrici,  diconsi  respettivamente  piani  tan- 
genti doppi  e piani  tangenti  di  inflessione  del  cono. 

Segue  da  ciò,  che  un  dato  cono  al  più  ha  in  comune  con 
una  retta  qualunque  dello  spazio  tanti  punti  quant’è  l'ordine 
delle  sue  sezioni  piane,  e cosi  il  numero  dei  piani  tangenti  che 
da  un  punto  qualunque  dello  spazio  si  possono  condurre  al 
cono  è al  più  uguale  alla  classe  delle  sezioni  piane  stesse. 

Se  la  superficie  è cilindrica,  due  sezioni  piane  qualunque 
della  stessa  sono  curve  tra  loro  affini  ; l’ asse  di  affinità  è l’ in- 
tersezione dei  piani  delle  curve  (Cfr.  § 21,  a,  e § 54,  55,  Es.  5). 
I precedenti  risultati  sulle  sezioni  del  cono  valgono  anche  per 
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le  sezioni  del  cilindro,  in  quest’  ultimo  caso  però  havvi  di  par- 
ticolare che  alla  retta  all’infinito  del  piano  di  una  sezione 
corrisponde  nel  piano  di  un'altra  sezione  la  retta  all’infi- 
nito; segue  da  ciò  che  le  due  sezioni  piane  hanno  lo  stesso 
numero  di  rami  di  curva  reali  e di  assintoti,  cosi  per  es.: 
tutte  le  sezioni  piane  del  cilindro  a direttrice  circolare  sono 
ellissi , perchè  il  cerchio  non  sega  in  punti  reali  la  retta  al- 
l’ infinito  del  proprio  piano,  e quindi  nessuna  sezione  piana  del 
cilindro  può  avere  punti  all’  infinito.  Le  sezioni  piane  del  cono 
circolare  invece  possono  avere  un  diverso  numero  di  punti 
all’infinito,  cioè  possono  essere  ellissi,  parabole  od  iperbole  a 
seconda  della  posizione  del  piano  secante. 

Esercizi.  1)  La  tangente  in  un  punto  di  una  curva  piana  può  segare  in 
altri  punti  la  curva  stessa,  purché  l’ordine  della  curva 
sia  maggiore  di  due  e tanto  più  grande  è il  numero  delle 
intersezioni  quanto  più  grande  ò l’ordine  della  curva 
stessa,  cosi  le  tangenti  ad  una  curva  di  terzo  o di  quarto 
ordine  segano  la  curva  respettivamente  in  uno  ed  in  due 
altri  punti,  ec.  Le  tangenti  di  inflessione  non  segano  in 
altri  punti  una  curva  di  terzo  ordine,  perchè  hanno  già 
in  comune  colla  curva  tre  punti  (infinitamente  vicini).  Si 
deducano  le  analoghe  proprietà  che  si  riferiscono  ai  piani 
tangenti  alle  superficie  coniche. 

2)  Quali  proprietà  hanno  le  curve  intersezioni  di  un  cono  o di 

un  cilindro  con  piani  paralleli? 

3)  Ricordando  i risultati  ottenuti  ai  §§  54  e Gl,  questi  mostrano 

che  nel  caso  dell’  affinità  si  può  avere  la  congruenza  anche 
quando  le  due  sezioni  non  sono  parallele.  Si  dice  allora 
che  le  sezioni  sono  antiparallele.  Havvi  qualche  cosa  di 
analogo  per  la  similitudine  delle  sezioni  del  cono? 

4)  Se  la  proiezione  centrale  di  un  flesso  della  curva  cade  al- 

l’ infinito,  la  tangente  corrispondente  sarà  un  assintoto 
colla  particolarità  che  i due  rami  di  curva,  che  sicongiun- 
gono  in  quel  punto,  si  scostano  l’uno  da  una  parte  e l’al- 
tro dall’altra  della  tangente. 

5)  Quali  particolarità  presenta  la  curva  nei  punti  doppi  e nei 

punti  di  regresso  che  trovansi  all’  infinito? 

fi)  La  tangente  ad  una  curva  va  considerata  come  la  riunione  di 
due  tangenti  infinitamente  vicine  che  si  tagliano  nel  punto 
di  contatto;  si  può  quindi  per  questo  punto  condurre 
tante  altre  tangenti  alla  curva  quanto  è il  numero  della 
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classe  della  curva  diminuito  di  due;  quindi  per  una  curva 
del  terzo  ordine,  4,  2 o 1 tangenti  a seconda  che  essa  è 
della  sesta,  quarta  o terza  classe  (§62,  Oss.  I). Da  questa 
osservazione  dedurre  le  proprietà  analoghe  pel  cono  c 
specialmente  quelle  degli  spigoli  di  regresso. 

7)  Poiché  il  numero  dei  punti  d’ intersezione  di  due  curve  de- 

gli ordini  fi, , fi,  respeltivamente  è p,p,,  il  cerchio  di 
curvatura  di  una  curva  dell’  ordine  p taglia  questa  curva 
in  altri  2 u — 3 punti.  Dedurre  di  qua  le  proprietà  d’  una 
tangente  d’inflessione  ad  una  curva  del  terzo  ordine,  consi- 
derandola corno  un  cerchio  di  raggio  infinitamente  grande. 

8)  Dedurre , colla  legge  di  dualità  (§  23,  § 62),  dalle  proprietà 

suenunciate  per  le  curve  del  terzo  ordine  quelle  analoghe 
per  il  punto  di  regresso  di  una  linea  del  terzo  ordine  e 
della  terza  classe. 

66.  Poiché  le  relazioni  che  hanno  tra  loro  due  sistemi 
piani  omologici  non  sono  alterate  da  una  proiezione  centrale 
qualunque  o da  una  proiezione  parallela  dei  sistemi  stessi, 
cosi  in  ciò  che  precede  sono  contenuti  i metodi  per  la  costru- 
zione delle  immagini  delle  sezioni  piane  del  cono  e del  cilindro. 
Qualunque  sia  il  processo  che  si  segue  nel  determinare  queste 
intersezioni,  esso  si  riduce  sempre  alla  costruzione  di  sistemi 
piani  collineari. 

Sia  E il  piano  di  una  direttrice  L della  superficie  coni- 
ca, M il  vertice,  F il  piano  segante;  la  linea  d’interse- 
zione é evidentemente  una  curva  omologica  alla  L rispetto  al 
centro  M ; l’intersezione  s di  E e di  F è l’asse  di  omologia  e 
le  intersezioni  dei  piani  che  passano  per  M e sono  paralleli  ad 

E,  F respetti vamente  coi  piani  F,  E sono  le  rette  limiti  q ed  r. 
Proiettando  in  un  piano  la  L e l’ intersezione  del  cono  col  piano 

F,  le  figure  risultanti  sono  omologiche;  il  centro  e l’asse  di 
omologia  sono  respettivamente  la  proiezione  di  M e di  s sullo 
stesso  piano  di  proiezione. 

Se  il  piano  E della  direttrice  è uno  dei  piani  di  proiezione 
ed  il  cono  è quindi  dato  dal  vertice  e da  una  traccia,  l’asse  di 
collineazione  s sarà  l’ intersezione  del  piano  della  sezione  col 
piano  stesso  della  traccia  del  cono,  ed  r sarà  l’ intersezione 
col  piano  di  proiezione  del  piano  che  passa  per  M ed  è parallelo 
al  piano  della  sezione.  Se  si  tira  nel  piano  della  direttrice  una 
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retta  qualsiasi  g,  questa  sarà  la  traccia  di  un  piano  che  passa 
per  M e sega  il  cono  lungo  le  generatrici  MA,  MB,...;  questo 
piano  sega  quello  della  sezione  lungo  una  retta  <?, , corrispon- 
dente di  g nei  sistemi  collineari  E,  F,  la  quale  sega  le  genera- 
trici MA, MB,...,  respettivamente  nei  punti  zi,,  Blt...,  che  sono 
punti  dell’  intersezione  del  cono  col  piano  segante  e corrispon- 
dono respettivamente  ai  punti  A,  B....  della  direttrice.  Questa 
retta  g , deve  passare  per  S,  punto  d’ incontro  della  g coll’  in- 
tersezione dei  piani  E,  F,  ossia  coll’asse  di  collineazione  s,  e 
per  il  punto  Q della  retta  q,  nel  quale  una  retta  passante  per  M 
e parallela  a g (situata  nel  piano  Mq)  sega  il  piano  della  se- 
zione F;  questa  retta  g,  deve  anche  essere  parallela  alla  ret- 
ta MB,  la  quale  passa  per  M e pel  punto  in  cui  la  g sega  il  piano 
parallelo  a quello  della  sezione  e passante  per  M (Cfr.  § 64 , Es.  2). 
Queste  relazioni  tra  gli  elementi  corrispondenti  dei  due  siste- 
mi E ed  F restano  invariate  e sussistono  anche  per  le  proie- 
zioni in  uno  stesso  piano  di  g,  A,  B,  ...  e degli  elementi  cor- 
rispondenti gt , Alt  Bt,  ...  Se  la  retta  g ruota  nel  piano  della 
direttrice  attorno  ad  un  punto  fisso  P,  anche  g , ruoterà  in- 
torno ad  un  punto  fisso  P , nel  piano  della  sezione;  la  superfi- 
cie conica  e la  intersezione  piana  saranno  segate  da  un  fascio 
di  piani  che  ha  per  asse  la  retta  MPP,  ; ad  una  rotazione  com- 
pleta di  g intorno  a P corrisponderà  una  rotazione  completa 
di  <7,  intorno  a P,  e si  avrà  allora,  considerando  l'insieme 
dei  punti  Ait  B,,...,  tutta  la  curva  d’ intersezione  del  cono  col 
piano  F. 

Se  la  retta  g nel  piano  della  direttrice  si  muove  parallela- 
mente  a se  stessa,  rimane  fisso  il  punto  Q e la  retta  corrispon- 
dente gt  è determinata,  per  ogni  posizione  della  g,  da  quel 
punto  Q e da  uno  dei  due  punti  S od  R.  La  superficie  conica  e 
la  curva  intersezione  nel  piano  F sono  quindi  segate  da  un 
fascio  di  piani,  il  cui  asse  è la  retta  MQ  che  passa  per  M ed  è 
parallela  al  piano  della  direttrice. 

Se  la  retta  g ruota  intorno  ad  un  punto  R della  retta  li- 
mite r,  le  rette  g , corrispondenti  saranno  tra  loro  parallele  (e 
parallele  alla  MR);  la  superficie  conica  ed  il  piano  F sono 
quindi  segati  da  un  fascio  di  piani , il  quale  ha  per  asse  la 
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retta  MR  che  passa  per  M ed  è parallela  al  piano  F della  se- 
zione. Si  presenta  cosi,  partendo  dalle  leggi  della  collineazione, 
il  principio  generale  che  nella  Geometria  descrittiva  serve  alla 
determinazione  delle  sezioni  piane  delle  superficie:  Si  segano 
entrambe  le  superficie  con  un  sistema  di  superficie  ausiliario,  le 
quali  sono  di  tale  natura  ed  hanno  tale  posizione,  che  si  possono 
determinare  facilmente  le  loro  intersezioni  con  ciascuna  delle 
due  superficie  date,  i punti  comuni  alle  intersezioni  di  una 
stessa  superficie  ausiliaria  colle  superficie  date  sono  punti  della 
sezione  cercata.  (Si  confrontino  come  prime  applicazioni  di 
questo  principio  le  costruzioni  per  le  linee  di  intersezione  dei 
piani,  § 8,  Es.  5 e § 51.) 

Si  può  come  caso  particolare  porre  R'  o Q'  nel  punto  di 
intersezione  con  r'  o q'  respettivamente  della  parallela  all’  asse 
delle  x passante  per  3f  ; si  ottengono  allora  per  rette  gt’ 
(Fig.  134)  o g'  delle  parallele  all’asse  delle  x;  nel  primo  caso 
le  rette  gì'  risultano  parallele  alla  traccia  s,  del  piano  secante. 


Fig.  134. 


Se  la  retta  g è una  tangente  ad  L , la  p,  sarà  la  corrispon- 
dente tangente  alla  curva  d’ intersezione. 

Se  la  retta  limite  r sega  la  direttrice  L,  ai  punti  d’ interse- 

Kifdler.  — Geometria  descrittiva.  IV 
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zione  corrispondono  punti  nella  sezione  del  cono  col  piano  F 
situati  all’infinito,  i punti  all'infinito  cioè  dei  raggi  che  pas- 
sano pel  centro  di  collineazione  e per  quei  punti  della  r co- 
muni con  L.  La  curva  sezione  ha  quindi  tanti  rami  infiniti 
(Fig.  135)  quante  sono  le  intersezioni  della  L colla  r,  ed  invero 

Fig.  135. 


nelle  direzioni  delle  generatrici  della  superficie  conica  che  pas- 
sano per  quei  punti.  Alle  tangenti  alla  direttrice  in  quelle  in- 
tersezioni colla  r corrispondono  nel  piano  F gli  assintoti  della 
curva  sezione.  Le  generatrici  della  superficie  conica  che  pas- 
sano per  le  dette  intersezioni  della  r colla  L sono  parallele  al 
piano  della  sezione,  si  trovano  cioè  in  un  piano  che  passa  pel 
vertice  del  cono  ed  è parallelo  a quello  della  sezione,  gli  as- 
sintoti della  quale  sono  le  intersezioni  del  piano  della  sezione 
coi  piani  tangenti  alla  superficie  conica  lungo  quelle  gene- 
ratrici. 

Esercizi.  1)  Costruire  la  prima  traccia  S,1  della  superficie  conica  deter- 
minata dal  vertice  M e dalla-  direttrice  piana  L.  Le 
Fig.  134,  135  contengono  la  soluzione  del  problema. 
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2)  Costruire  l’ intersezione  di  una  superfìcie  conica  determinata 

dal  vertice  e da  una  traccia  con  un  piano  proiettante. 

3)  Costruire  la  seconda  traccia  Sth  di  un  cono  determinato 

dalle  proiezioni  il F,  M"  del  vertice  e dalla  sua  prima  trac- 
cia, ed  interprelarne  la  costruzione  nel  senso  della  colli- 
neazione.  La  Fig.  130  contiene  la  costruzione.  Si  dimostri 


Fig.  13C. 


l’ identità  di  questo  processo  con  quello  della  determina- 
zione delle  tracce  verticali  delle  generatrici  (§  64,  Oss.  VII). 

4)  Costruire  l’ intersezione  della  superfìcie  conica  col  piano  bis- 

settore  H*'. 

5)  Come  varia  la  costruzione  delle  proiezioni  della  curva  di  in- 

tersezione di  un  piano  qualunque  con  una  superfìcie 
conica,  quando  il  cono  è dato  col  mezzo  delle  due  proie- 
zioni Af , A T del  vertice,  delle  prime  tracce  del  piano 
secante  e del  piano  della  direttrice  e dalla  proiezione  L" 
della  L? 

6)  Una  superficie  conica  è determinata  da  una  proiezione  del 

vertice  e dalla  direttrice  che  si  trova  nel  piano  bisset- 
tore  Hi'  ; costruire  F intersezione  di  questo  cono  con  un 
piano  qualunque. 

7)  Trovare  come  si  trasforma  la  costruzione  dell’  asse  di  col- 

lineazione  e delle  rette  limiti,  quando  il  piano  secante  è 
determinato  da  una  retta  e da  un  punto  in  esso  contenuti. 

8)  Costruire  la  seconda  traccia  di  una  superficie  cilindrica  de- 

terminata da  una  sua  sezione  normale. 
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9)  Costruire  le  proiezioni  della  sezione  normale  di  una  super* 
fide  cilindrica  determinata  da  una  traccia  e dalla  dire- 
zione delle  sue  generatrici. 

10)  A quale  condizione  deve  soddisfare  il  piano  secante,  affinchè 

la  sua  curva  d’intersezione  con  una  superficie  conica 
possieda  un  ramo  parabolico?  Può  questa  trovarsi  in 
una  determinata  direzione  del  primo  o del  secondo  piano 
di  proiezione? 

11)  Dimostrare  il  teorema  che  le  curve  simili  e similmente  po- 

ste, hanno  gli  assintoti  colle  stesse  direzioni. 

12)  Si  esamini  quale  forma  assumono  i risultati  delle  precedenti 

costruzioni  nel  caso  della  proiezione  centrale  per  l' inter- 
sezione di  un  piano  con  una  superficie  conica  respetti- 
vamente  determinati  dalla  traccia  e dalla  retta  di  fuga, 
dalla  traccia  e dalla  proiezione  del  vertice  situato  in  una 
retta  data  (Cfr.  Fig.  133). 

13)  Si  dimostri  finalmente  che  il  metodo  di  costruzione  svilup- 

pato rimane  invariato  anche  per  l’ intersezione  fi,'  di  un 
piano,  determinato  dalla  traccia  *,  e dalla  retta  di  fu- 
ga q,',  con  una  superficie  conica,  la  quale  sia  data  da 
una  direttrice  L'  in  un  piano  q,'  e dal  suo  vertice  3f. 
Le  due  rette  limiti  q\  r'  e l’ asse  di  collineazione  s’  si  pre- 
sentano naturalmente  come  rette  che  passano  per  lo  stesso 
punto  di  fuga  Q,\  Una  retta  g (Fig.  137)  nel  piano  della  L, 
Fig.  137. 


la  cui  immagine  g'  sega  l’asse  di  collineazione  rf  e la 
retta  limite  r'  respettivamente  in  S,  R,  ha  per  corrispon- 
dente una  retta  gt , la  cui  immagine  g,‘  passa  per  8 e 
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pel  punto  Rti  della  retta  di  fuga  qr,'  che  trovasi  sulla 
e passa  anche  pel  punto  Q della  retta  q',  il  qual  punto  è 
in  linea  retta  con  M' e coll'intersezione  di  g'  con  q\.  Perchè? 

In  qual  modo  la  costruzione  può  essere  semplicizzata?  Che 
manca  nella  disposizione  della  Fig.  137,  e come  vi  si  può 
rimediare? 

14)  Trovare  le  corrispondenti  costruzioni  per  le  sezioni  di  un  cilindro 
dato  dalla  direttrice  situala  in  un  piano  obliquo  rispetto 
alle  generatrici  e dalla  direzione  delle  generatrici  stesse. 

67.  Dalle  cose  premesse  deducesi  anche  la  diretta  deter- 
minazione della  vera  forma  delle  sezioni  piane  di  una  su- 
perficie conica  data  per  mezzo  del  vertice  e di  una  direttrice 
piana  ed  in  particolare  da  una  traccia  in  un  piano  di  proie- 
zione. Infatti  due  sistemi  piani  prospettivi  rispetto  ad  un  cen- 
tro M rimangono  tali  anche  dopo  una  rotazione  del  piano  del- 
P un  sistema  attorno  alla  comune  sezione  dei  due  piani  ed 
anche  quando  i due  sistemi  siano  sovrapposti  ; il  ribaltamento 
del  centro  M,  intorno  alla  intersezione  col  piano  fisso  del 
piano  che  passa  per  M ed  è parallelo  al  piano  mobile  che  si 
sovrappone  al  primo,  è il  centro  di  omologia  dei  due  siste- 
mi piani  sovrapposti.  La  retta  limite  nel  sistema  del  piano 
fisso  rimane  invariata , il  ribaltamento  della  retta  intersezione 


Fig.  138. 
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del  piano  mobile  col  piano  parallelo  a quello  fisso  condotto 
pel  centro  è la  retta  limite  dell’altro  sistema  ribaltato.  Nella 
Fig.  138  furono  costruite  le  rette  (gt)  e (f,)  corrispondenti  a g' 
e l'.  Si  può  quindi  direttamente,  col  mezzo  delle  note  relazioni 
esistenti  tra  le  figure  omologiche,  costruire  il  ribaltamento 
della  intersezione  piana  di  una  superficie  conica  nel  piano  della 
direttrice  senza  dovere  prima  costruire  le  proiezioni  della 
stessa  curva  di  intersezione.  Se  la  direttrice  si  trova  in  un 
piano  di  proiezione  od  in  un  piano  parallelo  ad  un  piano  di 
proiezione,  le  costruzioni  indicate  vengono  alquanto  sempliciz- 
zate.  Tutte  le  fatte  considerazioni  valgono  tanto  nel  caso  della 
proiezione  centrale  quanto  in  quello  delle  proiezioni  parallele. 

Le  necessarie  modificazioni  per  la  costruzione  delle  inter- 
sezioni di  un  piano  con  un  cilindro  si  deducono  facilmente 
dalle  cose  premesse,  perchè  due  sistemi  affini  conservano  il 
loro  carattere  anche  quando  1’  uno  si  sovrapponga  al  piano  del- 
l’ altro,  mediante  una  rotazione  intorno  alla  comune  sezione 
dei  due  piani,  e perchè  due  sistemi  affini  omologici  sono  de- 
terminati quando  è dato  uno  di  questi,  1’  asse  di  affinità  ed  una 
coppia  di  punti  corrispondenti. 

Esercizi.  1)  Si  disegni  la  vera  forma  dell’intersezione  di  una  superficie 
conica  con  un  piano  che  passa  per  un  punto  della  stessa  ed 
è perpendicolare  alla  generatrice  che  passa  per  quel  punto. 

2)  Si  costruisca  la  vera  forma  della  sezione  retta  di  un  cilindro 
determinato  da  una  sua  traccia  e dalla  direzione  delle  ge- 
neratrici. 

(18.  Se  il  cono  che  si  considera  è di  secondo  ordine  e di 
seconda  classe,  o piti  brevemente  di  secondo  grado,  cosicché 
per  la  sua  determinazione  bastino  il  vertice  e cinque  punti,  o 
cinque  tangenti  di  una  sua  direttrice  piana,  ossia  il  vertice  e 
cinque  generatrici  o cinque  piani  tangenti  (dei  quali  elementi 
respetti vamente  tre  non  si  trovino  nello  stesso  piano,  nè  si 
seghino  in  una  stessa  retta  passante  pel  vertice),  da  questi 
dati  o da  altri  equivalenti  (§  27)  si  può  avere  la  proiezione 
della  intersezione  del  cono  con  un  piano  qualunque,  e la  vera 
forma  della  intersezione  stessa. 

I coni  di  secondo  grado  possono  essere  generati  nel  se- 
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guente  modo.  Le  rette  d’ intersezione  delle  coppie  di  piani  corri- 
spondenti di  due  fasci  proiettivi,  i cui  assi  si  incontrano,  sono 
le  generatrici  di  un  cono  di  secondo  ordine;  i piani  che  passano 
per  le  coppie  di  rette  corrispondenti  di  due  fasci  proiettivi  di 
raggi  che  hanno  lo  stesso  centro,  ma  sono  in  piani  diversi,  sono 
i piani  tangenti  ad  un  cono  di  seconda  classe.  Ogni  cono  di  se- 
condo ordine  è anche  di  seconda  classe,  e viceversa  (Cfr.  § 88). 

Da  questi  modi  di  generazione  si  deducono  i seguenti  teo- 
remi : Sei  generatrici  di  una  superficie  conica  di  secondo  ordine 
formano  un  angolo  sestispigolo,  nel  quale  le  tre  coppie  di  facce 
opposte  si  segano  res petti vamente  in  tre  rette  situate  in  uno 
stesso  piano  (§  27).  Sei  piani  tangenti  di  una  superficie  conica 
di  seconda  classe  formano  un  angolo  esaedro,  nel  quale  i tre 
piani  che  passano  per  le  tre  coppie  di  spigoli  opposti  si  segano 
in  una  retta  (§  28)  ( Angolo  sestispigolo  di  Pascal;  Angolo  esaedro 
di  Drianchon).  Nello  stesso  modo  che  questi  teoremi  mediante 
la  proiezione  si  estendono  dalle  curve  di  secondo  ordine  e di  se- 
conda classe  ai  relativi  coni  proiettanti,  cosi  a questi  si  estende 
anche  e nello  stesso  modo  la  teoria  dei  poli  e delle  polari  delle 
curve  piane  (§  30). 

Se  nel  piano  della  direttrice  del  cono  di  seconda  classe  la 
retta  p è la  polare  di  un  punto  P rispetto  a quella  curva,  la 
retta  che  passa  per  M (vertice  del  cono)  e per  P è la  retta  polo, 
ed  il  piano  che  passa  per  M e per  p é il  piano  polare  corri- 
spondenti rispetto  al  cono.  Ogni  piano  che  passa  per  la  retta 
polo  sega  il  relativo  piano  polare  in  una  retta , la  quale  in- 
sieme alla  prima  sono  divise  armonicamente  dalle  generatrici 
del  cono,  determinate  dal  piano  secante,  quelle  quattro  rette 
cioè  formano  un  fascio  armonico.  Ogni  retta  situata  nel  piano 
polare  e passante  pel  vertice  del  cono,  determina  colla  retta 
polo  un  piano,  il  quale  è coniugato  armonico  al  primo  rispetto 
ai  piani  tangenti  alla  superficie  conica  che  passano  per  la  retta 
considerata.  I segmenti  delle  rette  parallele  alla  retta  polo  in- 
tercetti dalla  superficie  conica  sono  bisecati  dal  relativo  piano 
polare,  il  quale  dicesi  perciò  piano  diametrale  coniugato  alla  di- 
rezione di  quelle  parallele,  e la  retta  polo  dicesi  diametro  co- 
niugato a quel  piano  (§  34).  Il  piano  polare  di  una  retta  qua- 
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lunque  che  passa  per  M ed  è situata  nel  piano  P passa  per  la 
retta  polo,  o diametro  coniugato  di  P,  e viceversa.  I piani  del 
fascio  che  ha  per  asse  una  retta  qualunque  che  passa  per  M si 
possono  ordinare  in  coppie  di  piani  ognuno  dei  quali  è il 
piano  polare  della  retta  d’intersezione  dell’altro  piano  e del 
piano  polare  dell’asse  del  fascio.  Il  fascio  di  raggi  che  ha 
per  centro  M ed  è situato  in  un  piano  qualunque  è formato 
da  coppie  di  raggi  ciascuno  dei  quali  è la  retta  polo  del  piano 
che  passa  per  l’ altro  e per  la  retta  polo  del  piano  del  fascio. 
Quel  fascio  di  piani  e questo  fascio  di  rette  costituiscono  re- 
spettivamente  un  fascio  in  involuzione  di  piani  polari  armonici 
ed  un  fascio  in  involuzione  di  rette  polari  armoniche,  rispetto 
alla  superficie  conica;  i piani  doppi  del  primo  fascio  sono  i piani 
tangenti  al  cono  che  passano  per  l’ asse,  i raggi  doppi  dell’  ul- 
timo fascio  sono  le  generatrici  del  cono  che  sono  nel  piano  del 
fascio. 

Queste  proprietà  che  si  riferiscono  ai  coni  di  secondo  grado 
non  sono  altro  che  una  semplice  estensione  dei  teoremi  sulle 
sezioni  coniche,  fatta  ai  relativi  coni  proiettanti  e fondata  sulla 
proprietà  generale  che  il  rapporto  anarmonico,  e quindi  anche 
l’involuzione,  ec.,  non  cambia  colla  proiezione  ed  è lo  stesso, 
sia  per  una  forma  geometrica  piana,  sia  per  le  forme  derivate 
colla  proiezione. 

Questi  teoremi  serviranno  in  seguito  (§  97)  a dimostrare 
che  in  ogni  cono  di  secondo  grado  esistono  tre  diametri,  cia- 
scuno dei  quali  è perpendicolare  al  piano  diametrale  corrispon- 
dente, il  quale  contiene  gli  altri  due  diametri.  Questi  diametri 
diconsi  assi  principali  od  assi  del  cono;  i relativi  piani  diame- 
trali coniugati,  piani  principali.  Oltre  a ciò  si  dimostrerà  che 
esistono  due  sistemi  di  piani  paralleli  fra  loro  e paralleli  ad 
uno  di  quegli  assi,  i quali  segano  la  superficie  conica  secondo 
cerchi  ; tali  piani  diconsi  piani  ciclici  del  cono,  i fasci  delle  po- 
lari armoniche  in  essi  contenute  sono  ortogonali  (§  34,  Es  3); 
si  dimostrerà  inoltre  che  esistono  due  rette  che  passano  pel 
vertice,  le  quali  sono  gli  assi  di  due  fasci  di  piani  polari  armo- 
nici ortogonali  (§  33) , queste  rette  diconsi  rette  focali  del  cono  ; 
finalmente  si  mostrerà  come  possa  accadere  che  due  degli  assi 
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principali  che  si  trovano  nel  piano  normale  al  terzo,  e quindi 
anche  due  dei  piani  principali  che  passano  per  la  normale  al 
terzo  siano  indeterminati,  mentre  contemporaneamente  le  rette 
all’ infinito  dei  piani  ciclici  ed  i punti  all’infinito  delle  rette  fo- 
cali coincidono  respettivamente  colla  retta  all’  infinito  del  piano 
principale  e col  punto  all’ infinito  dell’  asse  principale  che  sono 
determinati.  Questo  cono  speciale  che  possiede  queste  proprietà 
dicesi  cono  circolare  reUo  o cono  di  rotazione;  per  le  proprietà 
che  ora  studieremo  basta  il  sapere  come  si  può  generare  nel 
modo  ordinario. 

Queste  discussioni  possono  ripetersi,  opportunamente  mo- 
dificate, per  le  superficie  cilindriche  di  secondo  grado,  e come 
caso  particolare  si  presenta  allora  il  cilindro  di  rotazione. 

69.  Il  cono  circolare  retto  o cono  di  rotazione  ha  per  asse 
principale  la  retta  che  passa  pel  vertice  Me  pel  centro  del  cer- 
chio di  una  sua  sezione  circolare,  ossia  la  retta  normale  al  piano 
di  questa  sezione.  Questo  cono  gode  delle  seguenti  proprietà, 
la  cui  dimostrazione  si  deduce  immediatamente  dal  suo  modo 
di  generazione  : 

1)  Tutte  le  generatrici  ed  i piani  tangenti  di  un  cono 
circolare  retto  hanno  la  stessa  inclinazione  rispetto  all’asse;  il 
complemento  di  quest’  angolo  di  inclinazione  è quello  che  le 
generatrici  ed  i piani  tangenti  fanno  coi  piani  paralleli  delle 
sezioni  circolari  ; 

2)  I segmenti  delle  generatrici  del  cono  di  rotazione 
compresi  tra  due  piani  secanti  normali  all’asse  sono  eguali,  e 
sono  pure  eguali  i segmenti  delle  generatrici  compresi  tra  il 
vertice  ed  uno  di  quei  piani.  Le  strisce  dei  piani  tangenti  al 
cono  comprese  tra  due  piani  normali  all’  asse  hanno  la  stessa 
larghezza  (§1,2;  § 3,  Es.  3). 

Queste  proprietà  si  possono  applicare  alla  risoluzione  dei 
seguenti  problemi: 

a)  Dato  un  cono  per  mezzo  del  vertice  Afe  di  una  direttrice  pia- 
na L (ed  in  particolare  da  una  traccia),  costruire  quelle 
generatrici  : 

1)  che  fanno  col  piano  della  direttrice  un  angolo 
dato  (3, 
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2)  che  hanno  tra  il  vertice  e la  direttrice  una  lun- 
ghezza data  l. 

Le  generatrici  cercate  sono  quelle  comuni  al  cono  dato  e ad 
un  cono  di  rotazione  col  vertice  in  M , il  cui  asse  MN 
sia  normale  al  piano  della  direttrice  del  cono  dato.  Il 
raggio  del  cerchio  base  del  cono  circolare  nel  piano  della 
L è pel  problema  1)  il  cateto  di  un  triangolo  rettangolo 
determinato  dall’  altro  cateto  MN  e dall’  angolo  oppo  - 
sto  (3,  mentre  pel  problema  2)  il  raggio  del  cerchio  del 
corrispondente  cono  di  rotazione  6 il  cateto  del  triangolo 
rettangolo,  determinato  dall’  altro  cateto  MN  e dall’  ipote- 
nusa /.  Le  intersezioni  della  L con  quei  cerchi  sono  le 
tracce,  nel  piano  della  direttrice  L,  delle  generatrici  cer- 
cate, le  quali  sono  cosi  completamente  determinate. 
b)  Costruire  i piani  tangenti  di  un  cono  determinato  dal  ver- 
tice M e da  una  direttrice  piana  L (in  particolare  da 
una  traccia),  i quali: 

1)  formino  col  piano  della  direttrice  un  dato  angolo  a, 

2)  abbiano  tra  il  vertice  ed  il  piano  della  direttrice  una 
data  larghezza  b. 

Nel  piano  della  direttrice  L si  descrive  come  prima  (pren- 
dendo a in  luogo  di  ,6)  il  cerchio  (base  del  cono  di  ro- 
tazione) col  centro  nel  piede  N della  perpendicolare  ca- 
lata dal  vertice  su  questo  piano  e con  raggio  eguale  al 
cateto  del  triangolo  rettangolo,  determinato  dall’altro  ca- 
teto MN  e dall’  angolo  opposto  a.  Le  tangenti  comuni 
alla  L ed  a questo  cerchio  sono  le  tracce,  sul  piano  della  L, 
dei  piani  tangenti  cercati,  i quali  sono  così  completamente 
determinati.  La  risoluzione  dell’  altro  problema  è ugual- 
mente facile. 

Pel  cilindro  circolare  retto  le  generatrici  ed  i piani  tan- 
genti sono  normali  ai  piani  delle  sezioni  circolari,  ed  i segmenti 
delle  une  e degli  altri  compresi  tra  due  di  quei  piani  hanno  re- 
spettivamente  la  stessa  lunghezza  e la  stessa  larghezza. 

Le  precedenti  costruzioni  forniscono  anche  le  generatrici 
ed  i piani  tangenti  ad  un  cono  che  sono  perpendicolari  ad  un 
piano  dato,  o le  generatrici  ed  i piani  tangenti  che  hanno  re- 
spettivamente  la  minima  lunghezza  e la  minima  larghezza  tra 
il  vertice  e quel  piano. 

Ossecrazione.  Ogni  piano  tangente  ad  un  cono  circolare  retto  è perpendi- 
colare al  piano  che  passa  por  1’  asse  e per  la  corrispon- 
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dente  generatrice  di  contatto,  od  anche  : Ogni  generatrice 
del  cono  retto  è la  proiezione  dell’  asse  del  cono  sul  piano 
tangente  lungo  la  corrispondente  generatrice  ; quindi  ogni 
normale  al  cono  di  rotazione  sega  1’  asse. 

Esercizi.  1)  Costruire  l'intersezione  di  una  retta  g con  un  cono  di  rota- 
zione determinato  dal  vertice  M e dalla  base  circolare  K 
che  ha  per  centro  N e per  raggio  r.  Si  ribalti  l’ interse- 
zione g * del  piano  Mg  col  piano  del  cerchio  K in  un  piano 
parallelo  al  primo  piano  di  proiezione  e che  passi  per  es. 
per  M,  ed  in  questo  piano  si  ribalti  anche  il  cerchio  K ; 
l’ intersezione  di  questo  colla  retta  g * dà  due  punti,  i quali, 
riportato  il  piano  al  suo  posto,  determinano  le  generatrici 
che  segano  la  retta  g. 

‘2)  Per  un  punto  P condurre  i piani  tangenti  ad  un  cono  di  ro 
fazione  determinato  come  precedentemente.  Si  costruisca 
il  punto  di  incontro  P*  della  retta  PM  col  piano  del  cer- 
chio  K e si  ribalti  questo  punto  ed  il  cerchio  in  un  piano 
parallelo  al  primo  piano  di  proiezione  che  passi  per  N, 
Dal  punto  cosi  ribaltato  si  tirino  le  tangenti  al  cerchio , 
queste,  riportando  il  piano  al  suo  posto,  danno  le  tracce 
dei  piani  tangenti  cercati  nel  piano  di  A’,  e però  restano 
determinate  le  generatrici  di  contatto  col  cono  di  rota- 
zione. Si  ha  un  caso  particolare  di  questo  problema  nella 
costruzione  dei  contorni  apparenti  di  un  cono  di  rotazio- 
ne : il  punto  P diviene  allora  il  centro  di  proiezione  ed 
in  particolare  nel  caso  delle  proiezioni  parallele  pel  con- 
torno sul  primo,  secondo  e terzo  piano  di  proiezione  è 
respettivaraente  il  punto  all’ infinito  dell’asse  OZ,  OY,  OX. 

Questo  problema  col  metodo  delle  proiezioni  ortogonali  si  ri- 
solve nel  seguente  modo  (Fig.  139)  : Per  determinare  il 
contorno  apparente  sul  primo  piano  di  proiezione  si  co- 
struisca un  secondo  piano  di  proiezione  che  contenga 
l’ asse  MN,  o sia  ad  esso  parallelo,  ed  in  questo  piano  si 
determinino  le  nuove  proiezioni  tM" , ,JV"  dei  punti  M ed 
N e si  conduca  per  lN"  il  piano  del  cerchio  base  K nor- 
male alla  rotta  lAf’  ,1V";  questo  piano  seghi  in  ,D"  la  prima 
retta  che  proietta  il  punto  M.  Le  tangenti  condotte  da 
questo  punto  lD"  al  cerchio  base  A’  determinano  in  questo 
come  punti  di  contatto  A,  D i punti  delle  generatrici  del 
cono,  le  cui  prime  proiezioni  danno  il  contorno  cercato. 
Le  seconde  proiezioni  A'1,  B'  di  questi  punti  limitano 
nell’  ellisse  seconda  proiezione  del  cerchio  K una  corda, 
la  quale  è parallela  all’asse  OX. 

In  modo  analogo  si  determina  il  secondo  contorno  apparente 
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del  cono  ed  una  corda  C D'  dell’ellisse,  prima  proie- 
zione del  cerchio  A',  la  quale  è parallela  all’asse  OX. 

Fig.  139. 


Come  si  può  dalla  costruzione  del  primo  contorno  di 
una  superficie  conica  dedurre  quella  del  secondo? 

3)  Siano  in  proiezione  centrale  (Fig.  140)  S , e Q respettiva- 
mente  la  traccia  ed  il  punto  di  fuga  dell’asse  del  cono, 
Af  X le  immagini  del  vertice  e del  centro  del  cerchio  base 
del  cono,  r'  l’immagine  del  raggio  del  cerchio  NE  = NF 
parallelo  al  piano  del  quadro  e quindi  anche  alla  linea  di 
fuga  q del  piano  normale  all’  asse  del  cono,  costruire  il 
contorno  apparente  del  cono.  Si  determini  1’  interse- 
zione D del  raggio  proiettante  che  passa  per  M col  piano 
della  base  del  cono,  e si  ribalti  questo  punto  ed  il  cer- 
chio K nel  piano  parallelo  al  quadro  che  passa  pel  centro 
di  K;  dal  punto  (D)  si  tirino  le  tangenti  al  cerchio  (A')  e 
si  determinino  i punti  di  contatto  (A),  (B)  ; riportando 
il  piano  di  K al  suo  posto  questi  punti  si  proiettano  in 
A',  B1  c le  rette  A Af , B A/’  sono  le  immagini  delle  ge- 
neratrici che  danno  il  contorno  apparente. 
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4)  Se  nei  punti  del  cerchio  K di  un  dato  cono  retto  M,  N,  r si 
innalzano  le  perpendicolari  ai  piani  tangenti  corrispon- 

Fig.  140. 


denti  (Cfir.  Fig.  139),  queste  tagliano  l’asse  nel  mede- 
simo punto  M*  e sono  della  medesima  lunghezza  t*.  Quelle 
normali  che  corrispondono  ai  piani  tangenti  lungo  gli 
spigoli  del  contorno  sono  parallele  ai  piani  di  proiezione 
corrispondenti , appariscono  in  essi  nella  loro  vera  gran- 
dezza e normali  alle  proiezioni  del  contorno.  Se  si  deter- 
mina quindi  nell'  Esercizio  2 nella  proiezione  ausiliaria  il 
punto  M*  e la  lunghezza  1*  delle  generatrici  del  cono  nor- 
male, basta  per  determinare  il  primo  contorno  costruire 
i triangoli  rettangoli  Af  A/*'  A , Af  M*  B che  hanno  una 
data  ipotenusa  MM*  ed  un  dato  cateto  A/*1  A'  — i*  ; con 
facili  modificazioni  si  ottiene  il  secondo  contorno.  Si  può 
trarre  alcun  vantaggio  da  questa  osservazione  per  la  pro- 
iezione centrale  ? 

70.  Per  rappresentare  le  sezioni  piane  di  un  cono  circolare 
conviene  prendere  uno  dei  piani  di  proiezione,  peres.:  il  primo, 
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normale  all’  asse  del  cono  ed  il  secondo  perpendicolare  al 
primo  ed  al  piano  secante,  il  che  è sempre  possibile. 

Per  costruire  a ) la  prima  proiezione  della  intersezione  di 
un  cono  circolare  con  un  piano  si  applica  il  metodo  del  § 06  ; 
la  seconda  proiezione  è il  segmento  della  traccia  s,  del  piano 
secante  compreso  tra  le  linee  del  contorno  apparente.  La 
Fig.  141  contiene  la  costruzione,  essa  dà  la  prima  proiezione 
della  curva  d’ intersezione  iperbolica  di  un  cono,  il  cui  asse  giace 
nel  secondo  piano  di  proiezione. 

Si  ottiene  b)  la  vera  forma  della  sezione  colle  regole  del 
§ 67 , prendendo  la  retta  s,  per  asse,  il  ribaltamento  di  M per 
centro  di  collineazione  e la  sezione  del  piano  condotto  per  M 
parallelamente  al  piano  secante  col  primo  piano  di  proiezione 
per  retta  limite  nel  sistema  del  cerchio.  Si  può  anche  avere 
questa  curva  ribaltando  il  piano  secante  in  un  piano  parallelo 
al  piano  XOY,  o XOZ,  servendosi  delle  proiezioni  della  curva 
già  costruite  in  quei  piani  coordinati  (§  35). 

Esercizi.  1)  Si  caratterizzino  le  posizioni  degli  assi  principali  della  sezione 
conica  determinata  dal  cono  e dal  piano  secante.  Come  si 

Fig.  141. 
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ottengono  i vertici  e le  tangenti  in  questi  punti  della  co- 
nica prima  proiezione  della  intersezione  del  cono  col 
piano  dato  ? 

2)  La  prima  proiezione  del  vertice  il/'  è un  fuoco  della  prima 

proiezione  della  curva  di  intersezione  del  cono  col  piano 
dato , poiché  è il  centro  di  collineazione  tra  questa  conica 
cd  un  cerchio  che  ha  il  centro  in  quel  punto  (§  35);  la 
prima  proiezione  della  intersezione  del  piano  che  passa 
per  .1/  ed  è parallelo  ad  XOY  col  piano  della  sezione,  os- 
sia la  retta  q'  è la  direttrice  di  quel  fioco  (Cfr.  Fig.  141). 

3)  Costruire  i vertici  e gli  assi  della  vera  forma  di  una  sezione 

piana  di  un  cono  circolare. 

4)  I fuochi  tì,  //della  curva  sezione  si  ottengono  come  punti 

di  contatto  col  piano  della  sezione  di  due  sfere  tangenti 
al  piano,  le  quali  toccano  il  cono  di  rotazione  nei  punti  di 
due  sezioni  circolari.  1 

Fig.  142. 


1 Questa  e le  seguenti  proprietà  nascono  del  carattere  del  cono  circolare  consi- 
deralo come  una  superficie  di  rotazione  ; non  conviene  però  che  gli  enunciati  e la  di- 
mostrazione di  tali  proprietà  siano  differite  sino  alla  trattazione  generale  delle  superfi- 
cie di  rotazione,  f'.iova  peraltro  fare  gli  opportuni  confronti. 
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In  fatli  per  questi  punti  G,  li  valgono  le  note  proprietà 
dei  fuochi  (§  35).  Si  consideri  un  punto  qualunque  P 
(Fig.  142)  della  sezione  ellittica  ed  il  segmento  della  ge- 
neratrice del  cono  che  passa  per  questo  punto  compreso 
tra  i cerchi  di  contatto  delle  sfere  col  cono,  avremo  : 

NO  — NP  -+-  PO  = GP  -t-  PII  = CE—  DE  ; 
ma  CE=CA+AE  = AG->rAH  = ‘ìAG->rilG, 

DF  = DB  -+-  DF=  BG  -t-  BH  =»  Wll  GII, 

onde  a) 

AG  = 1IB  o GP  •+•  Pif = AB  (§  35,  Oss.  IX). 

Inoltre  si  immagini  la  tangente  all’ ellisse  nel  punto  P,  la 
quale  seghi  i piani  dei  cerchi  di  contatto  delle  sfere  col  cono 
nei  punti  K ed  L,  siano  N ed  0 i punti  nei  quali  la  gene- 
ratrice MP  incontra  questi  piani  ; si  avrà  evidentemente  : 

A NPK  c^±GPK;i.OPL^.\  11PL;  A NPK  r-~>  A OPL, 
quindi  b) 

L GPK  = i NPK  = l OPL  = i LPH  (§  35 , Oss.  I). 

Si  tiri  dal  punto  M la  parallela  all’asse  AB,  la  quale  seghi  i 
piani  dei  cerchi  CDN  ed  EFO  respettivamente  in  S e T, 
parimente  si  tiri  da  P la  parallela  PQR  alla  AB  sino  al- 
l’ incontro  cogli  stessi  piani  respettivamente  in  Q ed  R; 
si  avrà  : 

A MSN  , — A PQN  ; A MTO  , — A PRO } 
quindi  MS  : MN  = PQ  : PIV=  PQ  : PG  ; 

MT  : MO  — PR  : PO  = PR  : PII, 

cioè  c)  PQ  : PG  — PR  : PII  = cost.  (§  35). 

Questa  costante  è per  l’ ellisse  > 1 , per  l’ iperbole  < 1 e per 
la  parabola  = 1.  Le  rette  KQ,  I.R  sono  le  direttrici  della 
conica. 

5)  Quali  modificazioni  si  devono  introdurre  nel  precedente  svi- 

luppo e nella  corrispondente  figura  pel  caso  della  sezione 
iperbolica  ? 

6)  Si  applichino  le  proprietà  esposte  al  caso  limite  della  para- 

bola, e se  ne  dimostri  1’  uso  nella  costruzione. 

7)  Si  dimostri  il  teorema  : I vertici  di  tutti  quei  coni  circolari 

che  hanno  in  comune  una  data  sezione  conica  trovansi 
in  un’altra  sezione  conica,  il  cui  piano  è normale  al 
piano  della  prima  ; i vertici  di  questa  seconda  sezione  co- 
nica sono  i fuochi  della  prima  ed  i fuochi  di  questa  i ver- 
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tici  della  seconda.  La  tangente  in  un  punto  qualunque 
della  seconda  sezione  conica  è l’ asse  del  corrispondente 
cono  di  rotazione.  Queste  due  coniche  sono  tra  loro  reci- 
proche. Tutti  i punti  dell’  una  hanno  le  proprietà  dei  fuo- 
chi dell' altra;  ciascuna  di  quelle  coniche  si  può  chiamare 
la  conica  / beale  dell’  altra. 

La  Fig.  143  rappresenta  in  proiezione  assonometrica  un’iper- 
Fig.  113. 


bole  e la  sua  ellisse  focale;  il  piano  XOZ  appare  limitato 
dall’ellisse,  il  piano  XOY  dall’  iperbole. 

8)  Per  una  data  ellisse  non  passano  che  due  cilindri  circolari 

retti;  per  un’iperbole  non  passa  alcun  cilindro  circolare, 
e per  una  parabola  il  cilindro  degenera  nel  piano  della 
stessa. 

9)  Si  costruisca  il  cono  circolare  retto  che  ha  un  angolo  al  ver- 

tice determinato  e passa  per  una  data  sezione  conica  ; 
quali  condizioni  sono  necessarie  alla  soluzione  di  questo 
problema  ? 

10)  Si  dimostri  il  teorema  generale  : Se  per  un  punto  qualunque 
di  una  sezione  piana  di  un  cono  di  rotazione  si  condu- 
cono le  tangenti  ai  cerchi  sezioni  del  piano  secante  con 
due  sfere  inscritte  nel  cono,  la  somma  algebrica  delle 
lunghezze  di  queste  tangenti  è costante  ed  eguale  alla 
lunghezza  dei  segmenti  delle  generatrici  del  cono  com- 
presi tra  i cerchi  di  contatto  delle  sfere  inscritte. 

Quei  cerchi  toccano  la  sezione  nei  punti  in  cui  le  rette,  secondo 
le  quali  il  piano  secante  taglia  i piani  dei  circoli  di  con- 
tatto, incontrano  la  linea  sezione. 

71.  Le  proprietà  speciali  del  cono  di  rotazione  (§69)  danno 
la  forma  dello  sviluppo  in  un  piano  della,  superficie  del  cono 
stesso  (§  63)  ; se  si  considera  la  porzione  di  superficie  com- 
presa tra  il  vertice  M del  cono  ed  una  sezione  K normale 
all’  asse,  nello  sviluppo  essa  si  trasforma  in  un  settore  circo- 
lare, il  cui  raggio  è uguale  alla  lunghezza  delle  generatrici 

Fiedlfr.  — Geometria  descrittiva.  15 
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del  cono  tra  M e A"  e la  lunghezza  del  cui  arco  è uguale  al  pe- 
rimetro di  K;  se  invece  si  considera  un  cilindro  circolare  retto, 
la  parte  della  sua  superficie  compresa  tra  due  sezioni  Kt , A”, 
normali  all’asse,  si  trasforma  nello  sviluppo  in  un  rettangolo, 
la  cui  altezza  è uguale  ai  segmenti  delle  generatrici  compresi 
tra  À',  e A",  e la  cui  larghezza  è uguale  al  perimetro  di  ciascuno 
di  questi  cerchi.  Per  ottenere  lo  sviluppo  in  un  piano  di  una 
figura  qualunque  tracciata  sopra  un  cono  circolare , si  tirino 
pei  punti  di  una  sezione  del  cono  normale  all’asse  che  com- 
prendono dei  piccoli  archi  di  cerchio  tra  loro  eguali  le  corri- 
spondenti generatrici,  le  quali  segheranno  la  figura  da  svilup- 
pare nei  punti  zi,,  A,...;  B,,...;  Ct...,  si  costruiscano  nello 
sviluppo  della  superficie  le  generatrici  corrispondenti  che  pas- 
sano per  gli  estremi  dei  piccoli  archi  costruiti  nello  sviluppo 
della  sezione  circolare  del  cono,  e sopra  queste  generatrici  a 
partire  da  M si  prendano  dei  segmenti  MAlt  ec.,  eguali 

respettivamente  alle  vere  lunghezze  delle  corrispondenti  gene- 
ratrici sulla  superficie.  Gli  estremi  di  queste  generatrici  danno 

10  sviluppo  cercato. 

Si  possono  determinare  facilmente  anche  le  tangenti  nei 
punti  della  figura  sviluppata  ; se  t è la  tangente  in  un  punto  P 
della  figura  sul  cono,  questa  retta  segherà  in  un  punto  T la 
tangente  alla  sezione  circolare  K nel  punto  P0  della  generatrice 
che  passa  per  P;  nello  sviluppo  il  triangolo  PP0  T rettangolo 
in  P0  rimane  uguale  a se  stesso  e si  trova  sul  piano  del  di- 
segno; se  dunque  sulla  normale  in  P0  alla  P0M  si  determina. 

11  segmento  P0T,  la  retta  PT  sarà  la  tangente  nel  punto  P 
della  curva  trasformata  collo  sviluppo  della  superficie. 

Nella  Fig.  144  trovasi  indicata  la  costruzione  per  lo  svi- 
luppo della  sezione  fatta  sul  cono  M,  K dal  piano  s,s, . Questa 
curva  di  intersezione  è un’ellisse  e la  generatrice,  lungo  la 
quale  si  è supposta  tagliata  la  superficie,  è quella  corrispon- 
dente al  vertice  B della  curva. 

Osservazione.  I vertici  A , lì  dì  una  sezione  piana  del  cono  circolare 
hanno  per  punti  corrispondenti  sulla  curva  trasformata 
nello  sviluppo  del  cono  quelli  pei  quali  le  tangenti  sono 
normali  alle  corrispondenti  generatrici.  La  stessa  sezione 
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piana  nello  sviluppo  6 una  curva  simmetrica  rispetto  alle 
rette  che  rappresentano  le  generatrici  MA,  MB  (§  70, 
E8.  4,  b).  Ciò  non  è altro  che  una  particolare  conseguenza 
del  principio  generale,  pel  quale  le  lunghezze  e gli  angoli 
che  fanno  colle  generatrici  le  linee  tracciate  sopra  una 
superficie  sviluppabile  restano  invariati  nello  sviluppo. 

Esercizi.  1)  Si  dimostri  che  segando  il  diametro  di  un  cerchio  in  cinque 
parti  eguali  e costruendo  un  triangolo  rettangolo,  del  quale 
un  cateto  sia  tre  di  quelle  parti  e l’altro  sei,  la  lunghezza 
del  perimetro  di  quel  triangolo  ò con  molta  approssima- 
zione la  lunghezza  della  circonferenza  del  cerchio  dato. 

2)  Si  costruiscano  gli  sviluppi  degli  assintoti  dì  una  interse- 
zione piana  iperbolica  di  un  cono  di  rotazione. 


Fig.  1M. 


3)  Eseguire  lo  sviluppo  di  un  cilindro  di  rotazione  e di  una  sua 

sezione  piana.  • 

4)  Si  discuta  la  validità  dell’applicazione  dello  regole  generali 

date  per  sviluppare  un  cono  od  un  cilindro  di  rotazione  nel 
caso  di  un  cilindro  o di  un  cono  qualunque  ; specialmente 
quando  è data  la  sezione  retta  del  cilindro. 

5)  Se  un  settore  circolare  rappresenta  lo  sviluppo  della  porzione 

di  una  falda  del  cono  compresa  tra  il  vertice  ed  una  se- 
zione circolare,  lo  sviluppo  della  porzione  di  falda  dalla 
parte  opposta  del  vertice  fino  ad  un  cerchio  di  eguale  dia- 
metro è rappresentato  da  un  settore  simmetrico  al  primo 
rispetto  ad  M. 
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72.  Le  costruzioni  inverse  alle  precedenti  conducono  alla 
soluzione  del  seguente  problema  : Data  una  figura  nello  svi- 
luppo di  una  superficie  conica  o cilindrica,  determinare  le 
proiezioni  dei  punti  e delle  tangenti  della  figura  stessa,  quando 
si  fa  riprendere  al  cono  o al  cilindro  la  sua  forma. 

Le  rette  dello  sviluppo  di  una  superficie  sviluppabile  si 
dispongono  sulla  superficie  stessa  secondo  linee , le  quali  pre- 
sentano un  particolare  interesse.  La  retta  g che  passa  pei  punti 
A,  D dello  sviluppo  di  una  superficie  sviluppabile  è la  linea 
più  breve  limitata  da  quei  punti,  e forma  con  ogni  generatrice 
della  superficie  sviluppata  che  la  incontra  angoli  opposti  al  ver- 
tice d’ eguale  grandezza.  Se  si  ripiega  il  piano  dello  sviluppo 
finché  assuma  la  forma  della  data  superficie  sviluppabile,  la 
retta  AB  in  esso  contenuta  si  trasforma  in  una  curva,  la  quale 
è la  più  breve  linea  che  si  possa  tracciare  tra  i punti  A , B 
sulla  superficie  ; due  elementi  successivi  di  questa  curva  for- 
mano angoli  uguali  colla  generatrice  passante  pel  loro  punto 
comune.  Questa  curva  dicesi  linea  geodetica  della  superficie 
tra  i punti  A,  B.  Può  accadere  che  la  retta  AB  non  sia  real- 
mente lo  sviluppo  della  linea  più  breve  che  da  A vada  a B , 
ma  gli  elementi  della  retta  AB  godono  sempre  di  tutte  le  pro- 
prietà delle  geodetiche.  Così  per  es.:  Supponiamo  che  il  rettan- 
golo MNPQ  rappresenti  lo  sviluppo  di  un  cilindro  circolare 
retto , e che  A,  B siano  due  punti  situati  sopra  una  parallela 
alla  base  MN,  quando  il  cilindro  avrà  ripreso  la  sua  forma, 
la  retta  che  passa  per  A e per  B prenderà  la  forma  di  un  cir- 
colo, ed  è chiaro  che  può  benissimo  accadere  che  l’arco  di 
questo  cerchio  limitato  tra  A e B che  non  incontra  la  genera- 
trice rappresentata  nello  sviluppo  dalle  rette  QM,  NP,  e che 
quindi  è rappresentato  dalla  retta  AB,  sia  maggiore  dell’  arco 
che  incontra  quella  generatrice  e che  viene  aneli’  esso  a svilup- 
parsi secondo  una  retta. 

Il  piano  osculatore  in  un  punto  di  una  linea  geodetica, 
cioè  il  piano  determinato  da  due  elementi  consecutivi  della 
curva  che  hanno  in  comune  quel  punto , è normale  al  piano 
tangente  alla  superficie  nel  punto  stesso.  Siano  infatti  A , B,  C 
tre  punti  successivi  della  curva  ed  e la  retta,  che  passa  per  B, 
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intersezione  dei  piani  tangenti  alla  superficie  in  A,  C,  cioè  la 
corrispondente  generatrice  della  superficie  in  fi,-  essendo  allora 
le  tangenti  AB,  BC  alla  curva  in  A,  C egualmente  inclinate 
rispetto  alla  generatrice  e,  esse  si  possono  considerare  come 
due  generatrici  consecutive  (perchè  pochissimo  inclinate  fra 
loro,  poiché  la  loro  mutua  inclinazione  misura  l’angolo  di  con- 
tingenza della  curva)  di  un  cono  retto  circolare  che  ha  per  asse 
la  retta  e;  il  piano  ABC,  cioè  il  piano  osculatore  alla  curva 
in  B,  sarà  allora  il  plano  tangente  a questa  superficie  conica, 
epperò  esso  sarà  normale  (§  G9 , Oss.  pag.  218)  al  piano  che  passa 
per  l’ asse  e e per  la  generatrice  di  contatto,  cioè  il  piano  ABC 
è normale  al  piano  AB  e , come  volevasi  dimostrare.  1 

Questa  considerazione  mostra  inoltre  che  in  ogni  curva 
tracciata  sopra  una  superficie  sviluppabile  vi  possono  essere  due 
elementi  successivi  AB,  BC,  i quali  nello  sviluppo  della  super- 
ficie vengono  a disporsi  in  linea  retta,  cioè  che  determinano 
un  flesso  nella  trasformata  della  linea  data,  mentre  sulla  su- 
perficie quegli  elementi  appartengono  ad  una  linea  geodetica. 
Si  ha  quindi  il  teorema:  Un  punto  B di  una  curva  situata  so- 
pra una  superficie  sviluppabile,  diviene  un  flesso  della  curva 
trasformata  nello  sviluppo  della  superficie,  se  il  piano  oscula- 
tore alla  curva  in  fi  è normale  al  piano  tangente  alla  superficie 
sviluppabile  nello  stesso  punto. 

Le  sezioni  piane  dei  cilindri  e dei  coni  (come  le  più  sem- 
plici tra  le  curve  fin’ ora  studiate  sulle  superficie  sviluppa- 
bili) presentano  in  generale  nelle  loro  curve  trasformate  dei 
flessi  in  quei  punti  ed  in  quelle  tangenti  che  corrispondono  ai 
punti  ed  alle  tangenti  delle  sezioni  medesime,  nei  quali  i piani 
secanti  sono  normali  ai  piani  tangenti  al  cono  od  al  cilin- 
dro dato. 

Ciò  si  trova  pel  cono  rappresentato  dalla  Fig.  144,  tirando 

* Se  due  punti  dati  A,  C che  si  trovano  in  piani  diversi  si  devono  unire  con  un 
punto  li  della  comune  sezione  dei  due  piani  in  modo  che  AD+  BC  sia  di  lunghezza  mi- 
nima, le  due  rette  AB,  BC  devono  formare  angoli  uguali  colla  intersezione  dei  due 
piani. 

In  seguito  alla  generalità  di  questo  teorema,  gli  sviluppi  che  si  daranno  in  seguito 
mostreranno  che  le  discussioni  fatte  in  questo  § valgano  anche  per  una  superficie  curva 
qualunque,  e che  quindi  questa  proprietà  relativa  ai  piani  osculatori  delle  linee  geodeti- 
che è generale. 
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dal  vertice  M la  normale  al  piano  della  sezione  e conducendo 
per  tale  retta  i piani  tangenti  alla  superficie;  questi  piani  e le 
generatrici  di  contatto  .1 //0  determinano  nel  piano  della  sezione 
respettivamente  i punti  / e le  rette  JT * che  danno  nella  curva 
trasformata  respettivamente  i punti  e le  tangenti  di  inflessione. 
Per  i cilindri  la  direzione  delle  generatrici  e quella  della  nor- 
male al  piano  della  sezione  determinano  un  piano,  al  quale 
debbono  essere  paralleli  i piani  tangenti  che  rispondono  in 
modo  analogo  alla  precedente  questione.' 


Kig.  145. 


/ji 

/ k' 

■w 


V ri 


*1 


Osservai.  1)  Si  immagini  il  piano  tangente  al  cono  lungo  una  genera- 
trice e si  supponga  che  questo  piano  tangente  sia  per- 
pendicolare al  piano  della  sezione  ed  al  piano  di  proie- 
zione XOZ  ; si  faccia  inoltre  l’ asse  OZ  parallelo  alla 
generatrice  di  contatto  e,  il  piano  della  sezione  sarà  allora 
un  secondo  piano  proiettante;  si  consideri  la  superfìcie 
conica  come  una  piramide  limitata  da  piccolissime 
faccette  ; siano  g, , g,  le  intersezioni  della  faccia 
che  contiene  la  generatrice  c colle  faccette  laterali 
(Fig.  145)  ; ribaltando  queste  nel  piano  della  e,  fa- 
cendole ruotare  attorno  a gl  e gt,  i punti  A , C in- 
finitamente vicini  a D della  curva  intersezione , si- 
tuati sulle  generatrici  </,,  gt  e proiettati  in  A",  C , 
verranno  in  (A),  e(C),da  parti  opposte  di  D sulla  s, 
tangente  allo  sviluppo. 

Eserciti.  1)  Si  discuta  1’ eccezione  che  ha  luogo  quando  e è perpendico- 
lare ad  s,. 

2)  Si  dimostri  che  questo  modo  di  eseguire  lo  sviluppo  vale  per 
le  superfìcie  sviluppabili  in  generale. 

Osservai.  11)  I flessi  sono  punti  pei  quali  i corrispondenti  raggi  di  cur- 
vatura sono  infinitamente  grandi  (Cfr.  § 62).  Si  consi- 
deri una  curva  qualunque  tracciata  sopra  una  superficie 
sviluppabile  ed  in  essa  i punti  infinitamente  vicini  A, 
D.C,e  si  determinila  variazione  che  ha  luogo 
nel  raggio  di  curvatura  alla  curva  in  D,  quando 
se  ne  faccia  la  trasformata  sviluppandola  in  un 
piano  ; tale  ricerca  deve  condurre  al  risultato 
sopra  citato.  Poiché  le  lunghezze  degli  archi 
AB,BC  ....  non  cambiano  nella  trasformazione 
della  curva,  cosi  il  raggio  di  curvatura  in  B della 
curva  data  e quello  nel  punto  corrispondente 
della  trasformata  saranno  inversamente  propor- 
zionali agli  angoli  y,  '/  compresi  respettivamente  dai  due 


Fig.  146. 
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clementi  successivi  AB,  BC  della  curva  data  (Fig.  146) 
e A B',  BC  della  trasformata.  Se  si  fa 


lABC  = z,  l(A 2?,e,)  = .3,,  l (BC,c,)  = p„ 

si  ha 

*/  = * — *,  7'  = » — (Pi-t-fo) 


e poiché  gli  angoli  a,  {},,  ,8,  sono  quelli  di  un  triedro  col 
vertice  in  B , i cui  spigoli  sono  AB , BC , et,  se  si  indica 
con  f l’ inclinazione  delle  due  facce  che  si  tagliano  lungo 
lo  spigolo  AB,  cioè  l' inclinazione  del  piano  degli  ele- 
menti di  curva  AB,  BC  col  piano  tangente  in  B,  si  ha, 
facendo  uso  di  una  nota  formula  di  trigonometria  sferica 
e passando  al  limite , 


cos  f - lim. 


cos  8,  — cos  2 cos  ,8, 
sen  a sen  /3, 


= lim. 


— cos  (/  -+-  jS,)  -i-  cos  7 cos  jS, 
sen  7 sei»  fi, 


osservando  che  lim  (cos  y — cos7')  = o,  e sostituendo  ai 
seni  gli  archi 


si  ha  quindi  il  teorema  : Il  rapporto  dei  raggi  di  curva- 
tura di  una  linea  in  un  punto  e nel  suo  corrispondente 
nella  trasformata  è eguale  al  coseno  dell'angolo  del  piano 
osculatore  in  quel  punto  della  curva  data  col  piano  tan- 
gente nel  medesimo  punto.  Per  ij>  =»  90° , il  raggio  di  cur- 
vatura nella  trasformata  è infinitamente  grande. 

Eserciti.  3)  Cercare  il  numero  dei  flessi  e le  condizioni  della  loro  realità 
per  lo  sviluppo  delle  sezioni  piane  (ellittiche,  paraboliche 
ed  iperboliche)  del  cono  circolare  retto  e delle  sezioni 
piane  ellittiche  del  cilindro  circolare  retto. 

4)  Si  costruisca  una  sezione  piana  iperbolica  del  cono  retto  cir- 

colare e la  sua  trasformata  con  due  flessi  reali. 

5)  Lo  sviluppo  di  una  sezione  ellittica  del  cilindro  di  rotazione 

(che  6 una  sinusoide)  possiede  due  vertici  A,  B colle  re- 
spettivc  tangenti  perpendicolari  alle  generatrici  corrispon- 
denti e due  punti  di  inflessione  /,  in  mezzo  tra  quei 
punti  A , B.  Cosa  ne  segue  relativamente  alla  posizione 
delle  tangenti  di  inflessione  ? 

6)  Nello  sviluppo  di  una  sezione  piana  di  un  cono  di  rotazione 

possono  osservi  punti  doppi  od  in  particolare  punti  di 
regresso?  Quale  ne  è il  significato? 
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73.  La  linea  geodetica  sulla  superficie  del  cilindro  di  rota- 
zione e la  superficie  generata  dalle  tangenti  nei  punti  di  que- 
sta linea,  ossia  la  sua  sviluppabile  osculatrice,  chiamansi  re- 
spettivamente  elica  ed  elicoide  sviluppabile. 

Applichiamoci  allo  studio  di  questa  linea  e di  questa  su- 
perficie come  importante  applicazione  delle  cose  premesse  e 
come  primo  esempio  d’ una  curva  a doppia  curvatura  e di  una 
superficie  sviluppabile  più  generale  dei  cilindri  e dei  coni. 

Siano  A,  B (Fig.  M7)  i due  punti  della  superficie  cilindrica, 
mediante  i quali  è determinata  l’elica  e si  rappresenti  questa 
curva  colle  proiezioni  parallele  sopra  due  piani,  uno  dei  quali 
sia  normale  all’  asse  del  cilindro  (asse  dell’elica)  e 1’  altro  pa- 
rallelo a quest’  asse.  Per  ciò  si  disegni  in  una  striscia  di  piano 
della  larghezza  CD,  eguale  alla  circonferenza  ‘in r della  sezione 
normale  K del  cilindro  (§  71,  Es.  3),  lo  sviluppo  della  super- 
ficie di  quest’  ultimo  e si  determini  la  posizione  dei  punti  A,  B ; 
la  retta  AB  rappresenterà  la  trasformata  della  nostra  elica.  Si 
divida  questa  retta  in  un  sufficiente  numero  di  parti  eguali  e 
pei  punti  di  divisione  si  tirino  le  generatrici  del  cilindro  svi- 
luppato sino  alla  sezione  normale  K ; si  riportino  i piedi  di 
queste  generatrici  nella  prima  proiezione  da  A!  verso  B'  e si 

Flit.  1V7. 


determini  la  seconda  proiezione  degli  stessi  punti  di  divisione 
dell’elica,  riportata  nella  sua  posizione,  tagliando  sulle  perpen- 
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dicolari  all'  asse  OX  che  passano  per  le  prime  proiezioni  già 
determinate,  ed  a partire  dall’  asse  stesso  OX,  delle  lunghezze 
respetti vamente  eguali  alle  porzioni  di  generatrici  comprese 
tra  i punti  di  divisione  della  AB  e la  sezione  normale  K.  Si 
vede  di  qua  che  si  potrà  prolungare  l’ elica  tanto  al  di  là  di  B 
quanto  al  di  qua  di  A;  la  curva  così  prolungata  incontrerà  più 
volte  una  stessa  generatrice  del  cilindro,  il  segmento  di  elica,  i 
cui  estremi  sono  due  consecutivi  dei  punti  che  la  curva  ha  in  co- 
mune con  una  stessa  generatrice  del  cilindro,  per  es.:  il  segmento 
corrispondente  a C,  Dt  dello  sviluppo  chiamasi  giro  dell'  elica. 
La  porzione  di  generatrice  della  superficie  cilindrica  intercetta 
dagli  estremi  d' un  giro  d' elica,  per  es.:  D0  D,  *=  C0  C,  = h di- 
cesi il  passo  dell ’ elica.  L’ angolo  l),  C,  D0  = (ì,  complemento  di 
quello  d'inclinazione  dell’elica  colle  generatrici  del  cilindro,  chia- 
masi inclinazione  dell'  elica.  Il  raggio  r della  base  del  cilindro , 
il  passo  h e l’ inclinazione  /3  sono  legati  fra  loro  dalla  relazione 
2rjr  ■ tang  (i=  h. Le  parallele  equidistanti  C,  Dn  C0/)0....  rap- 
presentano i successivi  giri  di  una  stessa  elica  nello  sviluppo. 

I successivi  giri  dell’  elica  sono  tra  loro  congruenti  ossia 
sovrapponibili  e quindi  un  punto  qualunque  della  curva  può 
assumersi  come  origine,  ed  in  generale  due  segmenti  qualun- 
que di  una  stessa  elica  che  hanno  la  stessa  lunghezza  sono  con- 
gruenti. Questa  proprietà  l’ elica  l’ ha  in  comune  soltanto  colla 
retta  e col  cerchio. 

Osserva:.  I)  Se  un  punto  si  muove  uniformemente  sulla  periferia  di  un 
cerchio , mentre  questo  restando  fisso  nel  proprio  piano  si 
muove  parallelamente  a se  stesso  di  moto  uniforme  in  modo 
che  il  centro  del  cerchio  scorra  sopra  una  retta  perpendico- 
lare al  piano  del  cerchio,  quel  punto  descrivo  un’  elica. 

11)  Le  proiezioni  parallele  oblique  (ombre  proiettate  dalla  luce  so- 
lare) dell’  elica  sul  piano  del  cerchio  base  K sono  cicloidi 
ed  in  vero  sono  cicloidi  ordinarie,  o allungate,  o accor- 
ciate a seconda  che  le  rette  oblique  proiettanti  hanno  sul 
piano  della  base  respeltivamente  la  stessa  inclinazione 
dell’elica,  una  inclinazione  maggiore  od  una  inclinazione 
minore  (Clr.  § 82,  Oss.  HI,  § 84,  Oss.  III). 

Ili)  Tutte  le  proiezioni  parallele  ortogonali  od  oblique  dell’elica 
sopra  un  piano  sono  figure  affini  di  cicloidi. 

IV)  La  seconda  proiezione  di  un’elica  presenta  dei  flessi  in  tutti  i 
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punti  che  trovansi  nella  seconda  proiezione  dell’  asse  della 
elica;  le  corrispondenti  tangenti  di  inflessione  hanno  l’in- 
clinazione |3  coll’  asse  OX. 

V)  Il  piano  osculatore  dell’  elica  in  un  punto  qualunque  è per- 
pendicolare al  piano  tangente  al  cilindro  nello  stesso 
punto. 

VI)  Il  cerchio  di  curvatura  e la  sfera  osculatrice  dell’elica  in  ogni 
suo  punto  hanno  uno  stesso  raggio  che  è di  lunghezza  co- 
stante per  tutti  i punti  della  curva. 

VII)  Il  raggio  di  curvatura  p per  un  punto  dell’elica  giace  nella 
normale  al  suo  asse  che  passa  pel  punto  stesso  ; i centri 
di  curvatura  dell’  elica  formano  una  seconda  elica,  la 
quale  ha  lo  stesso  passo,  la  cui  origine  è alla  stessa  al- 
tezza della  prima  e che  giace  in  una  superficie  cilindrica 
che  ha  per  asse  quello  dell’  elica  data  e per  raggio  del 
cerchio  base  (p  — r). 

Esercizio.  Si  indichi  nella  rappresentazione  ortogonale  assonometrica 
della  Tav.  I,  § 74,  Es.  6,  la  forma  dell’ eliche  S e D, 
la  prima  delle  quali  presenta  dei  flessi  e la  seconda 
dei  punti  doppi;  si  1’ una  che  l’altra  hanno  lo  stesso 
passo,  ma  raggi  differenti  per  le  basi  dei  relativi  cilindri. 
Un’elica  che  avesse  per  asse  e per  passo  quello  delle  date, 
e por  base  del  cilindro  sul  quale  è descritta  un  cerchio  di 
raggio  compreso  tra  quei  due  dati,  presenterebbe  ncl- 
l' immagine  dei  punti  di  regresso.  Come  si  determinerebbe 
quest’elica? 

74.  Per  un  punto  A dello  sviluppo  dell’elica  si  tracci  lo 
sviluppo  della  sezione  normale  À'del  cilindro  dell’elica,  e per 
un  punto  qualunque  B dello  sviluppo  dell’elica  si  conduca  la 
generatrice,  questa  segherà  la  sezione  normale  in  B„ , allora 
(§  71,  73)  la  lunghezza  AB„,  ossia  la  corrispondente  lun- 
ghezza dell’arco  del  cerchio  base,  serve  alla  determinazione 
della  proiezione  della  tangente  nel  punto  B dell’elica;  si  tiri 
perciò  la  tangente  al  cerchio  base  nel  punto  B„,  ed  in  essa  si 
riporti  la  vera  lunghezza  dell’  arco  B0A  in  B0St , S,  sarà  la 
traccia  della  tangente  cercata  nel  piano  della  base  del  cilindro. 

Segue  da  ciò  che  per  avere  la  linea,  luogo  delle  tracce 
delle  tangenti  dell’ elica  sul  piano  della  base  del  cilindro,  os- 
sia nel  piano  della  sezione  normale  che  passa  per  A,  basta  co- 
struire pei  successivi  punti  del  cerchio  le  tangenti  e portare 
sopra  queste  a partire  dal  loro  punto  di  contatto  la  lunghezza 
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dell'arco  compreso  tra  quel  punto  e l’origine  A.  Il  luogo  di 
queste  tracce  essendo  quello  degli  estremi  di  queste  tangenti, 
è quindi  la  sviluppante  del  cerchio  base  K per  l’ origine  A 
(Fig.  148).  Da  questo  punto  A partono  due  sviluppanti  di  À" 


Fig.  148. 


che  si  riferiscono  I’  una  alla  parte  di  elica  ascendente  e l’ altra 
alla  parte  discendente,  rispetto  allo  stesso  punto  A. 

Ad  ogni  giro  dell’elica  corrisponde  un  giro  della  svilup- 
pante di  cerchio.  Si  può  quindi  dire  in  seguito  di  tutto  ciò  che 
la  traccia  della  sviluppabile  osculatrice  all’  elica  nel  piano  del 
cerchio  base  è formata  dalla  sviluppante  del  cerchio,  che  ha  per 
origine  il  punto  dell'  elica  situato  nel  piano  della  base. 

Se  si  disegnano  quindi  per  il  punto  A dell’elica  situato 
nel  primo'  piano  di  proiezione  le  due  sviluppanti  della  base 
del  cilindro,  queste  sono  la  traccia  della  superficie  sviluppa- 
bile in  quel  piano  di  proiezione;  esse  sono  nello  stesso  tempo  le 
prime  proiezioni  della  traccia  dell’  elicoide  nei  piani  paralleli 
alla  base  condotti  pei  punti , nei  quali  1’  elica  incontra  la  gene- 
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ratriee  del  cilindro  che  passa  pel  punto  A.  L’  una  delle  svilup- 
panti corrisponde  sempre  alla  parte  dell’ elica  ascendente  ri- 
spetto al  piano  che  si  considera,  e l’altra  alla  parte  discendente. 

Coll’  aiuto  di  queste  Osservazioni  si  possono  disegnare  tutte 
le  tangenti  all'elica  con  eguale  esattezza.  Infatti  se  e'  è la  pri- 
ma proiezione  di  una  tangente,  i punti  5, , ò’,*,  nei  quali  incon- 
tra le  sviluppanti  del  cerchio,  saranno  le  tracce  delle  tangenti 
proiettate  in  e';  si  hanno  quindi  immediatamente  le  seconde 
proiezioni  delle  tangenti.  La  Fig.  148  contiene  la  costruzione 
delle  tangenti  in  due  punti  dell’elica  sulla  generatrice  che 
passa  pel  punto  B'  della  base  del  cilindro. 

Ossecrar.  1)  Rispetto  ad  XOY  come  piano  orizzontale  (Fig.  148)  la  tan- 
gente e dell’elica  in  ogni  suo  punto  è la  linea  di  massi- 
ma pendenza  del  corrispondente  piano  osculatore  $, , s,  ; 
tutti  i piani  osculatori  dell' elica  sono  egualmente  incli- 
nati rispetto  al  piano  del  cerchio  base  ed  all’asse  della 
curva.  L’elicoide  sviluppabile  è quindi  una  superficie  di 
uniforme  pendenza. 

11)  Se  sulle  tangenti  nei  successivi  punti  di  un’  elica  si  fissano  a 
partire  dal  punto  di  contatto,  e nello  stesso  senso  dei 
segmenti  tra  loro  uguali,  gli  estremi  di  questi  formano 
una  nuova  elica  situala  sulla  superlicie  di  un  cilindro 
che  ha  lo  stesso  asse  del  cilindro  deli’  elica  data.  Cir- 
coli concentrici  col  centro  nel  piede  dell’  asse  del  cilindro 
dell’  elica  data  sul  piano  di  proiezione  normale  a questo 
asse  sono  le  proiezioni  in  questo  piano  di  eliche,  che 
hanno  egual  passo  e sono  poste  sulla  stessa  superlicie 
sviluppabile  che  è la  sviluppabile  osculatrice  all’  elica  ori- 
ginaria. 

Ili)  La  tangente  in  un  punto  qualunque  della  sviluppante  di  cer- 
chio è normale  alla  tangente  del  cerchio  base  che  passa 
per  quel  punto.  Infatti  questa  tangente  alla  sviluppante 
è la  traccia  sul  piano  della  base  del  cilindro  di  quel  piano 
osculatore  dell’  elica,  il  quale  tocca  la  sviluppabile  lungo  la 
generatrice  che  ha  per  prima  proiezione  quella  tangente 
al  cerchio. 

IV)  Le  due  opposte  sviluppanti  E , E‘  del  (Creino  base  che  par- 
tono dalla  medesima  origine,  si  segano  una  volta  per  ogni 
giro  nel  diametro  che  passa  per  l’origine  delle  stesse, 
cioè  per  la  prima  volta  nel  punto  D (Tav.  I);  ciascuno  di 
questi  punti  è la  traccia  di  due  tangenti  t,  t * dell’elica 
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S appartenenti  respcttivamentc  al  giro  superiore  ed  al 
giro  inferiore  della  curva,  rispetto  al  piano  del  cerchio. 
Se  si  immagina  che  il  cerchio  base  col  proprio  piano  si 
sposti  nel  senso  dell’  asse,  mentre  1’  origine  delle  svilup- 
panti si  avanza  sul  cerchio,  il  punto  D nelle  successive 
posizioni  D, , 7), , D, , ...  descriverà  un’elica  D dello 
stesso  passo  della  data.  In  altre  parole:  Una  elicoide  svi- 
luppabile sega  se  stessa  secondo  eliche  di  egual  passo 
che  hanno  lo  stesso  asse , ed  i cui  raggi  dei  cerchi  basi 
sono  sempre  crescenti,  poiché  questa  superficie  riempie 
tutto  lo  spazio.  La  Tav.  I mostra  una  di  queste  inter- 
sezioni in  proiezione  assonometrica. 1 

V)  Poiché  le  tangenti  nei  punti  dell’  elica  che  si  trovano  in  una 
stessa  generatrice  del  cilindro  sono  parallele,  cosi  l’eli- 
coide sviluppabile  ha  un  cerchio  multiplo  all’  infinito,  il 
punto  all’  infinito  dell'  asse  del  cilindro  ne  è il  centro. 

Eserciti.  I)  Due  eliche  dello  stesso  passo  h che  hanno  l’asse  in  comune 
e sono  date  dalle  loro  origini  At,  At  e dalle  basi  A", , A", 
in  XOY  dei  relativi  cilindri , determinano  un’  elicoide 
sviluppabile,  sulla  quale  si  trovano  le  eliche  date.  Deter- 
minare l’elica  corrispondente  a!  cerchio  K situata  sopra 
. questa  elicoide.  La  Fig.  149  ne  mostra  la  costruzione  che 

deve  essere  spiegata. 

Fig.  149. 


2)  Si  dimostri  che  due  curve  in  piani  diversi,  ed  in  generale  che 

duo  curve  gobbe  determinano  una  superficie  sviluppabile 
che  contiene  le  due  curve  date. 

3)  Si  determini  un  punto  dell’  elicoide  sviluppabile  ed  il  corri- 

spondente piano  tangente  data  che  sia  la  proiezione  di 

' Lo  lettere  (£) , X,  ...  della  tavola  corrispondono  alle  Ih  P,  ...  dol  lesto;  le 
lettere  D,  S, ...  di  quella  alle  D , S , ...  di  questo. 
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questo  punto  sul  piano  normale  all’asse  dell’elica  clic 
passa  per  la  sua  origine. 

4)  Dato  il  passo  ed  il  raggio  della  base  del  cilindro  sul  quale 

è tracciata  un’elica,  costruire  le  proiezioni  di  quella  col 
mezzo  delle  tangenti  e determinare  in  seguito  i relativi 
punti  di  contatto. 

5)  Si  disegni  la  rappresentazione  assonometrica  di  due  giri  del- 

l’ elica  c la  corrispondente  superficie  tangente  limitata  dai 
due  piani  normali  all’asse  dell’  elica  die  passano  per  gli 
estremi  dell’  arco  di  curva  che  si  considera. 

G)  In  qual  maniera  può  essere  utile  la  curva  nodale  D per  di- 
segnare con  precisione  1’  elica  e la  sua  sviluppabile? 

7)  Si  determini  la  rappresentazione  ortogonale  proiettiva  di 
un’  elica  di  data  origine  A , di  data  altezza  h e per  un 
asse  obliquo  al  piano  di  proiezione  e determinati  dalle 
sue  proiezioni. 

75.  Se  per  un  punto  qualunque  M dello  spazio  si  tirano  le 
parallele  e*  alle  generatrici  e,  ed  i piani  E*  paralleli  ai  piani 
tangenti  E,  di  una  sviluppabile,  quelle  rette  e questi  piani 
sono  respettivamente  le  generatrici  ed  i piani  tangenti  di  uno 
stesso  cono,  perché  a due  generatrici  infinitamente  vicine  e,,  et 
della  sviluppabile  corrispondono  due  generatrici  infinitamente 
vicine  e,*,  .e,*  al  cono  respettivamente  parallele  alle  prime,  ed 
il  piano  tangente  del  cono  determinato  da  quelle  generatrici  è 
parallelo  al  piano  tangente  alla  sviluppabile,  determinato  dalle 
rette  corrispondenti.  Questo  cono  dicesi  cono  direttore  della  svi- 
luppatile. 

Per  un’elicoide  sviluppabile  ad  asse  verticale , questo  cono 
direttore  è un  cono  di  rotazione  ad  asse  verticale,  il  cui  semi 

angolo  al  vertice  è — j3^  se  0 è l’ inclinazione  dell’  elica  di- 
rettrice ; il  contorno  apparente  sul  secondo  piano  di  proiezione 
di  questo  cono  è costituito  dalle  parallele  alle  tangenti  d'in- 
flessione della  seconda  proiezione  dell’  elica,  direttrice  della 
data  elicoide  sviluppabile. 

Questo  cono  direttore  è utile  per  la  risoluzione  dei  se- 
guenti problemi: 

a)  Costruire  i piani  osculatori  dell’  elica  che  passano  per  un 
punto  P dello  spazio  (Fig.  150).  Si  costruisca  col  vertice 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 


239 


in  P il  cono  direttore  della  sviluppabile  dell’  elica  data 
e quindi  quelle  tangenti  comuni  alla  traccia  circolare  del 
cono  direttore  ed  alla  traccia  della  sviluppabile  sul  pri- 
mo piano  di  proiezione,  rispetto  alle  quali  tangenti  le  due 

Fig.  150. 


curve  si  trovano  dalla  stessa  parte;  queste  rette  rap- 
presentano le  prime  tracce  dei  piani  tange^i  comuni  al 
cono  direttore  ed  alla  sviluppabile  data.  Restano  quindi 
determinate  le  generatici  e, , e,  della  sviluppabile  ed  i 
punti  dell’elica  pei  quali  il  piano  osculatore  passa  perP. 

b)  Costruire  il  piano  osculatore  all’  elica  parallelo  ad  una  retta 

data  g.  Si  determinino  i piani  tangenti  al  cono  direttore 
paralleli  alla  retta  data,  quindi  i piani  paralleli  a questi 
e tangenti  alla  sviluppabile  dell' elica  (§  64,  Oss.  VI  ed 
Es.  4). 

c)  Costruire  le  tangenti  all’  elica  parallele  ad  un  piano  dato.  Si 

ricerchino  le  generatrici  del  cono  direttore  parallele  al 
piano  dato  (costruendo  l’intersezione  del  cono  con  un 
piano  passante  pel  vertice  e parallelo  al  piano  dato);  le 
tangenti  cercate  sono  le  generatrici  dell’  elicoide  svilup- 
pabile parallele  a quelle  generatrici  del  cono. 

Esercizi.  1)  Costruire  i piani  osculatori  di  un’elica  data,  i quali  sono  pa- 
ralleli agli  assi  bissettori  / (§  46,  Oss.  IV). 

2)  Costruire  le  tangenti,  ad  un!  elica  data  parallele  al  piano  Hr  , 
cioè  quelle  tangenti,  le  cui  pi  ime  e seconde  proiezioni 
sono  fra  loro  parallele. 
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3)  Costruire  le  tangenti  ad  un’elica,  il  cui  asse  è parallelo 

ad  07.,  lo  quali  formano  col  secondo  piano  di  proiezione 
un  angolo  di  30’,  ed  esaminare  quali  sono  le  condizioni 
della  loro  esistenza. 

4)  Si  determinino  i piani  osculatori  di  un’elica  perpendicolari 

ad  un  piano  dato. 

Se  si  prende  un  punto  di  una  curva  gobba  come  vertice  del 
cono  direttore  della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  stessa, 
questa  superficie  ha  con  una  generatrice  del  cono  un  contatto 
di  secondo  ordine,  cioè  le  tracce  della  sviluppabile  e del  cono 
in  ogni  piano  che  non  passa  pel  vertice,  hanno  in  comune  tre 
punti  contigui , cioè  sono  curve  tra  loro  osculatrici  nel  punto 
che  è la  traccia  nello  stesso  piano  della  generatrice  di  contatto 
delle  due  superficie. 

Esercizi.  5)  Come  si  determinerebbero  in  generale  per  due  superficie  svi- 
luppabili i respettivi  gruppi  di  piani  osculatori  paralleli  e 
di  generatrici  parallele? 

0)  In  qual  modo  i problemi  a),  6)  possono  dare  le  costruzioni 
relative  alla  ricerca  delle  ombre  proprie  e delle  ombre 
portate  di  una  elicoide  sviluppabile? 

I rapporti  di  luce  delle  superficie  sviluppabili  sono  com- 
pletamente determinati  da  quelli  dei  relativi  coni  direttori 
(Cfr.  § 124]  125). 

76.  Una  sezione  piana  dell'elicoide  sviluppabile  si  co- 
struisce come  il  luogo  delle  tracce  delle  tangenti  all’  elica  di- 
rettrice della  elicoide  nel  piano  che  si  considera,  od  anche 
come  1*  inviluppo  delle  tracce  dei  piani  osculatori  dell’  elica 
nello  stesso  piano.  Se  si  prende  il  secondo  piano  di  proiezione 
parallelo  all’asse  dell’elica  e perpendicolare  al  piano  della  se- 
zione, la  seconda  proiezione  della  sezione  coincide  colla  se- 
conda traccia  del  piano  della  sezione.  Le  seconde  proiezioni 
delle  intersezioni  delle  generatrici  della  superficie  sviluppabile 
col  piano  secante  sono  i punti,  nei  quali  le  seconde  proiezioni 
delle  generatrici  stesse  incontrano  la  seconda  traccia  del  piano 
secante;  se  dunque  da  questi  punti  si  abbassano  le  perpendico- 
lari alla  linea  di  terra  (asse  OX)  e si  prolungano  fino  ad  incon- 
trare le  corrispondenti  prime  proiezioni  delle  generatrici  del- 
l’ elicoide,  quei  punti  costituiscono  la  prima  proiezione  della 
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curva  di  intersezione  cercata.  La  prima  proiezione  della  tan- 
gente a questa  linea  in  un  dato  punto  A si  ottiene,  osservando 
che  la  sua  prima  traccia  deve  trovarsi  sopra  la  prima  traccia 
del  piano  secante  e su  quella  del  piano  tangente  all' elicoide 
lungo  la  generatrice  che  passa  per  A,  cioè  all’incontro  della 
prima  traccia  del  piano  secante  colla  tangente  alla  sviluppante 
di  cerchio  nel  punto  che  è la  traccia  di  quella  generatrice  del- 
l’elicoide che  passa  per  A.  (Tav.  II.) 

A questo  metodo  generale  per  la  costruzione  della  se- 
zione piana  di  un’elicoide  fanno  eccezione  quei  punti  della 
curva  di  intersezione,  i quali  trovansi  nelle  tangenti  all’elica 
perpendicolari  all’ asse  di  proiezione;  nella  Tav.  II  il  punto  E 
è uno  di  questi,  corrispondente  al  giro  di  sotto.  Si  ha  E"  (E) 
eguale  a E^E'. 

La  curva  d’intersezione  possiede  a)  dei  rami  che  si  estendono 
all'  infinito,  che  corrispondono  a quelle  tangenti  u,  (Tav.  II) 
dell’elica  che  sono  parallele  al  piano  secante;  le  tangenti  nei 
punti  all’  infinito  di  questi  rami,  ossia  gli  assintoti  della  curva, 
sono  le  intersezioni  del  piano  della  sezione  coi  piani  oscula- 
tori dell’  elica  corrispondenti  a quelle  tangenti.  Se  per  il  ver- 
tice M del  cono  direttore  dell’elicoide  si  conduce  un  piano  pa- 
rallelo a quello  della  sezione,  questo  piano  sega  il  cono  lungo 
le  generatrici  M(Jt , MUt,  le  quali  sono  parallele  alle  anzidette 
tangenti  dell’  elica  che  determinano  i punti  all’  infinito  della 
sezione  (§  75,  c);  se  questo  piano  non  sega  il  cono  secondo  ge- 
neratrici reali,  la  curva  sezione  è tutta  a distanza  finita;  se 
il  piano  che  passa  pel  vertice  del  cono  ed  è parallelo  a quello 
della  sezione  è tangente  al  cono,  la  curva  intersezione  dell’  eli- 
coide col  piano  secante  avrà  un  sol  punto  all’infinito  che  sarà 
quello  della  generatrice  parallela  a quella  di  contatto  del  cono; 
la  tangente  alla  curva  sezione  in  questo  punto  è la  retta  al- 
P infinito  del  piano  secante.  La  curva  in  questo  caso  ha  un  ra- 
mo parabolico  (§  66,  Es.  10).  Tutto  ciò  si  ripete  per  ogni  giro 
dell’  elica  e della  sua  sviluppabile. 

La  curva  d’intersezione  b ) in  generale  lia  due  elementi 
(per  ogni  giro  dell’elica),  nei  quali  è una  linea  geodetica  del- 
l’elicoide sviluppabile;  questi  elementi  sono  in  quei  punti 

1 irnikH.  — Geometria  descrittila.  Iti 
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della  curva,  nei  quali  il  piano  della  sezione  è perpendicolare 
al  corrispondente  piano  tangente  dell’elicoide.  I piani  tangenti 
al  cono  direttore  perpendicolari  al  piano  secante,  determinano 
quindi  le  rette  all’infinito  dei  piani  tangenti  all’elicoide,  lungo 
le  generatrici  che  incontrano  il  piano  della  sezione  nei  punti, 
in  cui  la  curva  è una  geodetica  dell’elicoide.  Nella  Figura  della 
Tav.  II  non  vi  sono  tali  punti,  perchè  la  normale  al  piano 
della  sezione  che  passa  pel  vertice  del  cono  cade  nell’  interno 
del  cono  stesso. 

La  curva  di  intersezione  c)  ha  dei  punti  doppi  D,  nei 
quali  essa  ha  tangenti  reali  e distinte  e questi  sono  i punti,  nei 
quali  il  piano  della  sezione  incontra  quelle  eliche,  le  quali,  come 
si  è veduto  nel  § 74,  Oss.  IV,  sono  le  intersezioni  dell’elicoide 
con  se  stessa,  perchè  in  ciascuno  di  quei  punti  si  incontrano 
due  tangenti  non  successive  dell’elica  direttrice  dell’elicoide 
sviluppabile;  per  le  convenzioni  già  fatte  circa  la  posizione 
dell’  elica  e del  piano  secante  rispetto  ai  piani  di  proiezione,  le 
seconde  proiezioni  di  questi  punti  trovansi  nella  seconda  trac- 
cia del  piano  secante  e nelle  seconde  proiezioni  di  quelle  eli- 
che che  hanno  lo  stesso  asse  della  data  e che  sono  le  inter- 
sezioni dell’  elicoide  con  se  stessa.  La  Figura  della  Tav.  II 
contiene  due  di  questi  punti  doppi  D, , Dit  ma  pel  secondo  non 
è tracciato  che  un  ramo  di  curva. 

La  curva  intersezione  d)  ha  dei  punti  di  regresso  R, , Rt, 
Rt,  e questi  sono  i punti  di  intersezione  del  piano  secante 
coll’ elica  direttrice  dell’elicoide;  infatti  in  ognuno  di  questi 
punti  la  curva  sezione  è incontrata  da  due  tangenti  successive 
dell’  elica  e le  tangenti  corrispondenti  a ciascuno  di  quei  punti 
doppi  coincidono  nell’  intersezione  del  piano  secante  col  piano 
osculatore  all’elica  in  quel  punto. 

L’elica  direttrice  si  dice  perciò  spigolo  di  regresso  o curva 
cuspidale  della  corrispondente  elicoide  sviluppabile;  in  gene- 
rale ogni  curva  gobba  si  dice  spigolo  di  regresso  della  sua 
sviluppabile  osculatrice,  perchè  T ultima  proprietà  indicata  per 
l’elica  vale  anche  per  una  curva  gobba  qualunque. 

Eserciti.  1)  Costruire  in  un  punto  doppio  della  curva  intersezione  dell’ eli- 
coide sviluppabile  con  un  piano  le  corrispondenti  tangenti. 
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2)  Si  determini  il  piano  dell'  intersezione  in  modo  che  uno  de- 

gli anzidetti  punti  doppi  sia  un  punto  di  regresso,  e si 
esaminino  le  proprietà  di  questo  punto  di  regresso. 

3)  Si  costruisca  la  curva  d’ intersezione  di  un’  elicoide  svilup- 

pabile con  un  piano  in  modo  che  la  sezione  contenga  due 
punti  dati  dell’  elica,  ed  in  uno  di  questi  punti  abbia  per 
tangente  di  regresso  una  retta , di  cui  è data  la  prima 
proiezione. 

4)  Si  disegni  una  sezione  piana  dell’elicoide  sviluppabile  che 

abbia  un  ramo  parabolico. 

5)  Costruire  quella  intersezione  piana  dell’elicoide  sviluppabile,  la 

quale  ha  in  un  punto  dato  ed  in  una  generatrice  data  della 
superfìcie  elementi  geodetici  della  superficie  medesima. 
f>)  Se  il  piano  che  sega  la  superficie  sviluppabile  passa  per  l’asse, 
le  intersezioni  di  questo  piano  coi  piani  osculatori  all’  elica 
in  quei  punti  che  sono  nel  piano  secante  si  incontrano 
in  un  punto  all’infinito;  facendo  girare  il  piano  secante 
intorno  all’  asse,  quel  punto  percorre  la  retta  all’  infinito 
del  piano  normale  all’asse.  Lo  stesso  dicasi  pei  piani  pa- 
ralleli all’  asse.  Questa  proprietà  vale  in  modo  analogo 
per  ogni  piano  secante  e per  la  sua  rotazione  intorno  ad 
una  retta.  Come  si  manifesta  la  prima  nella  Tav.  II  ? 

7)  Si  determini  l’ intersezione  di  una  retta  coll’  elicoide  svilup- 

pabile, quando  si  faccia  uso  dell'intersezione  colla  super- 
ficie del  secondo  piano  proiettante  la  retta  data. 

8)  Costruire  i punti  di  intersezione  di  una  elicoide,  il  cui  asse  sia 

perpendicolare  ad  XOY , con  una  retta  perpendicolare  al 
piano  A ’.OZ , determinata  dalla  traccia  nel  secondo  piano 
di  proiezione.  Si  faccia  per  ciò  passare  per  quella  retta 
un  piano  parallelo  al  piano  XOY,  e si  costruisca  in  questo 
piano  l’evolvente  del  cerchio  base  del  cilindro  dell’elica.  I 
punti  nei  quali  la  retta  sega  questa  curva  sono  quelli  cercati. 

77.  Svolgendo  in  un  piano  l’elicoide  sviluppabile,  le  inter- 
sezioni piane  in  essa  contenute,  ec.,  si  hanno  i seguenti  resul- 
tati: Si  è veduto  che  l’elica  è una  curva  di  curvatura  co- 
stante (§  73,  Oss.  YI)  e fu  già  osservato  che  il  raggio  di 
curvatura  in  un  punto  qualunque  di  una  curva  gobba  non 
cambia  colla  deformazione  della  curva  e della  sua  sviluppa- 
bile osculatrice  e quindi  non  cambia  neppure  pel  loro  sviluppo 
in  un  piano  (§  63,  Es.  4),  il  che  si  ottiene  anche  dal  teo- 
rema del  § 72,  Oss.  II,  per  cos<p  = i.  Segue  da  tutto  ciò,  che 
l’elica  nello  sviluppo  colla  sua  superficie  osculatrice  si  tra- 
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sforma  in  una  curva  piana,  il  cui  raggio  di  curvatura  è co- 
stante, si  trasforma  cioè  in  un  arco  di  cerchio.  Se  fosse  noto 
il  raggio  p di  questo  cerchio  S mediante  le  relazioni  esistenti 
tra  esso,  il  raggio  r del  cilindro  dell’elica  e l' inclinazione  /3  di 
questa,  si  potrebbe  descrivere  il  cerchio  S sul  quale  si  avrebbe 
lo  sviluppo  di  un  arco  qualunque  di  elica  prendendone  una  lun- 
ghezza uguale  a quella  dell’  arco  di  elica.  Costruendo  le  tangenti 
nei  punti  del  cerchio,  queste  rappresenterebbero  gli  sviluppi 
delle  tangenti  all’elica,  ossia  delle  generatrici  dell’elicoide 
sviluppabile;  finalmente  se  si  volesse  avere  nello  sviluppo  un 
punto  P dell’  elicoide,  basterebbe  portare  sulla  corrispondente 
generatrice  posta  nel  piano  a partire  dal  punto  di  contatto  0 
col  cerchio  S la  vera  lunghezza  del  segmento  di  generatrice 
dell’elicoide,  compreso  tra  il  punto  P e quello  di  contatto  col- 
l’ elica.  Ripetendo  questa  operazione  pei  punti  di  una  linea 
tracciata  sulla  superficie  sviluppabile,  se  ne  avrebbe  il  relativo 
sviluppo  nel  piano.  In  tal  modo  si  costruirebbero  in  particolare 
gli  sviluppi  delle  sezioni  piane  dell’elicoide.  Tutto  quindi  di- 
pende dalla  determinazione  di  p,  supponiamolo  per  ora  noto, 
mostreremo  poi  come  si  possa  ottenere. 

Si  possono  avere  anche  le  tangenti  nei  punti  di  quelle  curve 
sviluppate,  servendosi  a tale  scopo  della  traccia  sul  primo  piano 
di  proiezione  della  superficie  sviluppabile  che  le  contiene.  Se 
si  costruisce  lo  sviluppo  di  questa  traccia  per  la  parte  che  cor- 
risponde ad  un  giro  d’elica  coll’origine  in  A,  questa  curva  E 
rappresenta  evidentemente  la  sviluppante  dell’arco  AB  di  cer- 
chio S che  corrisponde  allo  sviluppo  del  primo  giro  dell’  elica 
stessa,  poiché  la  porzione  della  tangente  all’ elica  in  un  pun- 
to P compresa  tra  il  punto  P e la  prima  traccia  è uguale  al- 
l’ arco  AP.  La  sviluppante  E*  che  ha  l’ origine  in  B ed  è disposta 
nello  sviluppo  in  senso  opposto  alla  prima,  rappresenta  lo  svi- 
luppo della  traccia  dell’elicoide  nel  piano  normale  all’  asse  che 
passa  per  1’  altro  estremo  del  giro  di  elica.  Se  si  vuole  co- 
struire nel  punto  P dello  sviluppo  di  una  curva  la  tangente  t 
basterà  condurre  la  tangente  alla  traccia  sviluppata  dell’  eli- 
coide nel  punto,  in  cui  questa  è segata  dalla  generatrice  dello 
sviluppo  che  contiene  il  punto  P e sopra  questa  tangente  por- 
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tare  un  segmento  S,  T eguale  a quello  determinato  sul  primo 
piano  di  proiezione  dalla  generatrice  che  passa  per  P e dalla 
traccia  della  tangente  che  si  vuol  disegnare  nello  sviluppo;  la 
tangente  in  5,  rappresenta  infatti  la  traccia  sul  primo  piano 
di  proiezione  del  piano  tangente  all'elicoide  nel  punto  P.  É 
evidente  che  collo  stesso  metodo  si  possono  costruire  nello 
sviluppo  di  una  curva  i flessi,  gli  assintoti,  i punti  doppi  e le 
relative  tangenti.  Nella  Fig.  151  è rappresentato  lo  sviluppo  del- 

Fig.  151. 

T, 


l’elicoide  per  la  parte  corrispondente  ad  un  passo  AB  dell’elica 
del  § 76. 1 punti  di  regresso  /?, , /?, , Rs  sono  riportati  in  que- 
sta Figura  colle  relative  tangenti:  della  curva  d’intersezione 
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costruita  nella  Tav.  II,  ne  appare  nello  sviluppo  il  ramo 
superiore  RXPQ  che  parte  da  Rx,  ed  in  particolare  è indicata 
la  costruzione  del  punto  P sulla  tangente  all’  elica  in  0 ed 
il  segmento  PO  è uguale  alla  vera  lunghezza  del  segmento  PO 
della  Tav.  IL  La  tangente  t in  quel  punto  della  curva  sezione 
si  è costruita  unendo  P coll’estremo  Q,  del  segmento  S,Q,  della 
tangente  in  S,  allo  sviluppo  della  traccia  dell’elicoide.  Analoga- 
mente si  sono  costruite  le  tangenti  r, , r, , r, , nei  corrispondenti 
punti  di  regresso  R,,  R„  R,,  servendosi  delle  tracce  Tlt  Tt,  T, 
di  queste  tangenti. 

Ci  rimane  ora  soltanto  da  determinare  il  raggio  p del  cer- 
chio S.  Ad  un  giro  d’elica  corrisponde  il  perimetro  2*r  del  cer- 
chio base  del  cilindro  che  la  contiene;  la  lunghezza  di  questo  giro 
d’elica  sarà  quindi  2 *r  : cos  fi  (§  74).  In  un  settore  del  cerchio  S di 
raggio  p , il  cui  arco  sia  di  lunghezza  2nr  : cos  fi,  l’angolo  al  centro 
è 2*r  : p cos  fi,  e questo  angolo  deve  essere  anche  quello  compreso 
nello  sviluppo  dell’elicoide  dalle  generatrici  che  corrispondono 
all’origine  ed  all’estremo  di  un  giro  d’elica.  Ora  le  generatrici 
del  cono  direttore,  parallele  alle  tangenti  nei  punti  di  un  giro 
d’elica,  costituiscono  la  superficie  conica  completa,  e l’angolo 
formato  da  due  generatrici  qualunque  di  questo  cono  nello 
sviluppo  è uguale  all’  angolo  compreso  dalle  corrispondenti  ge- 
neratrici nello  sviluppo  dell’ elicoide,  nell’ipotesi  però  che  en- 
trambi gli  sviluppi  si  facciano  nello  stesso  senso.  Se  si  imma- 
gina quindi  costruito  sul  cerchio  base  del  cilindro  dell’elica  il 
cono  direttore,  la  lunghezza  di  questa  base  è 2wr  e la  lunghezza 
delle  generatrici  tra  il  vertice  e la  base  è r : cos  fi,  quindi  l'an- 
golo al  centro  del  settore  circolare,  nel  quale  si  trasforma  il  cono 
nello  sviluppo,  sarà  «==  2*  cos  fi.  Dalle  cose  premesse  risulta  che 


il  raggio  p cercato  sarà  dato  dalla  equazione  2*  cos  fi  = 


2*rr 

p cos  fi’ 


donde  p cos  fi  : 1 = r : cos  fi. 

Se  quindi  per  la  proiezione  del  vertice  dell’  ora  indicato 
cono  direttore  nel  piano  XOZ  si  conduce  la  perpendicolare  ad 
una  delle  rette  del  suo  contorno  apparente  in  quel  piano,  que- 
ste rette  determinano  coll’asse  OX  un  triangolo  rettangolo, 
la  cui  ipotenusa  è eguale  a p (Cfr.  Tav.  II,  § 76).  Determinato 
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questo  raggio,  si  possono  eseguire  tutte  le  costruzioni  prece- 
dentemente indicate. 


Osservai.  I)  Il  giro  dell’  elica  sviluppato  sul  cerchio  S limita  in  esso  un 

arco,  la  cui  lunghezza  ha  per  misura  % : coi  B -,  cioè 
_ 2 irr  _ r 

~ cosp  ' cos  ’(S 

II)  Le  eliche  dello  stesso  asse  e dello  stesso  passo  di  una  data 
situate  sopra  una  elicoide  sviluppabile  (§  74,  Oss.  II)  si 
trasformano  nello  sviluppo  in  cerchi  concentrici  al  cer- 
chio S,  che  è lo  sviluppo  dell’elica  direttrice.  Le  curve 
doppie  di  questa  superficie  si  trasformano  in  cerchi  con- 
centrici ad  S (§  74,  Oss.  IV),  i quali  contengono  gli  svi- 
luppi dei  punti  doppi  di  tutte  le  curve  esistenti  sulla  su- 
perficie. 

HI)  Il  raggio  del  cilindro  sul  quale  si  trovano  i centri  di  curvatura 
di  una  data  elica  ( r , fi)  (Jj  73,  Oss.  VII)  che  ha  per  asse, 
l’asse  della  stessa  è 


, i 

p — r = r*  = - 

dalla  quale  si  ha 


IV)  Pei  l’inclinazione  §*  dell’  elica  dei  centri  di  curvatura  si  ha 

tang  ?*=~  = = "Umg  ft 

cioi  le  tangenti  all’  elica  e le  tangenti  nei  punti  corri- 
spoidenti  dell’elica  dei  centri  di  curvatura  della  data 
sono  ra  loro  perpendicolari.  Le  proiezioni  di  entrambe 
questeeliche  in  un  piano  parallelo  al  loro  asse  si  segano 
quindi  d angolo  retto  (Cfr.  Tav.  II,  § 76). 

V)  Per  p = ossia  45°  od  r = = 0,159 . h,  l’ elica  dei 

centri  di  curvatura  per  un’  elica  data  è uguale  all’  elica 
stessa  ; se  p*  più  grande  o più  piccolo  di  45°,  anche  r*  è 
più  grande  o-fiù  piccolo  di  r. 

VI)  Dalla  determinasene  del  raggio  di  curvatura  dell’elica  si 

può  dedurre  ut*  formula  ed  una  costruzione  per  avere 
il  raggio  di  curverà  dell’ellisse  all’ estremità  dell' asse 
minore  (Cfr.  § 36,tjg.  2).  Nel  § 63,  Es.  6,  è stato  accen- 
nato infatti  che  il  r<rgìo  di  curvatura  di  una  curva  gobba 
in  un  suo  punto  P t uguale  al  raggio  di  curvatura  della 
proiezione  della  curvaci  piano  osculatore  in  quel  punto. 
Una  tale  proiezione  de’ elica  (ottenuta  con  rette  paral- 
lele ad  OZ)  è 1’  ellisse  it-ersezione  del  cilindro  dell’  elica 
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data  col  piano  osculatore  alla  curva  in  P;  i semiassi 
maggiore  e minore  a,  b di  questa  ellisse  sono  respet- 
tivamente  r : cos  3 , r.  Ricordando  allora  il  valore  di  # 
dato  dalla  equazione  p cos  fi  : 1 = r ; cos  3 , e sostituendo 
i valori  di  a,  b,  si  ha: 

? = «’  ^ b , 

che  è la  formula  corcata  sulla  quale  si  fonda  la  co- 
struzione accennata  che  è contenuta  nella  Fig.  1 52,  i , da 


« r, 


Fig.  152.  1 1 


t 


K 


spiegarsi.  Si  può  anche  avere  il  raggio  di  curvatura  per 
gli  estremi  dell’asse  maggiore  deli'eUsse. 

VII)  Poiché  la  relazione  p = a*  : 6 è generai*,  (piando  a sia  il 
diametro  coniugato  di  quello  che  vaal  punto  P nella  co- 
nica, e 6 la  distanza  normale  di  qifisto  punto  dal  diame- 
tro a (Fig.  152,  b),  si  ottiene  an=he  la  costruzione  del 
raggio  di  curvatura  di  un  punti  qualunque  dell’  ellisse 
servendosi  di  questo  diametro. 

Esercizi.  1)  Costruire  lo  sviluppo  dell’ elicoide  sviluppabile  e delle  sue 
sezioni  piane  tra  le  due  svilujpanti  tracce  nei  piani  nor- 
mali all’asse  dell’elica  che  passano  per  l’origine  e per 
l’estremo  di  un  giro  della-urva. 

2)  Caratterizzare  lo  sviluppo  de®  sezione  piana  eseguita  sotto 
1*  inclinazione  di  45°  alIVsse  di  un’  elicoide  sviluppabile 
per  la  quale  (3  = 45»  e socialmente  i flessi  della  sezione. 

78.  La  retta  che  passa  per  in  punto  P di  un’elica  e che 
contiene  il  centro  di  curvatura  c^la  curva  in  quel  punto  è una 


normale  alla  curva  in  quanto  c®  è perpendicolare  alla  tangente 
in  quel  punto;  tra  le  norma) a^a  curva  in  P , questa  che  tro- 
vasi nel  piano  osculatore  in  /nel  punto  dicesi  normale  principale 
della  curva  in  P e l’ indieremo  con  n (Fig.  133).  Il  fascio  di 
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raggi  costituito  dalle  normali  in  P forma  il  piano  normale  alla 
curva  in  quel  punto;  questo  piano  sega  ad  angolo  retto  la  tan- 


gente in  P.  Tra  i raggi  di  questo  fascio  devesi  distinguere  oltre 
alla  normale  principale  anche  quello  che  è perpendicolare  al 
piano  osculatore  alla  curva  in  P , ossia  a due  tangenti  infini- 
tamente vicine  della  curva,  e che  chiamasi  binormale  b.  Due 
piani  normali  alla  curva  e successivi  fra  loro  si  segano  secondo 
una  retta  perpendicolare  al  piano  osculatore  che  contiene  i due 
elementi  ai  quali  que' piani  sono  normali,  secondo  cioè  una 
retta  che  è parallela  alla  binormale  b e passa  pel  centro  di 
curvatura  M situato  nel  piano  osculatore  in  P.  Questa  retta  di- 
cesi la  retta  polare  p del  punto  P.  Due  rette  polari  successive  si 
segano  nel  punto  K di  intersezione  dei  tre  piani  normali  suc- 
cessivi che  determinano  le  polari  stesse  ; il  punto  K è il  cen- 
tro della  sfera  osculatrice  nel  punto  P della  curva.  Difatti  i 
punti  della  polare  che  passa  per  M sono  equidistanti  dai  tre 
punti  consecutivi  P,  P,,  P„  della  curva,  i punti  della  polare 
successiva  sono  equidistanti  da  Pt,  Pt,  Ptt  quindi  il  punto  di 
intersezione  delle  due  polari  è equidistante  da  quattro  punti 
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consecutivi  della  curva.  Le  rette  polari  sono  quindi  le  gene- 
ratrici di  una  superficie  sviluppabile  che  dicesi  superficie  po- 
lare della  data  curva,  la  quale  è inviluppata  dai  piani  normali 
alla  curva  ed  il  cui  spigolo  di  regresso  è il  luogo  dei  cen- 
tri K,  Kt,  Kt delle  sfere  osculatrici  alla  curva.  Le  succes- 

sive normali  principali  n,  n„  n,, ....  non  trovansi  a due  a due 
in  un  piano  e formano  per  conseguenza  una  superficie  rigala, 
cioè  una  superficie  generata  dal  movimento  di  una  retta,  le 
superficie  di  questo  genere  diconsi  gobbe  per  distinguerle  dalle 
superficie  sviluppabili  (Cfr.  § 102  e seg.).  Anche  le  successive 
binormali  b,bt,  bt,....  a due  a due  non  sono  in  un  piano  e for- 
mano quindi  un’altra  superficie  gobba. 

Se  si  immagina  condotto  per  ogni  tangente  della  curva 
gobba  il  piano  normale  al  relativo  piano  osculatore,  ossia  quello 
che  passa  per  la  corrispondente  binormale,  questi  piani  succes- 
sivi generano  una  superficie  sviluppabile  per  la  quale  la  curva 
data  ha  la  proprietà  che  in  ogni  suo  punto  il  piano  osculatore  è 
perpendicolare  al  corrispondente  piano  tangente  ; questa  curva 
è dunque  una  linea  geodetica  rispetto  a quella  superficie  e nello 
sviluppo  della  superficie  si  trasformerà  in  una  retta  ; tale  super- 
ficie si  dice  per  ciò  superficie  sviluppabile  rettificatrice  della  curva. 

Se  una  tangente  alla  curva  la  percorre  senza  strisciare 
(come  nella  generazione  della  sviluppante  di  cerchio),  ogni  suo 
punto  genera  una  curva  sulla  superficie  sviluppabile  oscula- 
trice alla  curva  gobba;  queste  curve  diconsi  sviluppanti  della 
curva  data  e sono  normali  alle  tangenti  della  curva  stessa.  La 
superficie  osculatrice  alla  curva  data  è quindi  il  luogo  di  tutte 
le  sviluppanti  della  curva  stessa. 

Se  per  un  punto  P della  curva  gobba  si  tira  la  retta  che  lo 
unisce  ad  un  punto  qualunque  E della  retta  polare  corrispon- 
dente a quel  punto  P (Fig.  ISA)*  e la  si  prolunga,  questa  segherà 
in  un  punto  Et  la  successiva  polare,  se  si  unisce  A’,  con  Pt,  punto 
della  curva  successivo  a P , e si  determina  l’intersezione  E , 
della  Et  Pt  colla  polare  successiva,  ec.  i punti  E,  Et,  Et,.... 

’ Nella  Fig.  154  vanno  soppresse  le  linee  PXEEX , P,E,E't;  la  retta  VE  va  prolun- 
gata tinche  incontra  p,  in  Ex , questo  nuovo  punto  È,  va  unito  a P,  e la  retta  P,E,  va 
prolungata  tino  ad  incontrare  p.  in  £,  e cosi  via.  — Il  lettore  è pregato  di  fare  queste 
correzioni  nella  Figura. 
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formano  una  curva  sulla  superficie  polare,  la  quale  rispetto 
alla  curva  data  è situata  in  modo  che  le  sue  tangenti  sono  re- 


Fig.  154. 


spettiramente  perpendicolari  alle  tangenti  corrispondenti  della 
curva  data,  giacché  sono  rette  situate  nei  piani  normali  ai  punti 
della  prima  curva.  Per  quanto  si  disse  precedentemente  la 
curva  dei  punti  P è una  evolvente  nella  nuova  curva  E,  E , , 
cioè  quest’ ultima  è una  evoluta  della  curva  data.  Per 
ogni  punto  E della  polare  di  P preso  come  origine  si  ha  una 
evoluta  della  curva  data;  la  superficie  polare  è quindi  il  luogo 
di  tutte  le  evolute  della  data  curva. 

Osservaz.  1)  Le  sviluppanti  od  evolventi  di  una  curva  gobba  hanno  la 
stessa  superficie  polare,  la  quale  passa  per  la  curva , ed  è 
la  superficie  sviluppabile  rettificatrice  della  curva  data. 

Il)  Le  sviluppate  od  evolute  sono  linee  geodetiche  della  super- 
ficie polare  della  curva,  cioè  nello  sviluppo  di  questa  su- 
perficie quelle  linee  si  trasformano  in  rette. 

Ili)  Le  sviluppanti  di  una  curva  gobba  sono  curve,  situate  sulla 
superfìcie  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  data  che 
hanno  la  proprietà  che  le  normali  alla  superficie  nei  loro 
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punti  successivi  si  segano.  Un  altro  sistema  di  rette  che 
ha  la  stessa  proprietà  è l’insieme  delle  generatrici  della 
superficie  sviluppabile  stessa.  Il  sistema  delle  generatrici 
della  superfìcie  sviluppabile  e quello  delle  sviluppanti,  che 
ha  la  proprietà  di  segare  ad  angolo  retto  le  linee  del  primo 
sistema,  si  dicono  le  linee  di  curvatura  della  superfìcie 
sviluppabile  (Cfr.  § 103 , c). 

IV)  Le  linee  di  curvatura  di  una  superficie  conica  sono  le  gene- 

ratrici rettilinee  della  stessa  e le  curve  del  cono  formate 
dai  punti  equidistanti  dal  vertice  ; per  la  superficie  cilin- 
drica a queste  ultime  curve  si  sostituiscono  le  sezioni 
normali  alle  generatrici  del  cilindro. 

V)  La  retta  che  misura  la  minima  distanza  fra  due  successive 

normali  principali  è parallela  alla  corrispondente  genera- 
trice della  superficie  rettificatrice  della  curva. 

Kig.  1SD. 


VI)  La  tangente  alla  curva  è la  linea  piu  breve  tra  due  succes- 

sive binormali  della  curva. 

VII)  Le  rette  polari  dell’  elica  (Fig.  155)  sono  le  tangenti  della 
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nuova  elica,  luogo  dei  centri  dei  cerchi  n delle  sfere  oscu- 
latrici dell’elica  data  (§  73,  Oss.  V;  § 77,  Oss.  HI,  IV). 
La  superficie  sviluppabile  rettificatrice  dell’  elica  è la  cor- 
rispondente superficie  cilindrica.  Le  sviluppanti  dell’  elica 
sono  le  sviluppanti  dello  corrispondenti  sezioni  normali 
di  quel  cilindro.  Le  eliche  situate  sulla  stessa  superficie 
cilindrica  e che  "hanno  l’origine  in  uno  stesso  punto  sono 
le  sviluppate  della  sviluppante  de)  cerchio  base  che  parte 
da  questo  punto. 

Vili)  Le  due  eliche  delle  quali  la  seconda  è il  luogo  dei  centri  di 
curvatura  della  prima  hanno  proprietà  reciproche  ; cioè 
la  prima  è anche  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  della 
seconda  ; entrambe  le  curve  hanno  le  normali  principali 
comuni  ; la  superficie  tangente  e delle  sviluppanti  del- 
P una  è la  superficie  polare  e delle  sviluppate  dell’  altra. 
IX)  Per  una  curva  piana  la  superficie  delle  tangenti  e la  super- 
ficie delle  normali  principali  coincidono  col  piano  della 
curva,  il  quale  contiene  tutte  le  sviluppanti  della  stessa. 
La  superficie  polare  e delle  sviluppate  è una  superficie  ci- 
lindrica perpendicolare  al  piano  della  curva  (Cfr.  Oss.  VII); 
la  superficie  delle  binormali  e la  superficie  rettificatrice 
della  curva  coincidono  nella  superficie  cilindrica  che  ha 
per  sezione  normale  la  curva  data. 

Esercizi.  I)  Quali  particolarità  presentano  le  precedenti  forme  geometriche 
per  una  curva  situata  sopra  una  superficie  sferica  ? 

2)  Si  dimostri  che  per  ogni  curva  gobba  si  può  condurre  una 

certa  superficie  sviluppabile  tale  che  nello  sviluppo  la 
curva  si  trasformi  in  un  cerchio,  il  cui  raggio  è variabile 
tra  dati  limiti. 

3)  Si  discutano  le  condizioni  sotto  le  quali  una  superficie  sviluppa- 

bile si  può  applicare  sopra  un’altra  superficie  sviluppabile. 

4)  Se  una  superficie  conica  viene  a svilupparsi  sopra  un’  altra 

superficie  conica  che  ha  il  vertice  in  comune  colla  prima, 
un  punto  collegato  invariabilmente  colla  prima  descrive 
una  curva  sferica.  Se  ne  indichi  la  costruzione  special- 
mente  per  un  cono  circolare  retto. 

5)  Si  spieghi  la  costruzione  della  cicloide  mediante  lo  sviluppo 

del  cilindro  di  rotazione  in  un  piano  o sopra  un  altro  ci- 
lindro circolare  retto. 

6)  Spiegare  il  modo  di  generazione  delle  evolventi  delle  curve 

piane  ed  in  particolare  dell’evolvente  del  cerchio  secondo 
ciò  che  precede. 

7)  La  retta  polare  è asse  del  cono  retto  circolare  che  ha  per  di- 

rettrice il  cerchio  di  curvatura. 
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8)  Se  ad  un  punto  materiale  oscillante  si  vuol  far  percorrere  una 
curva  gobba,  basta  attaccarlo  a due  fili  flessibili  ed  ine- 
stendibili che  si  avvolgono  alla  superficie  polare  lungo  due 
evolute  E,  E * della  curva  gobba  (Vedi  Fig.  154). 

79.  Studiamo  più  particolarmente  le  curve  gobbe  e perciò 
cominciamo  dal  considerare  le  linee  di  intersezione  di  due  su- 
perficie coniche  o cilindriche  ed  in  particolare  di  due  coni  di 
secondo  grado , i quali  più  di  frequente  si  incontrano  nelle  ap- 
plicazioni. 

Siano  dati  i coni  determinati  respettivamente  dai  vertici 
M,  M*  e dalle  direttrici  piane  L,  L*  e costruiamo  la  loro  linea 
d’ intersezione.  Ogni  piano  che  passa  per  la  retta  MM*  sega  le 
due  superficie  coniche  lungo  generatrici;  i punti  nei  quali  que- 
ste si  incontrano  sono  punti  della  linea  di  intersezione  delle 
due  superficie.  I piani  tangenti  ai  due  coni  lungo  le  due  gene- 
ratrici che  si  incontrano  in  un  punto  P della  sezione  si  segano 
secondo  una  retta,  la  quale  è la  tangente  alla  linea  di  interse- 
zione dei  due  coni  nel  punto  P.  Siano  D,  D*  le  intersezioni 
della  retta  MM*  respettivamente  coi  piani  delle  direttrici  L , L* 
delle  superficie  date  e sia  d 1*  intersezione  dei  due  piani  delle 
direttrici  stesse  ; si  immagini  uno  dei  piani  secanti  che  passano 
per  MM*,  il  quale  incontri  in  D , la  d,  allora  D,  D e Dt  D*  sa- 
ranno le  intersezioni  di  questo  piano  M M*  D,  respettivamente 
coi  piani  delle  direttrici  L,L*;  i punti  A *,B  *,.... 

nei  quali  DD , , D,  D*  respettivamente  incontrano  L ed  L*  deter- 
minano con  M,  M*  le  generatrici  dei  due  coni  che  sono  nel  piano 
secante  (Cfr.  § 56,  Es.  2).  Se  P è il  punto  di  incontro  di  due  di 
tali  generatrici  che  segano  le  respettive  direttrici  in  A,  e B*, 
le  tangenti  di  L,  L*  in  A, , B*  determinano  con  M,  M*  respetti- 
vamente i due  piani  tangenti,  la  cui  sezione  è la  tangente  in  P 
alla  curva  di  intersezione. Le  successive  tangenti  di  questa  curva 
di  intersezione  determinano  la  superficie  sviluppabile  oscula- 
trice a questa  linea  gobba. 

Se  si  assumono  come  direttrici  delle  superficie  coniche  le 
tracce  di  queste  in  uno  stesso  piano  di  proiezione , il  punto  di 
incontro  S,  (S  nella  Fig.  156)  della  retta  MM*  col  piano  delle 
tracce  è il  punto  comune  a tutte  le  tracce  in  quel  piano  dei 
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piani  ausiliari  che  segano  i due  coni,  e però  ogni  retta  che 
passa  per  5,  e sega  le  due  tracce  dei  coni  dà  nelle  intersezioni 
con  queste  le  tracce  delle  generatrici  che  determinano  i punti 
della  linea  d’ intersezione  delle  superficie. 

Se  si  tirano  nelle  tracce  delle  due  generatrici  che  si  segano 
in  P le  tangenti  alle  corrispondenti  direttrici,  queste  tangenti, 
che  sono  le  tracce  omonime  dei  piani  tangenti  ai  coni  lungo 
quelle  due  generatrici,  si  incontrano  in  un  punto  che  determina 
con  P la  tangente  alla  curva  di  intersezione  in  quel  punto. 
(Nella  Fig.  156  le  tangenti  costruite  sono  le  tangenti  t che  toc- 
cano la  curva  sezione  in  A3,  C,). 


Fig.  106. 


Mentre  la  traccia  di  un  piano  ausiliario  ruota  intorno  al 
punto  fisso  S„  le  generatrici  dei  due  coni  contenute  in  quel 
piano  si  spostano  in  modo  continuo  e con  queste  i corrispon- 
denti gruppi  di  punti  della  linea  di  intersezione.  Tenendo  una 
conveniente  notazione,  si  ha  una  norma  nell’ unire  i punii  che 
devono  formare  la  curva  di  intersezione.  I punti  della  linea  di 
intersezione  dei  due  coni  che  sono  nel  piano  secante  che  ha  per 
traccia  /»,  furono  indicati  colle  lettere  A,  B , C,...  affette  dal- 
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l’indice  I;  i punti  della  curva  ohe  sono  nel  piano  secante 
successivo  che  ha  per  traccia  h,  furono  indicati  colle  stesse  let- 
tere A,  D,  C,....  coll’indice  2,  ec.  Si  hanno  cosi  i gruppi  di 
punti  successivi  A,,  A„ ...  ; B{,  C, , C„... , ec.  (Fig.  157). 

Analogamente  si  hanno  i corrispondenti  gruppi  di  tangenti 
successive  at,  at,...  ; blt  btì...  ec.  Quando  la  traccia  di  uno  dei 
piani  ausiliari  diviene  tangente  ad  una  direttrice,  accade  la  riu- 
nione di  differenti  gruppi  di  punti  della  curva  e di  tangenti  alla 
curva  i n quegli  elementi  che  sono  comuni  ; le  tracce  delle  tangenti 
nel  piano  delle  direttrici  formano  una  curva  che  è la  traccia  in 
quel  piano  della  sviluppabile  osculatrice  della  curva  sezione. 
Le  tracce  dei  piani  ausiliari  costituiscono  un  fascio  completo 
soltanto  allora  quando  ogni  retta  condotta  per  5,  taglia  le  due 
direttrici  ; il  piano  mobile  o meglio  la  sua  traccia  ha  in  gene- 
rale due  posizioni  limiti  h,  h„  nelle  quali  essa  è tangente  ad  una 
delle  tracce  dei  coni  e sega  l’altra,  supponendo  però  che  le 
tracce  delle  superficie  coniche  siano  linee  chiuse,  ciò  che  si 
suppone  sempre  che  non  sia  esplicitamente  detto  il  contrario. 

Si  devono  poi  distinguere  due  casi  : nel  primo  le  due  po- 
sizioni limiti  h,h„  sono  entrambe  tangenti  ad  una  stessa  trac- 
cia e segano  l’altra;  nel  secondo  le  stesse  posizioni  limiti 
sono  l’una  tangente  alla  traccia  di  un  cono  e l'altra  tangente 
alla  traccia  dell’altro.  Nel  primo  caso  ha  luogo  una  vera  pene- 
trazione  dell’  un  cono  nell’altro  e la  curva  sezione  è quindi  for- 
mata di  due  linee  distinte  ; nel  secondo  caso  ha  luogo  una  la- 
cerazione, ossia  una  reciproca  penetrazione  parziale  dell’ un 
cono  nell’  altro.  La  Fig.  157  dà  un  esempio  di  penetrazione  par- 
ziale, non  se  ne  vede  peraltro  che  una  proiezione.  Tutto  ciò 
vale  tanto  per  la  proiezione  centrale  quanto  per  la  proiezione 
parallela;  tanto  per  le  superficie  cilindriche  quanto  per  le  su- 
perfìcie coniche. 

Ozservaz.  1)  Se  le  due  superficie  coniche  di  vertice  M,  Af*  hanno  coppie 
di  generatrici  parallele,  la  curva  di  intersezione  ha  dei  punti 
all’ infinito.  Per  determinare  queste  coppie  di  generatrici 
parallele  si  immagini  costruito,  col  vertice  in  .1/  del  primo 
cono,  un  altro  cono,  le  cui  generatrici  siano  parallele  alle 
generatrici  del  cono  dato  col  vertice  in  .1/*.  la1  tracce  sopra 
un  piano  qualsiasi  dei  due  coni  col  vertice  comune  in  M 
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si  segano  in  punti,  i quali  individuano  le  generatrici  del 
cono  dato  col  vertice  in  M che  sono  parallele  a genera- 
trici del  cono  di  vertice  il/*.  Le  rette  che  passano  per  S< 
e per  le  intersezioni  delle  tracce  dei  due  coni  di  vertice  M 
sono  le  tracce  di  quei  piani  ausiliari  che  contengono  i punti 
all' infinito  della  linea  di  intersezione  dei  due  coni.  La  trac- 
cia del  cono  di  vertice  Jf*  e del  cono  parallelo  col  vertice  in  M 
sono  curve  simili  e similmente  poste  rispetto  alla  inter- 
sezione della  A/Àf*  col  piano  che  si  considera.  Nella 
Fig.  157  la  traccia  del  cono  col  vertice  in  M,  parallelo  al 

Ftg.  157 


dato  col  vertice  in  Af *,  è la  curva  Si)  la  quale  non  sega  la 
traccia  S del  cono  dato  col  vertice  in  M ; se  ne  conclude 
che  la  linea  di  intersezione  dei  due  coni  in  questo  caso 
non  ha  punti  all’infinito.  Se  La  curva  ha  punti  all’infinito 
4 le  tangenti  in  questi  punti,  ossia  gli  assintoti  della  curva, 

sono  le  intersezioni  dei  piani  tangenti  ai  due  coni  lungo 
le  generatrici  parallele  che  determinano  i punti  all'inGnito 
della  curva.  I corrispondenti  piani  osculatori  si  dicono 
piani  assintotici  della  curva. 

II)  La  curva  di  intersezione  di  un  cono  e di  un  cilindro  non  ha 
rami  infiniti  se  non  nel  caso,  in  cui  vi  sia  una  generatrice 
del  cono  parallela  alla  direzione  delle  generatrici  del  ci- 
lindro. La  curva  di  intersezione  di  due  cilindri  ha  rami 

Kihdi.fr.  — Gronutria  dticrilhvu.  17 
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infiniti  nel  solo  caso,  in  cui  le  direttrici  stesse  dei  cilindri 
abbiano  rami  infiniti. 

Esercizi.  1)  Si  indichi  l’importanza  dei  piani  ausiliari  singolari,  le  cui 
tracce  passano  pei  punti  A*,  B*,...,  E,  F,  G e che 
• hanno  servito  nella  Fig.  157  a costruire  la  linea  d’inter- 
sezione dei  due  coni. 

2)  Quand’  è che  nella  cuna  di  intersezione  delle  due  superficie 

si  ha  un  ramo  parabolico? 

3)  Costruire  in  proiezione  centrale  le  coppie  di  generatrici  pa- 

rallele di  due  coni  dati. 

4)  Costruire  in  proiezione  centrale  per  mezzo  di  punti  e di  tan- 

genti la  linea  di  intersezione  di  due  superficie  coniche 
che  hanno  le  tracce  circolari,  nel  caso  in  cui  la  curva  ab- 
bia due  rami  reali  infiniti.  Basterà  per  soddisfare  a que- 
st'ultima  condizione  disporre  i cerchi  di  fuga  in  modo 
che  si  seghino  1’  un  1’  altro. 

5)  Determinare  i punti  all’ infinito  della  imagine  della  linea  di 

intersezione.  Il  numero  e la  posizione  di  questi  punti  si 
ottengono  dal  numero  e dalla  posizione  dei  punti  di  in- 
contro della  curva  col  piano  anteriore,  dei  punti  cioè  che 
sono  comuni  alle  tracce  delle  superficie  coniche  nel  piano 
anteriore.  Nel  caso  in  cui  le  tracce  siano  circolari,  questi 
punti  non  possono  essere  più  di  due. 

6)  Costruire  in  un  punto  Pdella  linea  di  intersezione  di  due  super- 

ficie coniche  il  corrispondente  piano  osculatore  (§63,  Es.7). 

7)  Un  piano  osculatore  della  linea  di  intersezione  di  due  coni 

può  essere  interamente  all’infinito;  quali  sono  le  condi- 
zioni perchè  ciò  avvenga? 

8)  Col  mezzo  della  collineazione  centrale  (§  41,  Es.  3)  ogni 

cono  può  essere  trasformato  in  modo  che  uno  determi- 
nato de’  suoi  piani  tangenti  sia  all’  infinito  ; due  superfi- 
cie coniche  di  secondo  grado  si  possono  trasformare  in 
due  superficie  cilindriche  di  secondo  grado  ed  in  partico- 
lare in  modo  che  una  di  esse  sia  un  cilindro  parabolico. 
Si  spieghino  le  particolarità  della  costruzione  della  linea 
di  intersezione  di  due  cilindri  di  secondo  grado,  (Je’  quali 
uno  è parabolico. 

9)  Si  indichino  le  singolarità  che  presentano  quei  piani  ausiliari 

che  passano  pel  centro  di  proiezione  nella  costruzione 
dei  punti  e delle  tangenti  della  linea  sezione;  e ciò  in 
ambedue  i metodi  di  proiezione. 

80.  Se  le  direttrici  dei  coni  dati  sono  curve  algebriche  e re- 
spettivamente  dell’  ordine  m,  m*,  anche  i coni  sono  dello  stesso 
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ordine  (§  G5);  un  piano  ausiliario  del  fascio  che  ha  per  asse  la 
retta  M M*  sega  quindi  i due  coni  respettivamente  in  in,  m* 
generatrici , comprendendo  in  questi  numeri  però  anche  le  so- 
luzioni immaginarie.  In  ognuno  di  questi  piani  si  trovano 
dunque  mm*  punti  della  linea  di  intersezione,  cioè  questa  curva 
è segata  da  un  piano  del  fascio  ausiliario  in  mm*  punti.  Anche  un 
piano  qualunque  che  non  sia  del  fascio  sega  la  curva  di  interse- 
zione in  min*  punti,  perchè  le  intersezioni  di  questo  piano  con 
ciascuno  dei  coni  sono  curve  dell'ordine  m,  m*  respettiva- 
mente, le  quali  hanno  in  comune  min*  punti  (reali  od  im- 
maginari), che  corrispondono  alle  mm*  soluzioni  comuni  in 
coordinate  di  punti  delle  due  equazioni  di  grado  m ed  m*  che 
rappresentano  quelle  curve  (§  137).  Il -prodotto  mm*  dicesi  l’or- 
dine della  curva  gobba,  secondo  la  quale  si  intersecano  i due  coni. 

In  generale,  riferendosi  alle  corrispondenti  espressioni  al- 
gebriche, si  hanno  i teoremi:  Due  superficie  respettivamente 
dell’ordine  rnt,  m,  hanno  in  comune  una  curva  dell’ordine 
m,mr  Le  superficie  respettivamente  dell’ordine  mt,m,,  «i,  si 
segano  in  mt  mtm,  punti  ; una  curva  dell'  ordine  m,  m,  è segata 
da  una  superficie  dell’ordine  »is in  mt m,mt  punti.  Se  una  curva 
dell’ordine  w,  è nello  stesso  piano  di  un’altra  curva  dell’or- 
dine mt  ed  ha  con  questa  più  di  mtm%  punti  in  comune,  se  in, 
è <Cm„  la  prima  curva  coincide  con  una  parte  della  seconda. 
Se  una  curva  gobba  dell’ordine  ml  ha  in  comune  con  una  su- 
perficie dell’ordine  mt  più  di  mimì  punti,  la  curva  giace  to- 
talmente sulla  superficie,  ec.  (§  143). 

Noi  ora  e più  tardi  faremo  uso  di  questi  teoremi  e dei  loro 
correlativi  dedotti  colla  legge  di  dualità. 

La  curva  di  intersezione  di  due  superficie  coniche  di  se- 
condo grado  è quindi  una  curva  gobba  del  quarto  ordine.  Come 
tale  questa  curva  può  avere  quattro  punti  all'infinito,  quindi 
quattro  rami  infiniti  e quattro  assintoti.  Affinchè  ciò  si  verifi- 
chi , se  i due  coni  sono  rappresentati  in  proiezione  parallela , 
occorre  che  la  traccia  dell’  un  cono  seghi  in  quattro  punti  la 
traccia  omologa  dell’altro  cono,  supposto  però  quest’ultimo 
trasportato  parallelamente  a se  stesso,  finché  il  suo  vertice 
coincida  col  vertice  del  primo  cono.  Se  invece  i coni  sono  rap- 
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presentati  in  proiezione  centrale,  occorre  che  le  due  linee  di 
fuga  si  seghino  in  quattro  punti.  t 

Osservai.  1)  Rispetto  ai  rami  infiniti  ed  agli  assintoli  della  curva  gobba 
di  quarto  ordine  che  risulta  dall’intersezione  di  due  coni 
di  secondo  grado  sono  possibili  i seguenti  casi  : 

a)  Se  le  anzidette  curve  di  secondo  ordine  (le  linee  di 
fuga  cioè  dei  due  coni  o le  tracce  in  uno  stesso  piano  di 
proiezione)  si  segano  in  quattro  punti  reali  e distinti,  la 
curva  di  intersezione  ha  quattro  rami  infiniti  con  assin- 
toti  reali. 

b)  Se  queste  curve  si  segano  in  due  punti  reali,  la 
linea  di  intersezione  ha  soltanto  due  rami  infiniti  coi  cor- 
rispondenti assintoti.  * 

c)  Se  queste  curve  non  si  segano  in  punti  reali , la 
curva  di  intersezione  non  ha  rami  infiniti,  essa  è chiusa 
ed  è tutta  a distanza  finita. 

Come  casi  limiti  possono  presentarsi  i seguenti  : 

d ) le  anzidette  curve  di  secondo  grado  si  segano  in 
due  punti  reali  e distinti  ed  in  uno  si  toccano  ; 

e)  si  toccano  soltanto  in  un  punto  ; 

f)  si  toccano  in  due  punti.  Nel  primo  di  questi 
casi  limiti  la  curva  di  intersezione  ha  duo  assintoti  or- 
dinari ed  un  assintoto  all’  infinito,  al  quale  corrisponde 
un  ramo  parabolico  di  curva  ; nel  secondo  caso  non  ha 
che  un  ramo  parabolico,  e nel  terzo  ha  due  rami  para- 
bolici. 

Finalmente,  <j)  le  due  curve  si  possono  toccare  con 
un  contatto  di  secondo  ordine  (tre  punti  coincidenti)  e 
segarsi  in  un  altro'punto;  in  questo  caso  la  curva  di  in- 
tersezione ha  un  assintoto  ordinario  ed  un  piano  oscula- 
tore all’  infinito  ; 

oppure  h)  possono  toccarsi  con  un  contatto  di  terzo  or- 
dine (quattro  punti  coincidenti),  come  una  sezione  conica 
ed  il  cerchio  di  curvatura  in  un  vertice  ; in  questo  caso  la 
linea  di  intersezione  ha  un  piano  stazionario  osculatore 
nel  piano  all’  infinito  (§  63). 

Il)  La  retta  è 1’  unica  linea  di  primo  ordine,  perchè  due  de’ suoi 
punti  ed  un  punto  fuori  di  essa  determinano  un  piano 
che  la  contiene  interamente. 

Ili)  La  conica  è 1’  unica  curva  di  secondo  ordine,  cioè  una  curva 
del  secondo  ordine  non  può  essere  gobba,  perchè  tre  dei 
suoi  punti  determinano  un  piano  che  la  contiene  intera- 
mente. 
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IV)  Una  curva  del  terzo  ordine  è o piana,  oppure  è gobba;  essa  è 
allora  una  parte  della  intersezione  di  due  superficie.  Si 
può  ottenere  una  linea  del  terzo  ordine  gobba,  conside- 
rando per  es.  l’ intersezione  di  due  coni  di  secondo  grado 
che  hanno  una  generatrice  in  comune  (Cfr.  § 81). 
Esercizi.  1)  Poiché  ogni  cono  di  àecondo  grado  può  essere  segato  secondo 
un  cerchio  (Cfr.  § 95),  cosi,  mediante  l’ipotesi  di  una 
conveniente  trasformazione,  si  può  ammettere,  senza  le- 
dere la  generalità,  che  uno  dei  due  coni,  dei  quali  si  cerca 
la  curva  di  intersezione,  abbia  una  traccia  circolare.  Ciò 
posto,  si  dispongano  le  tracce  di  due  coni  di  secondo 
grado  iti  un  piano,  nel  quale  uno  di  questi  ha  per  trac- 
cia un  circolo,  in  modo  che  la  curva  di  intersezione  da 
costruirsi  presenti  uno  dei  casi  sopra  indicati  nell’  Oss.  I, 
da  a)  ad  h). 

2)  Nella  stessa  ipotesi  si  dispongano  le  tracce  di  due  coni  in 

modo  che  il  loro  piano  sia  un  piano  osculatore  per  la 
curva  di  intersezione  in  un  punto  dato. 

3)  Parimente  si  dispongano  le  tracce  dei  due  coni  in  modo  che 

il  loro  piano  sia  quello  di  due  tangenti  in  punti  dati  della 
curva  di  intersezione,  cioè  sia  un  piano  bitangente  alla 
curva. 

4)  Parimenti  si  dispongano  le  tracce  in  modo  che  il  loro  piano 

sia  un  piano  stazionario  della  curva  di  intersezione  in  un 
punto  dato. 

5)  Se  col  mezzo  della  collineazione  centrale  un  punto  della 

curva  gobba  va  all’  infinito,  il  suo  piano-osculatore  diviene 
un  piano  assintotico  della  curva  ; come  si  distingue  il  caso 
dei  piani  assintotici  stazionari  dal  caso  degli  ordinari  piani 
assintotici  ? (Cfr.  § 65,  Es.  4). 

6)  Si  dimostri  che  una  curva  gobba  col  mezzo  della  collineazione 

centrale  può  sempre  essere  trasformala  in  modo  che  un 
suo  determinato  piano  osculatore  sia  all’ infinito. 

81.  Diamo  ora  un  maggiore  sviluppo  a ciò  che  si  è detto 
nel  § 79.  Se  tra  i piani  del  fascio  di  asse  M M*  havvene  uno,  il 
quale  tocca  entrambe  le  superficie  coniche,  questo  piano  for- 
nisce un  punto  della  curva  di  intersezione,  nel  quale  si  se- 
gano due  rami  della  stessa,  esso  dà  cioè  un  punto  doppio  della 
curva  gobba,  nel  quale,  per  quanto  si  disse  al  § 79,  vengono  a 
coincidere  due  coppie  di  gruppi  A,B  ; C,  D e le  due  superficie 
coniche  vengono  in  quel  punto  a toccarsi.  Nel  caso  in  cui  le 
superficie  coniche  sono  di  secondo  grado,  il  numero  dei  punti 
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doppi  che  si  trova  in  un  piano  tangente  comune  ai  due  coni 
non  può  essere  che  uno.  Al  punto  doppio  corrispondono  due 
tangenti  della  curva  di  intersezione , le  quali  sono  nel  detto 
piano  ausiliario  tangente  e si  trovano  considerando  la  superficie 
tangente  alla  curva.  Le  tracce  di  queste  tangenti  sono  le  inter- 
sezioni della  traccia  omonima  del  piano  ausiliario  anzidetto  coi 
due  rami  della  traccia  della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva. 

La  Fig.  158  mostra  la  curva  di  intersezione  di  due  cilindri 
di  secondo  grado,  pei  quali  il  piano  che  ha  per  traccia  orizzontale 
è un  piano  tangente  comune.  La  curva  ha  quindi  un  punto 

Fig.  158. 


doppio  in  D.  La  Figura  mostra  la  costruzione  di  una  tangente  lt 
nel  punto  doppio  e di  una  tangente  l in  un  punto  qualunque 
P della  curva  di  intersezione. 

Ogni  piano  ausiliario,  che  abbia  queste  proprietà,  fornisce 
un  punto  doppio  della  curva  di  intersezione.  Le  superficie  co- 
niche di  secondo  ordine  non  possono  avere  evidentemente  che  due 
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soli  piani  tangenti  comuni , poiché  altrimenti  per  un  punto  di 
un  piano  (traccia  della  retta  MM*)  si  potrebbero  condurre  più 
di  due  rette  tangenti  comuni  a due  coniche  (tracce  dei  due 
coni);  le  tracce  di  questi  piani  sono  le  tangenti  comuni  alle 
tracce  dei  due  coni,  e queste  tangenti  hanno  una  tale  posizione, 
che  ogni  retta  condotta  per  la  loro  intersezione  in  modo  da  se- 
gare la  traccia  di  un  cono  sega  anche  la  traccia  dell’  altro. 

Una  curva  del  quarto  ordine  non  può  avere  tre  punti  doppi 
senza  giacere  per  intero  nel  piano  di  questi  ; infatti  la  curva 
ha  in  tal  caso  in  comune  col  detto  piano  sei  punti,  per  cui  anche 
tutti  gli  altri  suoi  punti  devono  trovarsi  nello  stesso  piano 
(§  80).  Da  una  osservazione  analoga  pel  caso  della  curva  di 
intersezione  del  quarto  ordine  con  due  punti  doppi , segue 
che  un  piano  che  passa  per  i due  punti  doppi,  avendo  riuniti 
in  questi  due  punti  doppi  quattro  punti  d’intersezione  colla 
curva,  se  contiene  un  altro  punto  della  curva  stessa  conterrà 
infiniti  altri  punti  della  curva;  cioè:  La  curva  di  intersezione 
è allora  composta  di  due  sezioni  coniche,  le  quali  si  segano  in 
due  punti  che  sono  i punti  doppi  della  curva  sezione.  In  questo 
caso  la  traccia  della  sviluppabile  osculatrice  alla  linea  di  in- 
tersezione in  uno  dei  piani  di  proiezione  coincide  colle  due 
rette  tracce  omonime  dei  piani  delle  due  sezioni  coniche  che 
costituiscono  la  curva  di  intersezione. 

Se  la  retta  MM*  che  passa  pei  vertici  dei  due  coni  dati  di 
seconda  classe  è una  loro  generatrice  comune,  devonsi  distin- 
guere i due  casi,  nei  quali  quei  coni  hanno  o no  lungo  quella  ge- 
neratrice un  piano  tangente  comune.  Nel  primo  caso,  la  retta 
MM*  si  deve  considerare  come  l’ unione  di  due  generatrici 
comuni  dei  due  coni  infinitamente  vicine,  ed  allora  il  resto  della 
intersezione  dei  due  coni  non  può  essere  che  una  curva  di  se- 
condo ordine,  ossia  una  conica.  Ogni  piano  del  fascio  ausiliario 
che  ha  per  asse  la  retta  MM*  sega,  all’infuori  di  MM*,  ciascuno 
dei  coni  lungo  una  generatrice,  e determina  cosi  un  punto 
della  linea  di  intersezione.  I piani  tangenti  lungo  queste  altre 
generatrici  si  segano  nella  tangente  corrispondente  a quel 
punto.  Nel  secondo  caso,  in  cui  la  MM*  non  è che  una  ge- 
neratrice semplice  comune  ai  due  coni,  il  resto  della  curva 
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cercata,  la  quale  non  può  essere  piana , poiché  se  lo  fosse  essa 
potrebbe  considerarsi  come  parte  della  direttrice  del  primo  e 
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di  intersezione  sarà  una  curva  di  terzo  ordine  o cubica  ; ogni 
piano  che  passa  per  MM*  sega  ciascuno  dei  coni  lungo  una 
generatrice,  e queste  si  incontrano  in  un  punto  della  curva 


Fig.  ISO. 
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di  quella  del  secondo  cono,  e questi  dovrebbero  quindi  essere  di 
ordine  superiore  al  secondo;  questa  sezione,  essendo  quindi 
gobba,  si  dirà  cubica  gobba.  I piani  tangenti  lungo  queste  coppie 
di  generatrici  dei  due  coni  situate  in  piani  del  fascio  MM*  si 
segano  nelle  tangenti  ai  punti  della  curva  di  intersezione. 

Se  si  suppongono  determinati  (§  79,  Oss.  I)  i rami  infiniti 
e gli  assintoti  della  curva  di  terzo  ordine,  nella  quale  si  segano 
due  coni  di  secondo  grado  che  hanno  in  comune  una  genera- 
trice, si  trova  (Cfr.  § 80,  Oss.  I)  che  questa  curva: 

a)  deve  sempre  avere  un  ramo  infinito  ed  un  assintoto. 
Infatti  le  due  sezioni  coniche  tracce  del  primo  cono  e del  cono 
parallelo  al  secondo  col  vertice  in  M*  hanno  in  comune  un  punto, 
per  cui  si  segano  sempre  almeno  in  un  altro,  quindi  due  coni 
che  hanno  una  generatrice  comune  hanno  almeno  due  genera- 
trici parallele;  se  le  due  coniche  hanno  in  comune  tre  punti, 
e quindi  si  segano  in  un  quarto,  allora  la  cubica  gobba 

b ) ha  tre  rami  infiniti  e tre  assintoti.  Nel  caso  a)  la 
curva  di  terzo  ordine  chiamasi  ellisse  cubica,  nel  caso  b)  iper- 
bole cubica.  La  Fig.  139  rappresenta  una  ellisse  cubica  in  pro- 
iezione ortogonale  ; M,  S,  e M*,  S * sono  i due  coni  dati , MD  è 
la  generatrice  comune  ; a è l’ assintoto  della  curva  costruito 
mediante  il  cono  parallelo  M*,  S,,*.  Questa  ellisse  cubica  sulla 
superficie  è determinata  per  punti  e per  tangenti  e le  prime 
due  proiezioni  sono  indicate  coi  numeri  successivi  dall’  1 al  18, 
mentre  nella  prima  proiezione  cogli  stessi  numeri  è indicata 
la  traccia  D della  sviluppabile  di  quella  curva.  Pei  punti  3, 
6,  10  la  relativa  costruzione  è eseguita  completamente. 

Se  le  coniche  tracce  dei  due  coni  si  toccano  semplicemente 
in  un  punto  e si  tagliano  in  due  altri  punti,  la  curva  di  inter- 
sezione 

c)  ha  un  ramo  infinito  con  un  ordinario  assintoto  ed 
un  ramo  infinito  con  un  assintoto  all' infinito,  ossia  un  ramo 
parabolico;  questa  curva  di  terzo  ordine  dicesi  parabola  cubica 
iperbolica.  Se  finalmente  le  due  coniche  che  si  segano  nel  punto 
D sono  tra  loro  osculatrici  in  un  altro  punto,  a questo  corri- 
sponderà un  punto  della  curva  di  intersezione  dei  due  coni  che  ha 

d)  il  piano  osculatore  all’  infinito,  eia  curva  dicesi  in  tal 
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caso  parabola  cubica.  La  Fig.  160  rappresenta  in  proiezione  cen- 
trale una  parabola  cubica.  I coni  di  vertice  M,  M*,  che  hanno 
in  comune  la  generatrice  SD  ( D denota  il  punto  di  fuga,  5 la 

Fig.  160. 


traccia  di  questa  generatrice),  hanno  per  linea  di  fuga  respetti- 
vamente  l’ellisse  Q*'  ed  il  cerchio  di  curvatura  Q'  dell’ellisse 
nel  punto  U',  il  quale  passa  per  D.  Non  è disegnata  che  la  trac- 
cia S dell'  un  cono;  l’ellisse  S*,  che  sarebbe  la  traccia  dell’  al- 
tro, è simile  e similmente  posta  rispetto  a Q*’  e passa  pei  punti 
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S e La  curva  è disegnata  per  punti  e per  tangenti  e la  sua 
sviluppabile  è rappresentata  mediante  la  linea  di  fuga  Q'd  ed 
un  segmento  della  traccia,  che  è la  curva  Sd.  I punti  della 
curva  sono  numerati,  andando  dal  quadro  verso  il  piano  ante- 
riore coi  numeri  l',2',...  sino  ai  punti  10',  11',  12',  che  sono 
davanti  a questo  pianori  punti  di  fuga  delle  corrispondenti  tan- 
genti sono  indicati  cogli  stessi  numeri  senza  accento  e le  tracce 
con  quei  numeri  con  un  indice  d.  Le  tangenti  di  S,,  e quelle  nei 
corrispondenti  punti  di  Q'd  sono  parallele  come  tracce  e linee 
di  fuga  dei  relativi  piani  tangenti  della  sviluppabile. 

La  linea  di  fuga  è una  conica,  la  quale  tocca  Q’  e Q*'  re- 
spettivamente  in  M ed  M*  (Cfr.  § 8'*,  Oss.  VII).  La  traccia 
tocca  in  Md  il  cerchio  S e toccherebbe  in  Md*  1'  ellisse  S*  ; in 
Se  trovasi  il  suo  punto  di  regresso.  . 

Osservaz.  I)  In  un  punto  doppio  della  curva  di  intersezione  di  due  cilin- 
dri o di  due  coni  le  due  superlicie  hanno  lo  stesso  piano 
tangente,  in  quel  punto  cioè  sono  tangenti  fra  loro.  Que- 
sta proprietà  non  è speciale  per  queste  superlicie,  ma  vale 
per  due  superficie  qualunque  (Cfr.  § 87). 

11)  Se  due  coniche  K,  K"  si  toccano  in  un  punto  S , e se  per 
questo  punto  si  fa  passare  una  retta,  la  quale  seghi  di 
nuovo  le  due  coniche  ciascuna  in  un  punto,  le  coppie  di 
tangenti  nei  punti  nei  quali  la  retta  in  ogni  sua  posizione 
sega  le  coniche  si  incontrano  in  una  retta  s,  la  quale  è la 
corda  comune  alle  due  coniche  che  non  passa  per  S e 
che  può  essere  reale  od  immaginaria. 

Se  si  tissano  due  punti  M,  M*  in  una  retta  qualunque  che 
passi  per  S (non  situata  nel  piano  delle  coniche)  e si  ti- 
rano da  questi  punti  respettivamente  le  rette  che  vanno 
ai  punti  delle  coniche  K,  K*,  le  coppie  di  queste  rette  che 
passano  per  i punti  delle  due  coniche  determinati  dalle 
successive  posizioni  della  retta  mobile  attorno  ad  S si  in- 
contrano in  punti  di  una  conica.  Infatti  K,  À'*  sono  allora 
le  tracce  omonime  di  due  superficie  coniche  di  secondo 
grado,  i cui  vertici  sono  M,  M*  e che  si  toccano  lungo  la 
generatrice  UM * S. 

Ili)  Due  proiezioni  di  un  punto  di  una  curva  gobba,  una  delle 
proiezioni  dell’  intera  curva  c la  traccia  omonima  della 
sviluppabile  osculatrice  alla  curva  bastano  per  la  deter- 
minazione della  curva  e della  sua  sviluppabile. 

IV)  Non  è possibile  che  in  una  curva  gobba  di  terzo  ordine  vi 
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siano  due  tangenti  non  successive,  le  quali  si  seghino.  In- 
fatti, se  ciò  avvenisse  nel.  piano  di  quelle  tangenti,  vi  sa- 
rebbero quattro  punti  della  cubica.  La  superficie  svilup- 
pabile della  curva  gobba  di  terzo  ordine  non  ha  quindi 
curve  doppie. 

V)  Per  la  stessa  ragione  una  curva  di  terzo  ordine  non  può 
avere  un  piano  stazionario. 

Esercizi.  1)  Si  dispongano  le  tracce  di  un  cono  circolare  obliquo  e di  un 
cilindro  ellittico  in  modo  che  la  loro  curva  di  interse- 
zione abbia  un  punto  doppio  in  una  generafrice  determi- 
nata del  cono. 

2)  Si  dispongano  le  linee  di  fuga  ed  i vertici  di  due  coni  di  se- 

condo grado  per  modo  che  la  loro  linea  di  intersezione 
risulti  formata  da  due  iperbole  con  due  assintoti  pa- 
ralleli. 

3)  Si  dispongano  gli  stessi  elementi,  che  si  riferiscono  a due  ci- 

lindri di  secondo  grado , in  modo  che  due  rette  date  si- 
tuate in  uno  stesso  piano  tocchino  la  curva  di  interse- 
zione dei  due  cilindri  in  punti  dati. 

4)  Si  costruisca  una  curva  di  terzo  ordine  gobba  che  passi  per 

sei  punti  dati  P<,  dei  quali  quattro  qualunque  non  si 
trovano  in  uno  stesso  piano.  Si  prendano  perciò  due  di 
quei  punti  come  vertici  A/,  A/*  di  due  superficie  coniche 
di  secondo  grado,  le  quali  sono  respettivamente  determi- 
nate dalle  cinque  generatrici  A/A/*,  A/P,,  A/P, , A/P,, 
* A/P„  e APAf,  M*Pt , A/*  P, , A/*  P3,  M‘  Pt , l’intersezione 
di  questi  due  coni  sarà  la  cubica  cercata.  Si  costruiscano 
le  tracce  di  queste  generatrici  in  uno  stesso  piano , per 
cs.  in  quello  dei  punti  P, , P,,  P3;  questo  tracce  determi- 
nano due  coniche  aventi  un  punto  comune  nella  interse- 
zione di  A/Af*  col  piano;  queste  coniche  cosi  determinate 
si  possono  costruire  linearmente  come  al  § 27 , Es.  1,  6. 

Se  per  la  traccia  di  A/Af*  si  tirano  delle  secanti  alle  due  coni- 
che e si  uniscono  i punti  di  intersezione  coi  vertici  M,  M* 
dei  coni  corrispondenti , queste  rette  si  incontrano  in 
punti  della  curva  cercata.  Le  tracce  delle  tangenti  a questa 
curva  si  ottengono,  costruendo  i punti  di  intersezione  delle 
tangenti  alle  coniche  nei  punti  in  cui  queste  sono  incontrate 
da  uno  stesso  raggio  che  passa  per  la  traccia  di  A/A/*.  Ot- 
tenute le  tracce  è facile  avere  le  tangenti  stesse.  Le  suc- 
cessive tracce  di  queste  tangenti  formano  la  traccia  della 
sviluppabile  osculatrice  alla  curva;  la  tangente  alla  curva 
gobba  in  un  punto  P e la  tangente  alla  traccia  della  su- 
perficie sviluppabile  nel  punto  in  cui  la  prima  tangente 
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incontra  il  piano  clic  si  considera,  determinano  il  piano 
osculatore  alla  curva  in  P. 

5)  Costruire  una  curva  gobba  di  terzo  ordine  in  modo  che  la 

sua  prima  proiezione  in  un  punto  dato  sia  osculata  da  una 
retta  e la  prima  traccia  di  uno  dei  coni  sia  circolare. 

6)  Un  cono  ed  un  cilindro  di  secondo  grado,  che  hanno  una  ge- 

neratrice in  comune,  non  possono  avere  per  curva  di  in- 
tersezione che  una  ellisse  cubica  ; si  faccia  in  modo  che 
il  suo  assintoto  passi  per  un  punto  dato. 

7)  Costruire  un’  iperbole  cubica  quando  son  date  : le  direzioni 

degli  assinloti,  i vertici  dei  due  coni  di  secondo  grado  che 
generano  colla  loro  intersezione  la  curva,  ed  un  punto  di 
questa  posto  per  es.  in  un  piano  di  proiezione. 

8)  Si  esamini  se  esiste  e se  è determinata  una  parabola  cu- 

bica, quando  è dato  un  cono  di  secondo  grado  che  la 
contiene,  e di  più,  o il  vertice  di  un  secondo  cono  che 
la  contiene,  oppure  la  generatrice  del  primo  cono  sulla 
quale  trovasi  il  punto  all’  infinito  della  curva. 

9)  Se  si  prendono  differenti  coppie  di  coni  del  secondo  ordine 

che  abbiano  le  stesse  tracce  omonime  e le  stesse  proie- 
zioni omonime  pei  vertici  e di  più  la  traccia  omonima 
della  congiungente  i vertici  sia  la  stessa  per  tutte  le  cop- 
pie di  coni,  le  differenti  intersezioni  hanno  la  medesima 
proiezione  su  quel  piano , e le  tracce  omonime  delle  dif- 
ferenti sviluppabili  osculatrici  coincidono  poiché  tanto 
• queste  quanto  quelle  si  determinano  senza  il  soccorso 

dell’  altra  proiezione  dei  vertici. 

10)  Come  si  enuncia  il  Teorema  analogo  al  precedente  nella  pro- 
iezione centrale? 

82.  Risulta  dalle  cose  premesse  che  la  costruzione  di  una 
curva  gobba  si  eseguisce  mediante  l’insieme  di  due  specie 
diverse  di  curve  piane:  le  une  sono  le  proiezioni  stesse  della 
curva  gobba,  le  altre  sono  sezioni  piane  della  corrispondente 
superficie  sviluppabile,  ed  in  particolare  sono  le  tracce  della 
stessa  superficie  sui  piani  di  proiezione. 

Le  singolarità  di  forma  e posizione  delle  curve  gobbe  de- 
vono determinare  delle  singolarità  nelle  curve  piane  che  ser- 
vono alla  loro  determinazione,  e da  queste  singolarità  si  rico- 
nosceranno le  prime. 

Uno  studio  più  completo  dei  rapporti  esistenti  tra  le  curve 
gobbe  e le  loro  immagini  piane  ottenute  sia  col  mezzo  della 
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proiezione  centrale,  sia  colla  proiezione  parallela,  e tra  le  curve 
stesse  e le  sezioni  piane  delle  loro  superficie  sviluppabili  darà 
le  regole  per  determinare  le  proprietà  delle  curve  gobbe. 

Il  centro  di  proiezione  ed  il  quadro  siano  scelti  arbitraria- 
mente e si  supponga  solo  che  il  primo  non  si  trovi  nè  sulla 
curva  nè  in  una  tangente , ed  il  secondo  non  passi  per  una 
tangente,  nè  sia  un  piano  osculatore  della  curva.  Si  ritenga 
inoltre,  onde  meglio  precisare  le  nostre  conclusioni,  che  l’imma- 
gine  della  curva  che  si  considera  e la  traccia  della  sviluppabile 
osculatrice  siano  curve  algebriche,  cioè  siano  di  un  ordine  e di 
una  classe  determinate.  Il  metodo  che  ora  esporremo  vale  pe- 
raltro anche  se  quelle  curve  non  sono  algebriche,  e se  quelle 
curve  non  si  hanno  che  disegnate  senza  conoscerne  la  natura 
matematica. 

Ciò  premesso,  determiniamo  la  relazione  che  esiste  tra 
le  curve  gobbe  e le  loro  immagini  piane,  cioè  (§  64)  tra  le 
curve  e le  superficie  coniche  che  le  proiettano  da  un  punto  qua- 
lunque dello  spazio. 

Le  generatrici  di  uno  di  questi  coni  sono  i raggi  che  pro- 
iettano i punti  della  curva  ; i piani  tangenti  al  cono  sono  i piani 
che  proiettano  le  tangenti  alla  curva  ; le  immagini  dei  punti 
della  curva,  od  i punti  dell’immagine  della  curva,  sono  le  tracce 
delle  generatrici  del  cono  nel  piano  di  proiezione  ; le  immagini 
delle  tangenti  alla  curva,  ossia  le  tangenti  dell’ immagine  della 
curva,  sono  le  tracce  omonime  dei  piani  tangenti  al  cono 
(Cfr.  Fig  161). 

Il  cono  proiettante  e con  esso  l’immagine  piana  della  curva 
siano  dell’ordine  m e della  classe  n,  con  d generatrici  doppie 
e punti  doppi  respettivamente , con  t piani  tangenti  doppi  e 
tangenti  doppie,  con  k generatrici  di  regresso  e punti  di  re- 
gresso, con  » piani  tangenti  di  inflessione  e tangenti  di  inflessione. 

a)  Le  m intersezioni  dell’immagine  della  curva  data  con 
una  retta  g'  del  quadro  sono  le  immagini  di  quei  punti  della  cur- 
va, i quali  sono  contenuti  nel  piano  che  proietta  quella  retta,  in 
un  piano  cioè  che  passa  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  (cen- 
tro di  proiezione)  e per  una  retta  qualunque  del  quadro,  quindi 
in  un  piano  qualunque  dello  spazio;  ossia  l’ordine  m'  dell’  im- 
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niagine  di  una  curva  gobba  è uguale  all’ordine  tn  di  que- 
sta curva  stessa,  quando  questo  ordine  si  definisce  come  il 

Kig.  161. 


numero  dei  punti  che  la  curva  gobba  può  avere  in  comune  con 
un  piano. 

b)  Le  ri  tangenti  dell'immagine,  che  passano  per  un 
punto  P'del  quadro,  sono  le  immagini  di  ri  tangenti  della  curva 
gobba,  i cui  piani  proiettanti  contengono  la  retta  proiettante  di 
quel  punto;  quindi  tali  tangenti  alla  curva  gobba  segano  que- 
st’ ultima  retta,  cioè  una  retta  qualunque  dello  spazio,  poiché 
è la  congiungente  di  due  punti  arbitrari  dello  spazio.  La  classe  ri 
dell’  immagine  di  una  curva  gobba  coincide  col  rango  r della 
curva  stessa  e della  sua  superficie  sviluppabile  ; questo  rango  si 
definisce  come  il  numero  delle  tangenti  alla  curva  o delle  gene- 
ratrici della  superficie  sviluppabile  che  segano  una  retta  qua- 
lunque, o come  il  numero  dei  punti  di  intersezione  di  questa 
retta  colla  superficie  sviluppabile.  Il  rango  di  una  curva  gobba 
è talvolta  detto  anche  la  classe  della  curva,  ma  il  rango  di  una 
sviluppabile  differisce  essenzialmente  dalla  sua  classe.  Il  rango 
di  una  sviluppabile  ne  è anche  l’ordine. 
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c)  I d'  punti  doppi  D’  dell’  immagine  sono  le  tracce  delle 
rette  proiettanti , le  quali  incontrano  la  curva  gobba  in  due 
punti  distinti  e non  successivi  ; cioè  il  numero  d'  dei  punti 
doppi  dell’immagine  di  una  curva  gobba  coincide  col  numero 
h di  quelle  rette,  le  quali  possono  essere  condotte  da  un  punto 
qualunque  dello  spazio  in  modo  da  incontrare  due  volte  la 
curva.  Le  due  tangenti  i , t*'  dell' immagine  in  un  punto  doppio 
sono  le  immagini  di  quelle  due  tangenti  della  curva  gobba,  le 
quali  hanno  il  loro  punto  di  contatto  sulla  retta  che  proietta  il 
punto  doppio  che  si  considera. 

d ) Le  l'  tangenti  doppie  <„*’  dell’  immagine  sono  le  tracce 
di  quei  piani  proiettanti,  i quali  contengono  due  tangenti  non 
successive  della  curva  gobba,  ed  i due  punti  di  contatto  di 
una  di  queste  tangenti  doppie  sorto  le  immagini  dei  punti  di 
contatto  delle  corrispondenti  due  tangenti  alla  curva  gobba. 
Il  numero  l'  delle  tangenti  doppie  dell'  immagine  è quindi 
uguale  al  numero  y dei  piani,  i quali  si  possono  condurre  per 
un  punto  qualunque  dello  spazio  in  modo  che  contengano  due 
tangenti  alla  curva  gobba,  che  la  tocchino  cioè  doppiamente. 

e)  I k'  punti  di  regresso  S'  dell’immagine  sono  le  im- 
magini di  un  egual  numero  di  punti  singolari  della  curva 
gobba,  cioè  di  punti  nei  quali  ha  luogo  una  sosta  ed  un  ritorno 
nel  movimento  del  punto  che  genera  la  curva;  di  punti  doppi, 
cioè,  il  cui  nodo  è infinitamente  piccolo  ed  ove  si  ha  una  tangente 
unica  (Cfr.  § 63).  Il  numero  k'  dei  punti  di  regresso  dell’  im- 
magine è quindi  eguale  al  numero  /3  dei  punti  stazionari  della 
curva  gobba. 

f)  Ognuna  delle  i'  tangenti  di  inflessione  dell’immagine 
è l’ immagine  di  due  successive  tangenti  della  curva,  le  quali 
si  trovano  nello  stesso  piano  proiettante,  ossia  è la  traccia  di 
un  piano  proiettante,  il  quale  è nello  stesso  tempo  un  piano 
osculatore  della  curva.  Infatti  la  tangente  stazionaria  con- 
tiene tre  punti  contigui  1’,  2’,  3'  dell’immagine,  quindi  il  suo 
piano  proiettante  conterrà  i tre  punti  contigui  1 , 2,  3 della 
curva  gobba  corrispondenti  ai  primi.  Il  numero  »'  delle  tan- 
genti di  inflessione  dell’  immagine  coincide  col  numero  n dei 
piani  osculatori  della  curva  gobba,  che  passano  per  un  punto 
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qualunque.  Questo  numero  si  può  considerare  come  la  classe 
della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  gobba. 

*) 1 Le  relazioni  della  nota  al  § 62  forniscono  per  le  ca- 
ratteristiche delle  curve  algebriche  le  equazioni  seguenti  : 

r = m(in  — 1)  — 2/i  — 3/3 , m = r(r  — t)  — 2 y — 3 n, 
n — 1 3 = 3 (r  — in)  ; 

e per  il  genere 


{in  — l)(»i  — 2) 


— (/<  -+-  J3)  ■ 


(r-l)(r_2) 


■(y-+-r.). 


Si  hanno  quindi  tre  relazioni  distinte  tra  le  sei  quantità 
m,  n,  r , fi,  h,y,  poiché  l’ultima  equazione  è conseguenza  delle 
altre;  e per  il  passaggio  ad  una  nuova  curva  gobba,  la  quale 
sia  riferita  alla  data  in  modo  che  ad  ogni  punto,  tangente  e 
piano  osculatore  dell’ una  corrisponda  un  punto,  una  tangente 
ed  un  piano  osculatore  dell’altra,  per  es. : pel  passaggio  dalla 
curva  ad  una  sua  prospettiva,  se  ne  aggiunge  a queste  equa- 
zioni una  quarta  che  esprime  la  invariabilità  del  genere. 


Osservai.  I)  L’ ordine  e la  classe  della  proiezione  orizzontale  di  una  curva 
gobba  si  determinano  mediante  il  numero  dei  punti  che 
la  curva  e la  sua  superfìcie  sviluppabile  hanno  in  comune 
con  un  piano  ed  una  retta  respeltivamente;  la  curva  nella 
prima  proiezione  ha  tanti  punti  doppi  quante  sono  lo  retto 
verticali,  le  quali  segano  due  volte  la  curva  gobba,  ed  ha 
tante  tangenti  doppie  quanti  sono  i piani  verticali  che  toc- 
cano due  volte  la  curva  gobba  ; finalmente  la  curva  in 
proiezione  ha  tanti  flessi  e tanti  cuspidi  quanti  sono  re- 
spettivamente  i piani  osculatori  verticali  ed  i punti  di  re- 
gresso della  curva  gobba. 

II)  La  proiezione  parallela  ortogonale  dell’elica  nel  piano  di 


’ 1 teoremi  e le  forinole  contenute  negli  alinea  segnati  di  asterisco  si  fondano  sulle 
formule  di  Pltìcker  indicate  nella  nota  al  § 62;  la  dimostrazione  di  questi  teoremi  non 
potrebbe  farsi  col  solo  sussidio  della  Geometria  descrittiva;  rimandiamogli  studiosi  ai 
lavori  di  A.  Cayley  « Jowmal  de  Mathómatiqucs,  par  J.  Liouville,  année  1845  • oppure 
« Cambridge  and  Dublin  mathcmatical  Journal,  voi.  V • e di  G.  Salmon  nello  stesso 
volume  del  giornale  di  Cambridge  ed  anche  alla  memoria  del  prof.  Cremona  * Prelimi- 
nari ad  una  teoria  geometrica  delle  superficie.  » Memorie  dell’Accademia  di  Bologna , 
seconda  serie,  voi.  VI  e VII.  Avvertiamo  peraltro  che  volendo  tralasciare  gli  alinea  se- 
gnati di  asterisco,  basta  per  la  completa  intelligenza  del  resto  conoscere  le  caratteristiche 
delle  curve  gobbe  di  terzo  e di  quarto  grado  che  qui  son  date  nelle  Oss.  al  § 83,  e che  si 
trovano  anche  nell'  opera  di  G.  Salmon,  A Trentine  on  thè  Analytic  Geometry  of  three 
Dimeneions. 

Ktr.ni.KH.  — Geometria  detcritiiva.  18 
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proiezione  parallelo  al  suo  asse  ha  delle  tangenti  sta- 
zionarie nei  punti  situati  sulla  proiezione  dell’asse,  per- 
chè i corrispondenti  piani  osculatori  sono  perpendicolari 
a questo  piano  di  proiezione  (Cfr.  § 73,  Oss.  IV). 

Ili)  La  stessa  proiezione  ha  per  tangenti  multiple  le  rette  del  con- 
torno apparente  del  cilindro  sul  quale  è disegnata  1’  elica. 

IV)  La  proiezione  parallela  obliqua  dell’  elica  in  un  piano  normale 
all’  asse  del  cilindro  dell'  elica  ha  dei  flessi , ed  è una 
cicloide  accorciata  (§  73,  Oss.  Il),  nel  caso  in  cui  l’ in- 
clinazione (3,  dei  raggi  proiettanti  sul  piano  di  proiezione 
sia  più  piccola  dell’ inclinazione  ,3  dell’ elica;  infatti  in  que- 
sto caso  si  hanno  in  ogni  giro  dell’  elica  due  raggi  proiet- 
tanti, i quali  trovansi  in  piani  osculatori  dell’  elica.  La 
proiezione  ha  punti  doppi, cioè  essa  è una  cicloide  allungata 
quando  è fi  (§  73,  Oss.  II).  (Nei  § 84,  Oss.  Ili,  si  avrà 
la  spiegazione  dei  punti  di  regresso  delle  cicloidi  comuni.) 

V)  1 piani  che  contengono  due  tangenti  non  successive  di  una 
curva  gobba,  formano  una  superlicie  sviluppabile  della 
classe  y3  perchè  per  un  punto  qualunque  dello  spazio 
passano  y di  tali  piani.  Ognuno  di  questi  piani  tocca  la  su- 
perficie sviluppabile  anzidetta  lungo  la  retta  che  congiunge 
i punti  di  contatto  di  quelle  tangenti.  Questa  superficie 
dicesi  doppiamente  circoscritta  o bitangente  alla  curva 
gobba. 

VI)  Le  cubiche  gobbe  non  hanno  sviluppabili  bitangenli , poiché 
se  una  ne  potesse  avere  l’ immagine  di  una  tale  curva, 
fatta  in  modo  che  uno  dei  piani  proiettanti  fosse  un  piano 
tangente  alla  sviluppabile,  sarebbe  una  linea  piana  del 
terzo  ordine  con  una  tangente  doppia,  la  quale  sarebbe 
la  traccia  di  quel  piano  proiettante. 

Esercizi.  1)  Si  spieghi  in  qual  modo  la  proiezione  centrale  dell’ elica  debba 
presentare  due  tangenti  doppie,  un  numero  finito  di  tan- 
genti stazionarie  ed  un  numero  illimitato  di  punti  doppi 
(Cfr.  § 75,  Probi,  o).  Come  se  ne  costruiscono  i flessi? 

2)  Trovare  le  relazioni  che  esistono  fra  l’elica  e la  sua  svilup- 

pabile bitangente. 

3)  I coni  di  secondo  grado  che  danno  colla  loro  intersezione 

una  curva  del  quarto  ordine,  sono  superficie  sviluppabili 
bitangenti  alla  stessa;  la  loro  classe  complessiva  è = 4. 
Formano  essi  la  completa  sviluppabile  bitangente  alla 
curva?  (Cfr.  il  seguente  § ed  il  § 86). 

83.  Cerchiamo  ora  le  relazioni  che  esistono  tra  una  curva 
gobba  ed  una  sezione  piana  della  sua  sviluppabile  osculatrice. 
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Si  supponga  che  questa  intersezione  sia  dell’  ordine  w,  e della 
classe  n, , con  rf,  punti  doppi  e f,  tangenti  doppie,  con  »,  tan- 
genti di  inflessione  e k , punti  di  regresso.  I punti  di  questa  se- 
zione sono  le  tracce  delle  tangenti  alla  curva  gobba,  ossia  delle 
generatrici  della  superficie  sviluppabile,  nel  piano  della  sezio- 
ne; le  sue  tangenti  sono  le  tracce  nello  stesso  piano  dei  piani 
osculatori  alla  curva,  ossia  dei  piani  tangenti  alla  superficie 
sviluppabile.  Nell’ipotesi  dell’arbitrarietà  della  posizione  del 
piano  secante  si  ha  quanto  segue: 

a)  L’ordine  mx  della  curva  di  intersezione,  il  numero 
cioè  dei  punti  che  una  retta  qualunque  gt  nel  piano  della  curva 
ha  in  comune  colla,  curva  stessa  (Fig.  162),  è uguale  al  rango  r 

Fig.  Ifl2. 


\ 


della  curva  gobba  e della  sua  sviluppabile,  è uguale  cioè  al 
numero  delle  tangenti  alla  curva  gobba  che  segano  una  retta 
qualunque.  Questo  numero  si  può  quindi  riguardare  come  l’ or- 
dine della  superficie  sviluppabile  (§  82,  b). 

b)  La  classe  n,  della  curva  di  intersezione,  cioè  il  nu- 
mero delle  tangenti  che  ad  essa  si  possono  condurre  da  un 
punto  qualunque  del  suo  piano,  è nello  stesso  tempo  il  nu- 
mero n dei  piani  osculatori  alla  curva  gobba  che  passano  per 
questo  punto,  ossia  per  un  punto  qualunque  dello  spazio. 

c)  Il  numero  d,  dei  punti  doppi  della  curva  di  interse- 
zione è uguale  al  numero  x di  quei  punti  del  suo  piano,  cioè 
di  un  piano  qualunque,  nei  quali  si  segano  due  tangenti  non 
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successive  alla  curva  gobba,  ossia  due  generatrici  della  super- 
ficie sviluppabile;  le  corrispondenti  tangenti  della  curva  di 
intersezione  sono  le  tracce  di  quei  piani  tangenti  o piani  oscula- 
tori , i quali  appartengono  alle  generatrici  o tangenti  che  pas- 
sano pei  punti  doppi. 

d ) Il  numero  t , delle  tangenti  doppie  della  curva  di  in- 

tersezione è il  numero  g delle  rette  del  suo  piano,  cioè  di  un 
piano  qualunque,  nelle  quali  si  segano  due  piani  osculatori 
della  curva  gobba,  ossia  piani  tangenti  non  successivi  della  svi- 
luppabile; i relativi  punti  di  contatto  sulla  curva  d’interse- 
zione sono  le  tracce  delle  tangenti  alla  curva  gobba  apparte- 
nenti a questi  piani  osculatori.  . 

e)  Il  numero  A,  dei  punti  di  regresso  della  curva  di 
intersezione  è il  numero  m dei  punti  della  curva  gobba  che 
trovansi  nel  piano  della  sezione;  poiché  i punti  di  regresso 
sono  punti  doppi  colle  tangenti  coincidenti,  essi  nascono  quindi 
dall’incontro  nel  piano  della  sezione  di  due  tangenti  della 
curva  gobba,  alle  quali  corrisponde  un  solo  piano  osculatore, 
tali  cioè  che  siano  infinitamente  vicine,  ossia  tali  che  si  seghino 
sulla  curva. 

f)  Le  tangenti  di  inflessione  della  sezione  si  possono  ri- 
guardare come  tangenti  doppie  con  punti  di  contatto  coinci- 
denti, sono  quindi  le  tracce  riunite  di  due  piani  osculatori,  i 
quali  appartengono  ad  una  stessa  tangente,  che  cioè  coinci- 
dono; esse  corrispondono  quindi  alle  singolarità  della  superficie 
sviluppabile,  cioè  ai  piani  stazionari  o piani  tangenti  di  in- 
flessione della  stessa  (§  63)  ed  il  numero  t,  di  queste  tangenti  di 
inflessione  è uguale  *fel  numero  a di  questi  piani  stazionari. 

*)  Le  relazioni  della  nota  al  § 62  forniscono  delle  equa- 
zioni tra  le  caratteristiche  delle  sezioni  piane  delle  sviluppa- 
bili osculatrici;  queste  equazioni,  osservando  che  si  ha: 

»»,  = r,  n,  = n,  d,  = x,  t,  = g,  A-,  = in,  i,  = a 

danno  delle  nuove  equazioni  tra  le  caratteristiche  delle  curve 
algebriche  gobbe,  e queste  sono  : 

n — r(r  — 1)  — 2x  — 'im  ; r~=  n(n  — 1)  — 2<?  — 3a  ; 
a — m — 3 («  — r), 
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si  ha  poi  pel  genere  di  queste  sezioni  : 


(r  — 1 ) (;•  - 
p=  -2- 


•2) 


— ( x -+-  m)  ■■ 


(«• 


lK«-2)  - 

2 to' 


*). 


queste  espressioni  danno  lo  stesso  valore  di  p delle  corrispon- 
denti espressioni  del  precedente  §;  infatti,  tenendo  conto  delle 
precedenti  equazioni,  si  ha  : 

(r— l)(r—  2)  , . ^ n-f-wi  , (r — l)(r — 2)  , . 

y — -—(*-+-»»)=■— g — — r-f-1  =v ^ —(!/•+■  n). 

Donde  si  vede  che  se  si  chiama  genere  di  una  curva  gobba 
il  genere  di  una  sua  immagine  piana,  il  genere  di  una  curva 
gobba  è uguale  a quello  di  una  sezione  piana  qualsiasi  della  sua 
sviluppabile  osculatrice.  Il  che  in  fondo  non  è altro  che  una 
conseguenza  del  Teorema  citato  nella  nota  al  § 62  sulla  conser- 
vazione del  genere  nelle  trasformazioni  univoche  delle  curve. 
(S’ intende  per  curve  che  si  corrispondono  univocamente,  curve 
tali  che  ad  un  punto  deU’una  corrisponda  un  unico  punto  del- 
l’ altra,  e viceversa,  per  modo  che  quando  si  percorre  una  curva 
il  punto  corrispondente  percorre  con  continuità  1’  altra.) 

Tra  le  nove  quantità  m,  n,  r,  g,  h,  x,  y,  *,  £ (caratte- 
ristiche di  una  curva  algebrica  gobba),  sussistono  per  conse- 
guenza sei  equazioni,  ed  a queste  se  ne  aggiunge  una  settima, 
quando  si  passa  ad  una  curva  che  le  corrisponde  univocamen- 
te, per  es.:  ad  una  sviluppata,  ec.,  che  esprime  la  conserva- 
zione del  genere.  In  generale,  si  devono  conoscere  tre  di  que- 
ste caratteristiche  o due,  se  è noto  il  genere,  per  dedurne  tutte 
le  altre. 


Osserva:.  1)  I punti  d’ intersezione  delle  tracce  omonime  di  due  coni 
sono  punti  di  regresso  della  traccia  in  quel  piano  della 
sviluppabile  osculatrice  alla  curva  di  intersezione  dei 
due  coni. 

II)  L'origine  dell’  elica  nel  piano  di  proiezione  normale  al  suo 
asse  è il  punto  di  regresso  della  sviluppante  del  cerchio 
base , poiché  questa  evolvente  è la  traccia  della  sviluppa- 
bile osculatrice  all’  elica  in  quel  piano. 

Ili)  La  traccia  della  elicoide  sviluppabile  non  ha  tangenti  di  in- 
flessione, perché  l’elica  non  ha  alcun  punto  staziona- 
rio (Cfr.  JS  63,  Es.  4;  § 73,  Oss.  IV). 
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IV)  Il  cono  direttore  di  una  superficie  sviluppabile  ha  le  caratte- 
ristiche di  una  sezione  piana  della  superfìcie  stessa,  poi- 
ché ha  le  caratteristiche  della  linea  di  fuga  della  superfi- 
cie, immagine  della  sezione  piana  a distanza  infinita  fatta 
nella  superfìcie. 

V)  I punti,  nei  quali  si  segano  due  tangenti  non  successive  di 
una  curva  gobba,  formano  una  curva  dell'ordine  x,  poi- 
ché in  un  piano  qualunque  si  trovano  x di  quei  punti. 
Questa  curva  dicesi  curva  doppiamente  inscritta  alla 
sviluppabile  o più  brevemente  curva  doppia  o curva  no- 
dale della  sviluppabile  (Cfr.  la  curva  doppia  dell’  elicoide 
sviluppabile,  § 74). 

VI)  La  sviluppabile  osculatrice  ad  una  cubica  gobba  non  possiede 
curva  doppia  (Cfr.  § 82,  Oss.  VI),  perchè  se  ciò  fosse  due 
tangenti  alla  curva  non  successive  si  troverebbero  in  un 
piano,  e questo  avrebbe  in  comune  colla  curva  quattro 
punti;  per  questa  superfìcie  sviluppabile  si  ha  * = Oe 
contemporaneamente  y = 0;  in  modo  analogo  si  vede 
che  non  è possibile  alcun  piano  stazionario,  quindi  a =0 
(Cfr.  § 63).  Così  pure  come  conseguenza  delle  ricerche 
fatte  al  § 81 , si  ha  jS  = 0.  L’ immagine  di  una  tale  curva 
non  ha  nè  tangenti  doppie  nè  cuspidi , e la  traccia  della 
sua  sviluppabile  non  ha  nè  punti  doppi  nè  flessi. 

VII')  Le  sei  equazioni  contenute  negli  alinea  segnati  con  *)  nei 
§§  82,  83  per 

rn  = 3,  x — 0,  y—Q,  «==0,  £ = 0 

divengono 

)■  = 6 — 2/i , 3 = r(r  — 1)  — 3n,  « = 3r  — 9, 

» = r(r  — 1)—  9,  r = n(n  — 1)  — 2 g,  3 = 3(r  — n), 
le  quali  forniscono  1’  unico  gruppo  di  valori 

r = 4,  n = 3 , g=  1,  h = i. 

L’ immagine  della  curva  di  terzo  ordine  è una  curva  del 
terzo  ordine  e della  quarta  classe  con  un  punto  doppio  e 
tre  flessi  senz’  altra  singolarità.  Se  il  punto  doppio  ha 
tangenti  reali,  due  dei  flessi  non  sono  reali.  Se  i tre 
flessi  sono  reali,  essi  sono  in  linea  retta  (Cfr.  § 84,  Es.  4, 
11*).  La  traccia  della  sviluppabile  osculatrice  ad  una  cu- 
bica gobba  è una  curva  del  quarto  ordine  e della  terza 
classe  con  una  tangente  doppia  e tre  punti  di  regresso , 
due  di  questi  possono  essere  immaginari,  come  può  es- 
sere immaginaria  la  tangente,  questi  due  casi  però  non 
possono  accadere  contemporaneamente  (Cfr.  Fig.  159). 

Vili»)  F er  le  curve  di  terzo  ordine  e le  loro  superficie  sviluppabili 
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sono  1’  un  I'  altra  eguali  le  caratteristiche  reciproche,  cioè 
m—n,  g — h , a = |3,  x = y, 
precisamente  come  per  le  sezioni  coniche. 

IX»)  Perm  = 4,  le  sei  equazioni  precedentemente  trovato  danno 
differenti  soluzioni;  h deve  essere  o 3 o 2 (la  dimostra- 
zione di  questo  Teorema  non  può  qui  essere  sviluppata), 
se  è A =—.2  bisogna  distinguere  se  esiste  o no  un  punto 
doppio,  come  quando  la  curva  proviene  dalla  interse- 
zione di  due  supertìeie  di  secondo  grado  che  si  toccano. 
Per  h — 3 ed  m = 4 si  ha  T unico  gruppo  : 

a)  n=6,  r— 6,  «=4,  j3=0,  g~ 6,  6,  y=4, 

mentre  per  h =2,  m = 4 si  hanno  i due  gruppi 

b)  n==  12,  *•— 8,  a = 16,  8=0,  </=38,  *=»  16,  y—S, 

c)  n—  4,  r=5,  a—  d,£=l,  g=  2,  *==  2,j/=2. 

L’ ultimo  gruppo  gode  della  proprietà  di  avere  le  carat- 
teristiche reciproche  uguali  ed  ha  quindi  un  interesse 
teorico  particolare  (Cfr.  § 85). 

X *)  Per  la  curva  di  intersezione  di  due  coni  del  secondo  grado , nel 
caso  in  cui  questi  si  tocchino,  i coni  stessi  costituiscono  da 
solila  superficie  sviluppabile  bitangente,  perchè  essi  danno 
;/  = 4.  Si  vedrà  nel  Jj  86  che  la  sviluppabile  bitangente  com- 
pleta nel  caso  generale  (i/  = 8)  è formata  da  quattro  coni. 
Etereizi.  1)  Dimostrare  che  la  traccia  dell’elicoide  sviluppabile  in  un 
piano  normale  all'asse  non  ha  tangenti  doppie. 

2)  Si  spieghi  la  reciprocità  delle  caratteristiche  m,  n;  r,  r; 

g , h;  x,  y;  a,  j3  delle  curve  gobbe  e delle  loro  superfi- 
cie sviluppabili  (Cfr.  § 99). 

Per  esempio  : 

g sono  le  rette  di  un  piano,  h sono  le  rette  che  passano 
per  ognuna  delle  quali  passa-  per  un  punto  ed  in  ognuna 
no  due  piani  osculatori  non  delle  quali  trovansi  due 
consecutivi  della  curva.  punti  non  consecutivi  della 

curva. 

3)  Quale  importanza  hanno  pel  disegnatore  i numeri  del  grup- 

po a)  nell’  Oss.  IX*)? 

84.  Consideriamo  ora  alcune  particolari  posizioni  del  cen- 
tro di  proiezione  e del  piano  secante  rispetto  alla  curva  gobba 
ed  alla  sua  sviluppabile.  Si  supponga  cioè  da  prima  che  il 
centro  di  proiezione  abbia  successivamente  queste  posizioni: 
a)  sia  sopra  una  tangente  alla  curva,  0)  in  un  punto  della 
curva,  c)  in  un  punto  stazionario  della  stessa,  e si  supponga 
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poscia  che  il  piano  della  sezione,  d ) passi  per  una  tangente  alla 
curva , e)  coincida  con  un  piano  osculatore  alla  stessa  e final- 
mente/) coincida  con  un  piano  stazionario  della  sviluppabile. 

a)  Se  il  centro  C è sopra  una  tangente  l alla  curva,  l’ or- 
dine dell’immagine  è sempre  eguale  ad  m;  la  classe  peraltro 
diviene  ( r — 1),  poiché  tanti  sono  i piani  che  passano  per  un 
punto  qualunque  P dello  spazio  e sono  tangenti  al  cono  proiet- 
tante; questi  piani  infatti  sono  tangenti  non  solo  al  cono  pro- 
iettante la  curva  da  C,  ma  lo  sono  anche  al  cono  proiettante 
la  curva  da  P,  poiché  contengono  due  punti  consecutivi  della 
curva  e quindi  due  generatrici  consecutive  dei  due  coni,  ma  i 
piani  tangenti  al  cono  di  vertice  P che  passano  per  C sono  r 
e tra  questi  vi  é il  piano  t P che  non  è tangente  al  cono  di 
vertice  C;  dunque  da  P non  si  possono  condurre  che  r — 1 
piani  tangenti  al  cono  C.  Le  tracce  di  questi  piani  sul  quadro 
sono  le  tangenti  alla  immagine  della  curva  che  le  si  possono 
condurre  dal  punto  P'  immagine  di  P,  dunque  la  curva  è di 
classe  (r — 1).  Il  numero  dei  punti  doppi  diviene  (A — 1),  poi- 
ché la  retta  l proietta  due  punti  della  curva,  ma  questi  sono 
consecutivi,  quindi  essa  non  può  dare  colla  sua  traccia  un 
punto  doppio  ordinario  della  curva  immagine.  Trovate  tre 
delle  caratteristiche,  e altre  ci  vengono  date  dalle  formule  di 
Plùcker,  in  questo  caso  semplice  peraltro,  si  possono  avere 
direttamente  anche  le  altre  tre.  Infatti  la  tangente  alla  curva 
immagine  nel  punto  7”,  traccia  di  t,  è la  traccia  del  piano 
osculatore  alla  curva  gobba  nel  punto  di  contatto  T della  tan- 
gente l,  dunque  la  tangente  t'  è una  tangente  stazionaria;  ma 
T'  non  può  essere  un  flesso,  perché  t non  é una  tangente  sin- 
golare della  curva  gobba,  dunque  T è un  cuspide,  il  numero 
dei  cuspidi  della  linea  immagine  é quindi  -+- 1.  Il  numero  delle 
tangenti  doppie  diviene  y — (r  — 4):  infatti  ogni  piano  condotto 
per  l taglia  la  sviluppabile  secondo  la  tangente  t ed  una  linea 
dell’ordine  r — 1 con  un  cuspide  in  T , la  cui  tangente  cuspi- 
dale é la  retta  t stessa,  sicché  t non  può  tagliare  la  curva  che 
in  altri  r — 4 punti  all’ infuori  del  punto  T ; dunque  una  tan- 
gente alla  curva  gobba  non  può  essere  incontrata  che  da  r — 4 
altre  tangenti,  queste  determinano  con  ( dei  piani  che  colle  loro 
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tracce  non  danno  che  tangenti  semplici  alla  curva  immagine, 
poiché  non  sono  tangenti  nel  punto  T' ; il  numero  delle  tan- 
genti doppie  deve  dunque  essere  diminuito  di  r — 4.  Finalmente 
il  numero  dei  flessi  diviene  (n — 2),  perchè  i piani  osculatori 
successivi  che  passano  per  l non  generano  nella  immagine  un 
flesso,  ma  bensi  quel  punto  di  regresso  già  trovato. 

b*)  Se  il  centro  è un  punto  C della  curva,  1'  ordine  della 
curva  immagine  si  riduce  a m — 1 , poiché  se  una  retta  qua- 
lunque del  piano  iconico  tagliasse  la  curva  in»»  punti,  il  piano 
proiettante  condotto  per  essa  taglierebbe  la  curva  gobba  in  m 
punti  oltre  al  centro  C,  il  che  non  può  essere.  La  classe  diviene 
r — 2,  perchè  tale  è il  numero  dei  piani  tangenti  al  cono  di 
vertice  P che  passano  per  la  generatrice  PC  e toccano  il  cono 
lungo  generatrici  differenti  da  PC  e questi  soli  sono  tangenti 
anche  al  cono  di  vertice  C.  Il  numero  dei  flessi  diviene  » — 3, 
poiché  i tre  piani  osculatori  alla  curva  gobba  che  si  segano 
in  C non  possono  dare  alcun  flesso  per  la  curva  immagine. 
Trovate  cosi  tre  delle  sei  caratteristiche,  le  altre  tre  son  date 
dalle  formule  di  Plucker  e danno  per  il  numero  delle  tangenti 
doppie  y — (2r  — 8),  pel  numero  dei  punti  doppi  k — (m  — 2),  il 
numero  dei  punti  di  regresso  rimane  uguale  a /3. 

c*)  Quando  il  centro  è un  punto  stazionario  della  curva 
gobba,  si  ha  per  le  medesime  ragioni  sovraesposte  l’ordine 
uguale  ad  (rn  — 2),  la  classe  uguale  ad  (r  — 3),  il  numero  dei 
flessi  uguale  a (n  — 4)  e le  formule  di  Plucker  danno  allora  pel 
numero  delle  tangenti  doppie,  dei  punti  doppi  e dei  cuspidi 
respettivamente  y — (3r  — 13),  h — 2 (»»  — 3)  e 0 — 1. 

Scegliendo  adesso  in  un  modo  speciale  il  piano  secante, 
avremo  i teoremi  correlativi  : 

d*)  Un  piano  che  contenga  una  tangente  alla  curva  ta- 
glia la  sviluppabile  osculatrice  secondo  una  linea,  il  cui  ordine 
è (r  — 1)  e la  cui  classe  è n;  il  piano  secante  essendo  tangente 
alla  curva  cuspidale  non  la  potrà  tagliare  altro  che  in  altri 
(in  — 2)  punti,  quindi  la  curva  sezione  non  avrà  che  (»»  — 2) 
cuspidi  ; le  formule  di  Plucker  danno  allora  pel  numero  delle 
tangenti  doppie,  dei  punti  doppi  e dei  flessi  :(g  — 1 ),  x — (r  — 4), 
a -+- 1 respettivamente. 
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e*)  Se  il  piano  della  sezione  coincide  con  un  piano  oscu- 
latore, l’ordine  e la  classe  divengono  (r  — 2),  (n  — 1)  respet- 
tivamente  ed  i punti  di  regresso  divengono  (m  — 3)  per  le  an- 
zidette  ragioni  e si  ha  dalle  formule  di  Pliicker  che  le  tangenti 
doppie  sono  (g  — n-h  2),  i punti  doppi  sono  (a:  — 2r  -h8)  ed  i 
flessi  sono  a. 

/*)  Se  il  piano  secante  è un  piano  stazionario  della  svi- 
luppabile, l’ordine,  la  classe  ed  1 punti  di  regresso  sono  (r — 3), 
(n  — 2),  ( in  — 4)  respettivainente  e quindi  le  tangenti  doppie,  i 
flessi  ed  i punti  doppi  sono  (g  — 2n  6),  (<*  — 1 ),  (x  — 3r  -t-  13) 
respettivamente. 


Otservaz.  I)  Se  una  curva  gobba  si  proietta  mediante  raggi  paralleli  in 
modo  che  il  primo  piano  di  proiezione  sia  un  piano 
osculatore,  la  seconda  proiezione  del  corrispondente  pun- 
to A si  troverà  sull’asse  x,  e questa  retta  sarà  una  tan- 
gente di  inflessione  in  quel  punto  per  la  seconda  proie- 
zione della  curva,  le  proiezioni  B",  C cioè  dei  punti 
B , C infinitamente  vicini  ad  A saranno  dalle  parti  op- 
poste di  A " sull’asse  x.  Se  si  prende  allora  (Fig.  163,  a) 

Fig.  163. 


per  secondo  piano  di  proiezione  un  piano  perpendicolare 
alla  tangente  t della  curva  in  zi,  si  avrà  un  nuovo  asse  ,a; 
e nella  nuova  seconda  proiezione  del  punto  A vi  sarà  un 
punto  di  regresso  ordinario.  Infatti  il  raggio  di  proiezione 
per  quel  punto  è la  tangente  ((Cfr.coU’alinraa)di  questo§). 

II  ) Se  il  primo  piano  di  proiezione  fosse  un  piano  stazionario  nel 
punto  A della  curva  (Fig.  163,  b),  cosicché  la  seconda 
proiezione  della  curva  nelle  vicinanze  di  A si  trovasse 
tutta  da  una  parte  dell'asse  x,  la  seconda  nuova  proie- 
zione, stabilita  eome  si  è fatto  precedentemente,  darebbe 
in  ,.4"  un  punto  di  regresso,  pel  quale  i due  rami  di  curva 
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si  troverebbero  dalla  stessa  parte  della  tangente  di  re- 
gresso; in  questo  caso  i due  rami  potrebbero  anche  cuo- 
prirsi  P un  1’  altro  (Cfr.  § 86,  Oss.  II). 

Ili)  La  proiezione  parallela  obliqua  dell'elica  sul  piano  normale 
al  suo  asse  è una  cicloide  con  punti  di  regresso  (cicloide 
ordinaria),  quando  l'inclinazione  delle  rette  proiettanti 
è uguale  all'inclinazione  dell’elica.  Infatti  in  questo  caso 
il  centro  di  proiezione  è posto  in  una  tangente  dell’  elica. 
IV)  Ogni  tangente  alla  curva  è segata  da  altre  ( r — 4)  tangenti 
della  stessa.  Condizione  necessaria  per  P esistenza  di  una 
curva  doppia  della  superficie  sviluppabile  è quindi  che  il 
suo  rango  superi  il  numero  4.  Quindi  la  sviluppabile 
della  cubica  gobba  non  ha  curva  doppia. 

V)  Per  una  curva  gobba  di  terzo  ordine  il  cono  che  la  proietta  da 
un  suo  punto  qualunque  è un  cono  di  secondo  grado,  e 
quindi  ogni  immagine  della  curva  proiettata  da  un  suo 
punto  è una  conica.  Si  ha  allora  per  le  relative  caratteri- 
stiche secondo  P alinea  6)  di  questo  § : 

rn'  =»  ri  — 2 ; d'  = t'  = i = k’  — 0. 

Segue  da  ciò  che  dati  sei  punti  di  una  curva  di  terzo  or- 
dine è affatto  indifferente  la  scelta  tra  questi  dei  ver- 
tici M , M*  dei  due  coni  (§  81,  Es.  4)  che  danno  colla 
loro  intersezione  la  curva  cercata. 

Esercizi.  1)  Per  una  ellisse  cubica  non  passa  che  un  cilindro  di  secondo 
grado,  mentre  per  P iperbole  cubica  ne  passano  tre,  e per 
la  parabola  iperbolica  due,  uno  dei  quali  è parabolico. 
Che  cosa  ha  luogo  per  la  parabola  cubica? 

2)  Ogni  piano  osculatore  di  una  cubica  gobba  sega  la  sviluppa- 

bile osculatrice  alla  curva  secondo  una  curva  di  secondo 
grado  ; per  una  parabola  cubica  la  curva  d' intersezione 
è una  parabola. 

3)  La  linea  di  fuga  della  sviluppabile  osculatrice  alla  parabola 

cubica  è una  conica  (Cfr.  Fig.  160). 

4)  I piani  osculatori  in  tre  punti  della  cubica  gobba  si  segano 

in  un  punto  del  piano  determinato  da  questi  tre  punti. 

5)  Le  tangenti  di  regresso  nei  tre  cuspidi  della  traccia  della  su- 

perficie sviluppabile  osculatrice  alla  curva  di  terzo  ordine 
si  segano  in  un  punto. 

6)  Sei  piani  osculatori,  dei  quali  quattro  qualunque  non  passino 

per  uno  stesso  punto,  bastano  per  poter  costruire  linear- 
mente la  curva  di  terzo  ordine  e la  sua  superficie  svilup- 
pabile. Due  di  quei  piani  si  scelgano  come  piani  di  proie- 
zione. 
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7)  Tre  fasci  proiettivi  di  piani  generano  nei  punti  di  incontro 

delle  terne  di  piani  corrispondenti  una  cubica  gobba. 

8)  Tre  punteggiate  proiettive  generano  col  mezzo  dei  piani  de- 

terminati dalle  terne  di  punti  corrispondenti  la  superficie 
sviluppabile  di  una  cubica  gobba. 

9)  Da  un  punto  della  curva  nodale  della  superfìcie  sviluppabile 

la  corrispondente  curva  cuspidale  è proiettata  in  modo  che. 
la  sua  immagine  è dell’ordine  m,  della  classe  r — 2,  ed 
ha  respettivamente  h — 2 e y — (2r  — 9)  punti  doppi  e 
tangenti  doppie;  |3  + 2en  — 4 punti  di  regresso  e tan- 
genti di  inflessione. 

10)  Un  piano  della  superficie  sviluppabile  bitangente  ad  una  cuna 
gobba  taglia  la  corrispondente  superficie  sviluppabile  se- 
condo una  curva,  le  cui  caratteristiche  sono  ml  = r — 2 , 
n,  = n , d,  = x — (2r  — 9),  f,  = p — 2 , k,  = m — 4, 

t,  — a -i  2. 

Il*)  La  curva  di  intersezione  di  due  coni  di  secondo  grado,  quan- 
do non  ha  punti  doppi,  è proiettata  da  un  suo  punto  se- 
condo una  curva  di  terzo  ordine  e di  sesta  classe,  con 
nove  tangenti  di  inflessione  senza  punti  doppi,  nè  punti 
di  regresso,  nè  tangenti  doppie;  proiettata  invece  da  un 
punto  della  curva  doppia,  corrispondono  nell’  immagine 
per  le  stesse  caratteristiche  respettivamente  i numeri  4, 
6,  8,0,  2,  l. 

12*1  I due  casi  della  intersezione,  quando  v’  è o no  contatto  fra 
le  due  superficie  coniche,  danno  per  l’ intersezione  delle 
corrispondenti  superficie  sviluppabili  con  un  piano  oscu- 
latore le  seguenti  caratteristiche  : 

m,  = 6,  4;  n,  = 12,  6;  d,  = 9,3; 

<,  = 36,4;  k,=  0,0;  t,  = l8,6. 

Per  l’ intersezione  con  un  piano  stazionario,  si  ha  invece 
»>»,=  5,3;  n,  = 10,  4;  d,=  5,1; 
t,  = 20,  0;  kl  — 0,  0;  t,  = 15,3. 

13)  1 piani  tangenti  comuni  a due  coniche  situate  in  piani  diffe- 
renti per  modo  da  toccare  l’intersezione  dei  due  piani  in 
punti  differenti,  sono  i piani  osculatori  d’ una  linea  del 
terzo  ordine  ; le  rette  che  uniscono  i punti  di  contatto  cor- 
rispondenti, sono  le  generatrici  della  sviluppabile  oscula- 
trice alla  cubica  gobba. 

85.  Nel  § 81  si  è veduto  che  si  ha  un  punto  doppio  nella 
curva  d’ intersezione  di  due  superficie  coniche  quando  queste 
si  toccano;  le  precedenti  Osservazioni  permettono  di  consi- 
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derare  sotto  un  altro  punto  di  vista  la  generazione  di  questi 
punti.  Qui  considereremo  il  caso  speciale  della  curva  di  inter- 
sezione di  due  coni  di  secondo  grado , cioè  la  curva  di  quarto 
ordine,  escludendo  il  caso  della  riduzione  di  quest'ordine  che 
si  presenta,  quando  le  due  superficie  coniche  hanno  una  gene- 
ratrice comune. 

Se  la  curva  di  quarto  ordine  possiede  un  punto  doppio , 
essa  è proiettata  da  quel  punto  mediante  un  cono  di  secondo 
grado,  perchè  l’ordine  generale  m = 4 dell’immagine  della 
curva  diminuisce  di  due;  infatti  ogni  piano  che  passa  pel  punto 
doppio  può  segare  di  nuovo  la  curva  soltanto  in  ( m — 2)  punti. 
Se  quindi  si  proietta  dal  punto  D la  curva  di  intersezione  di- 
segnata nella  Fig.  158,  si  ottiene  un  cono  di  secondo  grado  e 
la  curva  stessa  si  può  anche  considerare  come  la  linea  di  in- 
tersezione di  questo  cono  col  vertice  in  D con  uno  dei  due  coni 
(o  cilindri)  primitivi  che  hanno  generato  la  curva.  Questi  due 
coni  hanno  la  particolarità  che  il  vertice  del  primo  giace  sulla 
superficie  del  secondo,  mentre  il  vertice  di  quest’ultimo  è 
esterno  alla  superficie  del  primo. 

Si  immagini  il  cono  M,  S,  (Fig.  164)  ed  in  un  punto  M*  di 


Fig.  164. 


una  sua  generatrice  MS,  il  vertice  di  un  secondo  cono  che  ha 
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per  prima  traccia  la  curva  S,*,  la  retta  MM*S,  sarà  allora  quella 
che  congiunge  i vertici  dei  due  coni,  ed  ogni  piano  che  passa 
per  essa  segherà  il  cono  M secondo  un’altra  generatrice  ed 
il  cono  M*  secondo  due  geueratrici,  le  quali  incontrano  la  prima 
in  punti  della  curva  d’ intersezione  ; in  particolare,  il  piano  che 
passa  per  MM*St  ed  è tangente  al  cono  di  vertice  M,  sega  il 
cono  M*  secondo  due  generatrici,  le  quali  toccano  la  curva  in 
M* , e quindi  corrispondono  a due  rami  della  curva  di  interse- 
zione che  passano  per  M*.% 

Si  osservi  però  che  questa  nuova  condizione  per  la  genera- 
zione di  un  punto  doppio  non  differisce  essenzialmente  da  quella 
del  contatto  delle  superficie  indicata  al  § 81  ; infatti  il  piano 
tangente  al  cono  M,  S,  ha  nel  punto  M*  rispetto  al  cono  M*, 
S,*  tutte  le  proprietà  del  piano  tangente,  perchè  ogni  retta  che 
passa  per  M*  ed  è situata  in  quel  piano  incontra  questo  cono  in 
due  punti  coincidenti. 

Dalla  costruzione  risulta  che  i coni  che  passano  per  la 
curva  e che  sono  propriamente  superficie  bitangenti,  non  sono 
altro  che  quelli  che  hanno  i vertici  fuori  del  punto  doppio  (il 
che  coincide  col  risultato  trovato  al  § 83,  Oss.  IX*,  a)  y — 4). 

La  considerazione  di  questo  caso  conduce  a dimostrare 
l’origine  dei  punti  stazionari  nelle  curve  gobbe;  infatti  se  le 
tangenti  ai  due  rami  di  curva  nel  punto  doppio  vengono  a coinci- 
dere, il  cappio  corrispondente  a quel  punto  doppio  si  riduce  ad 
un  punto.  È evidente  che  ciò  ha  luogo  quando  i due  coni  M , 
S,e  M*,  S,*,  il  primo  dei  quali  contiene  il  vertice  del  secondo 
(e  non  viceversa),  sono  toccati  dallo  stesso  piano 
(Fig.  165),  cioè  il  cono  M lungo  la  generatrice  MSI  che  con- 
tiene il  punto  M*,  ed  il  cono  M*  lungo  la  generatrice  M*Sf. 
In  questo  caso  il  punto  M è un  punto  stazionario  ed  un  punto 
di  regresso  della  curva  gobba  di  quarto  ordine,  e si  ha  allora 
una  curva  gobba  di  quarto  ordine  colla  caratteristica  /3=  1 , caso 
che  si  è riconosciuto  possibile  al  § 83,  Oss.  IX*,  c,  e che  presenta 
un  grande  interesse  teorico,  perchè  le  sue  caratteristiche  reci- 
proche sono  uguali.  Si  è poi  veduto  colà  che  questa  curva 
possiede  anche  un  piano  stazionario , il  quale  sega  allora  la 
superfìcie  sviluppabile  della  curva  secondo  una  conica.  La  eo- 
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struzione  insegna  che  soltanto  il  cono  di  vertice  M può  essere 
considerato  come  un  vero  cono  bitangente  alla  curva  (il  che 
coincide  col  risultato  trovato  y — 2). 

Se  si  immagina  la  polare  px  del  punto  S,  rispetto  alla  co- 
nica S(*  (Fig.  165)  (questa  polare  passa  per  5,*),  il  piano  de- 


Fìr.  165. 


terminato  da  questa  retta  e dal  punto  M*  oltre  a questo  punto 
di  regresso,  ha  in  comune  colla  curva  un  altro  punto  E;  il 
piano  tangente  al  cono  M,  S,  di  traccia  s,  è il  corrispondente 
piano  osculatore  della  curva  di  intersezione  — il  piano  stazio- 
nario della  stessa  — il  quale  contiene  quattro  dei  suoi  punti 
successivi. 

La  curva  doppia  D (una  conica,  x =■  2 nel  § 83,  Oss.  IX*, 
c)  giace  nel  piano  polare  M*p,  del  punto  M rispetto  al  cono  W* 
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S,  e passa  pel  punto  E del  piano  stazionario,  come  pure  pel 
punto  stazionario  Al*  (Cfr.  § 86).  Due  punti  della  curva  di  in- 
tersezione come  Ait  At,  i quali  si  trovino  nella  stessa  genera- 
trice del  cono  M,  hanno  tangenti  e piani  osculatori  che  respet- 
tivamente  convergono  in  un  punto  D di  questa  curva  doppia  e 
nella  corrispondente  tangente.  La  retta  M*S*  e la  retta  che 
passa  per  E e pel  punto  d’incontro  di  s,  con  sono  tangenti 
alla  curva  gobba.  Stante  le  proprietà  dei  poli  e dei  piani  polari, 
tutte  queste  coppie  respetti vamente  di  punti,  di  rette  e di  piani 
sono  divise  armonicamente  dal  punto  M e dal  piano  Al*p,  e 
quindi  si  possono  considerare  come  coppie  di  elementi  corri- 
spondenti di  una  involuzione  nello  spazio,  per  la  quale  M è il 
centro  ed  M*px  il  piano  di  collineazione. 

Osservar.  I)  Il  piano  stazionario  taglia  la  superficie  sviluppabile  di  una 
curva  gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso 
secondo  una  conica,  la  quale  contiene  il  punto  di  re- 
gresso della  curva  e la  sua  tangente  corrispondente,  che 
tocca  cioè  la  linea  d’ intersezione  del  piano  col  piano  di 
collineazione  M*p,. 

Ili  I piani  osculatori  della  curva  gobba  di  quarto  ordine  con 
un  punto  di  regresso  sono  piani  tangenti  comuni  a due 
sezioni  coniche,  le  quali  hanno  in  comune  un  punto  E , 
e tra  le  quali  una  ha  per  tangente  in  questo  punto  la 
retta  d’ intersezione  dei  loro  piani. 

Ili)  La  curva  gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso 
è determinala , quando  sono  dati  i due  coni  di  secondo 
grado  dai  quali  ha  origine  la  curva;  basta  quindi  che  siano 
dati  il  punto  stazionario  M*,  come  vertice  dell’  un  cono, 
il  punto  E del  piano  stazionario,  il  vert^-e  M del  cono 
bitangente,  il  punto  di  intersezione  del  piano  .tf'p,  col 
piano  stazionario  e col  piano  tangente  comune  ai  due 
coni,  ed  un  unico  punto  della  curva  diverso  da  A/*  e da  E. 
Questi  elementi  forniscono  per  ognuno  dei  due  coni  cin- 
que generatrici  e quindi  ognuno  di  essi  è determinato. 

IV)  Poiché  per  stabilire  la  collineazione  di  due  spazi  si  possono 

assumere  ad  arbitrio  cinque  coppie  di  punti  corrispon- 
denti dei  due  spazi  (Cfr.  § 44),  cosi  due  curve  gobbe  di 
quarto  ordine  qualsiasi  che  hanno  un  punto  di  regresso 
sono  tra  loro  collineari. 

V)  Ai  quattro  punti  d'intersezione  di  un  piano  con  una  curva 

gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso,  corri- 
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spendono  nella  curva  collineare  quattro  punti  situati  nel 
piano  corrispondente  a quello  secante. 

VI)  Ai  piani  osculatori  di  una  curva  gobba  di  quarto  ordine  con 
un  punto  di  regresso  che  passano  per  un  punto  dello 
spazio,  corrispondono  piani  osculatori  della  curva  colli- 
neare che  passano  pel  punto  corrispondente  al  dato. 
Esercizi.  1)  Si  disponga  un  cono  ed  un  cilindro  di  secondo  grado  in  modo 
che  la  loro  curva  di  intersezione  possegga  un  dato  punto 
stazionario  ed  abbia  per  tangente  in  quel  punto  una  data 
retta  ; si  determini  la  posizione  del  suo  piano  stazionario. 
Si  disegni  la  curva  nel  caso  in  cui  essa  abbia  un  punto 
doppio  isolato. 

2)  Se  la  curva  di  intersezione  di  un  cilindro  e di  un  cono  pos- 

siede un  ramo  infinito,  a questo  corrisponde  un  punto 
doppio;  come  si  ottengono  le  sue  tangenti? 

3)  Si  disponga  la  curva  di  intersezione  di  due  coni  di  secondo 

grado  o di  un  cono  con  un  cilindro  di  secondo  grado  in 
modo  che  la  curva  abbia  un  punto  doppio  a distanza  infi- 
nita; si  caratterizzi  la  curva  nelle  vicinanze  di  quel  punto. 

4)  Costruire  una  curva  gobba  di  quarto  ordine  come  intersezione 

di  un  cono  e di  un  cilindro  di  secondo  grado  per  modo  che 
abbia  un  punto  stazionario  all'  infinito.  Dare  le  caratteri- 
stiche della  curva  doppia  della  sua  superfìcie  sviluppabile. 

5)  Si  costruisca  una  curva  gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto 

di  regresso  e due  assintoti. 

6)  Si  dimostri  che  le  due  coniche  deU’Oss.  II  di  questo  para- 

grafo, e con  esse  la  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  di 
quarto  ordine  con  punto  di  regresso,  si  possono  determi- 
nare con  cinque  piani,  e si  dimostri  come  corollario  che 
ogni  curva  gobba  di  quarto  ordine  con  un  punto  di  re- 
gresso è proiettiva  reciproca  alla  superficie  sviluppabile 
di  un’  altra  curva  qualunque  di  quarto  ordine  con  un 
punto  di  regresso. 

86.  Le  precedenti  ricerche  non  hanno  esaurito  tutto  ciò  che 
è importante  di  conoscere  per  la  costruzione  della  curva  di  in- 
tersezione di  due  superficie  coniche  di  secondo  grado,  restano 
da  considerarsi  le  questioni  che  si  riferiscono  alla  superficie 
sviluppabile  bitangente  della  curva  di  intersezione  ed  alla  curva 
nodale  della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  data. 

In  quanto  alla  sviluppabile  bitangente  è stato  osservato 
(§  83)  che  parte  di  questa  superficie  sviluppabile  è formata  dai 
coni  di  secondo  grado  che  determinano  colla  loro  interse- 

FienLRR-  — (ìeomtiria  descrittiva.  19 
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zione  la  curva  stessa  del  quarto  ordine,  questa  parte  è della 
classe  quarta , cosicché  si  ha  da  determinare  l’ altra  parte  che 
dovrà  essere  della  stessa  classe.  La  curva  doppia  essendo  del- 
l’ ordine  x ed  il  caso  della  intersezione  ordinaria  di  due  coni 
corrispondendo  al  caso  b)  della  Oss.  IX*,  § 84,  questa  curva  ora 
è dell’ordine  sedicesimo;  di  più,  siccome  ogni  tangente  alla 
curva  gobba  è segata  da  altre  r — 4 tangenti,  cosi  la  curva 
doppia  è segata  da  infinite  rette,  cioè  da  tutte  le  tangenti 
alla  curva  gobba  in  quattro  punti. 

La  forma  la  più  speciale,  per  la  quale  vi  sono  delle  simme- 
trie tra  le  diverse  parti  della  curva  che  si  sta  considerando,  è 
quella  che  si  presenta  nel  caso,  in  cui  i due  coni  che  determinano 
la  curva  di  quarto  ordine  abbiano  un  piano  principale  comune, 
cioè  un  piano  diametrale  che  divida  per  metà  le  corde  dei  due 
coni  che  sono  perpendicolari  a quc-1  piano  (Cfr.  § 68).  Ogni  piano 
normale  al  piano  principale  comune  taglia  i due  coni  in  curve 
di  secondo  grado,  per  ciascuna  delle  quali  un  asse  trovasi  nella 
retta  d’ intersezione  di  quel  piano  principale  col  piano  secante. 
Se  questo  piano  principale  lo  si  assume  parallelo  al  secondo 
piano  di  proiezione,  nell’ipotesi  di  proiezioni  parallele  ortogo- 
nali, la  costruzione  della  curva  di  intersezione  dei  due  coni  e 
della  superficie  sviluppabile  presenta  le  seguenti  particolarità 
(Tav.  III). 

La  retta  parallela  all’asse  OX  che  congiunge  le  prime 
proiezioni  dei  vertici  M,  M*,  contiene  due  assi  AB',  A*’B*’  delle 
prime  tracce  S,-w,  S,w*  dei  coni  e la  prima  traccia  della  retta 
MM*.  Il  secondo  contorno  apparente  di  un  cono  può  segare 
quello  dell’  altro  cono  in  C",  fì".  E ",  F";  allora  questi  punti  sono 
le  seconde  proiezioni  di  punti  della  curva  di  intersezione,  le  cui 
prime  proiezioni  C',  W,  E',  F'  trovansi  nella  parallela  all’asse 
OX  che  contiene  due  degli  assi  delle  prime  tracce  dei  coni , ed 
in  questi  punti  le  tangenti  alla  curva  sono  parallele  all’asse  OY. 
I piani  del  fascio  ausiliario  (§  79)  che  serve  a costruire  la  curva 
d’intersezione,  sono  disposti  due  a due  simmetricamente  rispetto 
al  piano  principale,  le  loro  tracce  orizzontali  sono  simmetriche 
rispetto  alla  traccia  di  quel  piano  principale  che  contiene  due 
degli  assi  delle  tracce  dei  coni;  se  si  immagina  una  coppia  di 
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quelle  tracce  simmetriche  s,,  s*,  delle  quali  la  prima  seghi  le 
tracce  S,‘v,  S,M*  dei  coni  respettivamente  in  1',  2',  3',  4'  e la  se- 
conda nello  stesso  ordine  nei  punti  1*',  2*',  3*',  4*',  ne  segue,  per 
la  simmetria  ortogonale  delle  tracce  dei  coni  rispetto  all’  asse 
comune,  che  le  coppie  di  punti  ri*’;  2’2*';  3’3*';  4'4*',  trovansi 
ciascuna  in  una  retta  normale  a questo  asse,  quindi  hanno  la 
stessa  seconda  proiezione;  ne  segue  inoltre  che  le  generatrici 
dei  coni,  che  passano  per  questi  punti,  non  hanno  soltanto  le 
loro  prime  proiezioni  nelle  coppie  JHT,  .W'1*';  M' 2',  M' 2*';  M' 3', 
W'3*';  ec.,  disposte  simmetricamente  rispetto  alla  AB',  ma  di 
più  le  seconde  proiezioni  delle  generatrici  di  una  coppia  M I”, 
ec.,  coincidono.  Ora  le  coppie  di  generatrici  A/i,  A/*3; 
Mi,  M* 4;  .1/2,  M*3;  .1/2,  U* 4,  determinano  respettivamente  i 
punti  Pt,  P3,  P3,  P,,  e le  coppie  di  generatrici  J/i*,  A/*3*; 
A/l*,  Af*4*  ; ,1/2*,  l/*3*  ; ,1/2*,  ,17*4*,  quattro  altri  punti  P*,  P*, 
P*,  P*  della  curva  di  intersezione  e si  vede  che  questi  nella 
loro  prima  proiezione  si  possono  riunire  in  coppie  di  punti  P,, 
Pt*;  ec.,  su''0!  normali  dell’asse  OX,  mentre  le  seconde  proie- 
zioni di  ogni  coppia  sono  coincidenti. 

La  seconda  proiezione  della  curva  di  intersezione  ha  quindi 
la  proprietà  che  ogni  suo  punto  è la  proiezione  di  due  punti 
della  curva  stessa,  le  prime  proiezioni  dei  quali  sono  disposte 
in  simmetria  ortogonale  rispetto  all*  asse  comune  delle  tracce 
dei  coni  (analogamente  per  le  tangenti;  vedasi  più  avanti)  : la 
seconda  proiezione  deve  dunque  essere  incontrata  in  soli  due 
punti  da  una  retta  qualunque,  è quindi  una  parte  di  una  sezione 
conica,  la  quale  passa  per  C",  D",  E",  F"  ed  è limitata  da  quei 
punti.  Se  ne  conclude  che  il  secondo  cilindro  che  proietta  la 
curva  di  intersezione  dei  due  coni  è un  cilindro  doppiamente 
proiettante,  ossia  una  parte  della  superficie  sviluppabile  bi- 
tangente  della  curva  di  intersezione. 

Finora  si  sono  quindi  determinate  tre  parti  della  superfi- 
cie sviluppabile  bitangente  alla  curva  di  intersezione,  le  quali 
prese  complessivamente  formano  una  superficie  della  sesta 
classe;  due  di  queste  parti  sono  i coni  che  generano  la  curva 
di  intersezione  e la  terza  è il  cilindro  ora  costruito.  Per  com- 
pletare la  superficie  bitangente  ne  manca  una  parte,  la  quale 
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sarà  di  seconda  classe,  perchè  tutta  la  detta  superficie  deve 
essere  dell’ottava  classe  (y  = 8)  ; questa  parte  residua  sarà  dun- 
que, come  le  prime  tre,  un  cono  di  seconda  classe  (Cfr.  § 80, 
Oss.  ni,  avuto  riguardo  al  principio  di  dualità). 

Per  la  ricerca  di  questa  ultima  parte  della  superficie  bitan- 
gente  si  procede  nel  seguente  modo.  Nella  seconda  proiezione  le 
coppie  di  punti  P",  P,";  P,",  P,”  si  trovano  sopra  rette  che  pas- 
sano per  M*";  le  rette  P/P,'  , P,"P,"  si  segano  quindi  in  un  punto 
Y*’’,  il  quale  è il  polo  della  retta  rispetto  alla  conica 

che  rappresenta  la  curva  di  intersezione,  e nel  quale  punto  si 
dovranno  perciò  segare  le  corrispondenti  congiungenti  di  tutti 
i gruppi  di  punti  cosi  formati  (ottenuti  cioè  da  due  piani  sim- 
metrici rispetto  al  piano  principale  del  fascio  di  piani  ausi- 
liari). Oltreciò  i piani  P,P,*Pt*Pk , PtP*P*P,  contengono 
una  retta  parallela  all’asse  OY,  la  quale  è in  pari  tempo  l'in- 
tersezione del  piano  polare  di  Al  rispetto  al  cono  di  secondo 
grado  col  vertice  in  Al*  e del  piano  polare  di  Al*  rispetto  al  cono 
di  secondo  grado  che  ha  il  vertice  in  M;  l’ intersezione  di  que- 
sta retta  col  piano  principale  comune  ai  due  coni  è inoltre  la 
intersezione  delle  quattro  rette  PtP P*Pk,  P,P*  e P*Pit 
come  risulta  anche  dalla  prima  proiezione.  Ma  poiché  quest’  ul- 
tima conclusione  vale  per  tutti  i gruppi  di  otto  punti  della  curva 
situati  in  due  piani  simmetrici  del  fascio  ausiliario,  così  si  con- 
clude che  Y*  è il  vertice  di  un  cono  di  seconda  classe  doppia- 
mente proiettante  la  curva  di  intersezione,  ed  è quindi  l’ul- 
tima parte  della  superficie  sviluppabile  bitangente  alla  curva 
di  intersezione.  L’ iperbole  S,J*  è la  traccia  orizzontale  di  que- 
st’ ultima  parte  della  superficie. 

Se  si  considerano  inoltre  i piani  tangenti  alle  superficie 
coniche  M,  Al*  lungo  le  generatrici  che  passano  per  t,  2,  3, 
4,  1*, ...,  le  coppie  di  piani  che  toccano  i coni  lungo  le  genera- 
trici 1.1/,  1*A/;  Al* 3,  M* 3*;  ec.,  sono  disposte  simmetricamente 
rispetto  al  piano  principale  comune  ai  due  coni , a causa  della 
simmetria  ortogonale  dei  coni  rispetto  al  piano  stesso;  quelle 
coppie  di  piani  tangenti  si  segano  quindi  secondo  rette  situate 
nel  detto  piano  principale  : ora,  siccome  la  tangente  in  P,  si  ot- 
tiene come  intersezione  dei  piani  tangenti  lungo  A/l  e Al* 3 e la 
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tangente  in  Pt*  come  intersezione  dei  piani  tangenti  lungo  MI*, 
H*3*,  così  ne  segue  che  entrambe  queste  rette  si  segheranno 
nel  piano  principale  comune  ai  due  coni.  Lo  stesso  si  ottiene 
per  le  coppie  di  tangenti  alla  curva  di  intersezione  in  Pt, 
P*;  Ps,  Ps*-,  P 4,  P*.  Lo  stesso  si  dica  per  tutti  i gruppi  di 
tangenti  in  otto  punti  della  curva  di  intersezione  dei  due 
coni  che  si  trovano  in  una  coppia  di  piani  ausiliari  simme- 
trici rispetto  al  piano  principale.  In  questo  piano  principale 
giace  dunque  una  curva  doppia  della  superficie  sviluppabile 
della  curva  di  intersezione.  E evidente  che  questa  curva  incon- 
tra in  C,  D,  E,  F la  curva  stessa  di  intersezione.  Si  osservi 
inoltre  che  il  piano  di  questa  curva  doppia  contiene  i vertici 
M,  M*,  Y*  dei  tre  coni  doppiamente  proiettanti. 

Con  ciò  è indicata  la  via  da  seguirsi  per  conoscere  la  posi- 
zione delle  rimanenti  curve  doppie,  e contemporaneamente  le 
simmetrie  che  si  hanno  in  generale.  La  simmetria  ortogonale 
dello  superficie  coniche  che  hanno  i vertici  in  M,  M*,  Y * e della 
loro  curva  di  intersezione  rispetto  al  piano  principale  comune 
ai  coni  MedAl*,  non  è altro  che  una  forma  speciale  di  una  in- 
voluzione di  quella  linea,  nella  quale  il  piano  di  collineazione  è 
Mhl*Y*  ed  il  centro  è all’infinito  nella  direzione  OY  (Cfr.  § 42). 

Di  tali  collineazioni  centrali  in  involuzione  se  ne  presen- 
tano ancora  tre,  soltanto  queste  hanno  i loro  centri  a distanza 
finita  e sono  quindi  della  forma  più  generale. 

Prendiamo  ,W  per  centro  di  collineazione  e per  piano  di 
omologia  il  piano  polare  della  retta  M*M  rispetto  al  cono  di 
vertice  M* , allora  il  cono  di  vertice  M*  corrisponde  a se  stesso 
in  una  omologia  in  involuzione  (§  30,  § 68)  ed  in  questa  corri- 
sponderà quindi  a se  stessa  anche  la  curva  del  quarto  ordine,  e 
per  conseguenza,  siccome  il  punto  all’  infinito  delle  generatrici 
del  cilindro  che  fa  parte  della  sviluppabile  bitangente  e che 
non  è altro  che  il  punto  all’  infinito  di  OY,  come  pure  il  punto 
Y*  sono  sul  piano  polare  di  MM*  rispetto  al  cono  M*,  cosi  an- 
che il  cilindro  ed  il  cono  di  vertice  Y*  corrispondono  a se  stessi 
in  questa  involuzione.  Le  tangenti  alla  curva  di  quarto  ordine 
nei  punti  corrispondenti,  vale  a dire  in  quei  punti  che  ap- 
partengono ad  una  stessa  generatrice  del  cono  M , sono  rette 
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corrispondenti  e quindi  si  tagliano  in  un  punto  del  piano  di  omo- 
logia M*Y*Y;  in  questo  piano  si  troverà  dunque  una  curva  dop- 
pia della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  di  quarto  ordine. 

Così  pure  prendendo  per  centro  M* , per  piano  di  collinea- 
zione  MY*Y  (Fé  all’ infinito),  si  ha  un’  altra  omologia  in  invo- 
luzione e sul  piano  di  omologia  si  ha  una  terza  curva  doppia 
della  sviluppabile;  finalmente  si  vede  che  sul  piano  MM*Y, 
preso  come  piano  di  omologia  in  una  involuzione  di  cui  Y*  è 
il  centro,  si  trova  una  quarta  curva  doppia  della  sviluppabile 
osculatrice. 

In  ogni  caso  il  centro  dell’  involuzione  è l’ intersezione  delle 
rette  polari  dei  piani  di  collineazione  rispetto  ai  coni  del  gruppo. 

I piani  delle  curve  doppie  della  superficie  sviluppabile 
sono  dunque  i piani  determinati  dai  vertici  dei  coni  che  pro- 
iettano doppiamente  la  curva  presi  a tre  a tre. 

Ogni  generatrice  della  superficie  sviluppabile,  ossia  ogni 
tangente  della  curva  di  intersezione  sega  quattro  altre  tangenti 
della  stessa  in  quattro  punti,  i quali  sono  quelli  di  incontro 
di  questa  tangente  coi  quattro  piani  determinati  dai  vertici  dei 
coni  doppiamente  proiettanti  la  curva  presi  a tre  a tre.  La  tan- 
gente che  ogni  generatrice  incontra  in  uno  qualunque  di  quei 
quattro  piani,  è quella  che  ha  il  punto  di  contatto  sulla  gene- 
ratrice che  contiene  il  punto  di  contatto  della  tangente  data  e 
che  appartiene  al  cono,  il  cui  vertice  non  è contenuto  in  quel 
piano  che  si  considera. 

La  nozione  di  queste  simmetrie  é molto  utile  per  la  co- 
struzione della  curva  d’ intersezione. 

La  Fig.  della  Tav.  Ili  dà  le  curve  doppie  corrispondenti  ai 
vertici  M,  M*,  Y*.  Y,  e sono  Di/,  Di/*,  Dy  (in  proiezione  oriz- 
zontale), D y (in  proiezione  verticale)  : la  tangente  in  P , è incon- 
trata dalle  tangenti  in  P%,  Ps,  P*,  P*  respetti vamente  nei 
punti  12,  13,  14*,  11*  appartenenti  a quelle  curve  doppie;  la 
tangente  in  P*  da  quelle  in  P ,*,  P*,  P„  Pt  nei  punti  di 
quelle  stesse  curve.  Le  tracce  orizzontali  di  queste  cinque  tan- 
genti sono  indicate  con  S,  e si  trovano  sui  corrispondenti  rami 
della  traccia  orizzontale  D,  della  superficie  sviluppabile. 

Nei  punti  G,  H,  I,  K la  curva  di  intersezione  è incontrata 
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dalla  curva  doppia  Dm*;  a questi  punti  corrispondono  i quat- 
tro punti,  in  cui  la  traccia  S,-v  è toccata  dalla  traccia  orizzontale 
della  superficie  sviluppabile,  e questa  ha  dei  tiessi  nelle  tracce 
dei  piani  stazionari  della  sviluppabile.  Ina,,  a,  sono  disegnatigli 
assintoti  della  curva  e le  loro  tracce  sono  indicate  dai  punti  6',. 

Si  passa  ora  facilmente  da  questo  caso  speciale,  in  cui  i 
due  coni  hanno  un  piano  principale  comune  al  caso  generale. 
Sapendo  infatti  che  la  sviluppabile  bitangente  deve  essere  del- 
l’ottavo ordine  e la  curva  doppia  della  sedicesima  classe,  se 
mostreremo  che  fanno  parte  della  sviluppabile  bitangente  quat- 
tro coni  di  secondo  grado  e della  curva  doppia  quattro  curve 
piane  incontrate  da  ciascuna  tangente  alla  curva  del  quarto 
ordine  ognuna  in  un  punto,  avremo  in  quei  coni  ed  in  quelle 
curve  respettivamente  la  superficie  sviluppabile  bitangente  e 
la  curva  doppia  che  cercavamo.  Ora  se  il/, , M,  sono  1 vertici 
delle  due  superficie  coniche  di  secondo  grado  date  A',,  Kx , 
i vertici  A/„  .1/,  di  altri  due  coni  K,,  A\  che  proiettano  doppia- 
mente la  curva  di  intersezione  dei  coni  dati  si  trovano  nel 
seguente  modo  ; sulla  retta  d’ intersezione  del  piano  polare 
di  A/,Af,  rispetto  al  cono  A/,  e del  piano  polare  di  A/, A/,  rispetto 
al  cono  A/,  si  trovano  due  involuzioni  di  poli  armonici,  deter- 
minate dai  coni  AT,,  K , respettivamente,  esse  hanno  in  comune 
una  coppia  di  punti  (§  31,  Es.  li)  che  indicheremo  con  M„  .1/,; 
il  piano  A/,A/,A/,  è quindi  il  piano  polare  tanto  di  A/, A/,  rispetto  al 
cono  Kt,  quanto  di  A/, A/,  rispetto  al  cono  A’„  quindi  prendendo  il 
punto  Af,  per  centro  di  una  omologia  in  involuzione  e per  piano 
di  collineazione  il  piano  A/, A/, A/,,  i coni  A] . A\  corrispondono  a 
se  stessi  in  questa  omologia,  sicché  ad  ogni  punto  della  linea 
sezione  deve  corrispondere  un  altro  punto  della  stessa  linea; 
quindi,  poiché  i punti  corrispondenti  sono  sopra  raggi  che  pas- 
sano pel  centro  di  omologia,  le  rette  che  da  A/,  proiettano 
i punti  della  curva  intersezione  dei  coni  K , , A\ , incontrano 
due  volte  la  curva;  questo  cono  è del  secondo  ordine,  poiché 
ogni  piano  condotto  pel  vertice  non  può  contenere  che  quattro 
punti  della  curva  sezione  e quindi  due  sole  generatrici  del 
cono;  parimente  si  dimostrerebbe  che  si  può  costruire  un 
cono  Ks  di  vertice  A/,,  le  cui  generatrici  incontrano  due  volte 
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la  curva  sezione;  questi  coni  A,,  À',  fanno  dunque  parte,  in- 
sieme a A", , A' , della  sviluppabile  bitangente.  Inoltre  i piani 
di  omologia  , .W,.W,A/, , sono  quelli  nei 

quali  giacciono  le  curve  doppie  della  sviluppabile  osculatrice 
alla  curva  di  intersezione,  poiché  contengono  i punti  d' inter- 
sezione delle  tangenti  nei  punti  corrispondenti  nel  le  quattro 
involuzioni. 

Osservai.  1)  Se  uno  dei  punti  A/, , -V,  è disposto  in  modo  ohe  da  questo 
non  si  possano  condurre  al  cono  che  ha  il  vertice  nell’  al- 
tro punto  piani  tangenti  reali,  sono  reali  i vertici  degli 
altri  due  coni  doppiamente  proiettanti. 

II)  I punti  (nella  Fig.  della  Tav.  HI,  C,  V,  E , F,  G , H , I,  K) 

nei  quali  le  curve  doppie  della  sviluppabile  osculatrice  alla 
curva  gobba  di  quarto  ordine  incontrano  la  curva  stessa, 
sono  i punti  di  contatto  dei  piani  stazionari  della  curva.  Il 
loro  numero  totale  è 10;  nel  caso  della  Figura  che  si  con- 
sidera ve  ne  sono  otto  reali , i quali  trovansi  nelle  due 
facce  MY*M* , MY*Y  del  tetraedro  formato  dai  vertici  dei 
coni  bitangenti.  I piani  stazionari  stessi  per  ogni  gruppo 
di  quattro  punti  sono  i piani  tangenti  al  cono  corrispon- 
dente. Cosile  tangenti  alla  curva  in  C,  D,  E,  F,  per  es., 
sono  parallele  all’asse  OY,  sicché  la  seconda  proiezione 
(§  84,  Oss.  II)  ha  in  C",  D",  E',  F1  dei  cuspidi,  ed  i ra- 
mi della  curva  si  trovano  da  una  medesima  parte  rispetto 
alla  tangente  e si  cuoprono.  Questa  è la  ragione,  per  cui  la 
seconda  proiezione  della  curva  ha  dei  limiti  reali.  Le  curve 
doppie  sono  curve  piane  del  quarto  ordine  ( x = 4.  4)  con 
tre  punti  doppi  nei  corrispondenti  vertici  dei  coni.  Per  la 
curva  completa  questi  sono  quattro  punti  sestupli. 

III)  I punti  doppi  della  traccia  della  superfìcie  sviluppabile  della 

curva  trovansi  nelle  tracce  omonime  dei  piani  delle  curve 
doppie  di  quella  superfìcie. 

Esercizi.  1 ) Se  i coni  dati  hanno  un  piano  diametrale  e la  direzione  co- 
niugata in  comune,  la  proiezione  obliqua  della  curva  se- 
zione fatta  sopra  un  piano  parallelo  al  piano  diametrale 
comune,  prendendo  per  raggi  proiettanti  quelli  paralleli 
alla  direzione  coniugata,  è una  conica. 

2)  Si  mostri  come  dal  caso  dei  coni  col  piano  principale  comune 
si  possa  dedurre  il  caso  generale  mediante  una  proiezione 
centrale  omologica.  In  che  modo  si  ottiene  il  caso  spe- 
ciale indicato  nell’ Es.  1? 
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3)  Si  spieghi  l’ uso  che  si  può  fare  nella  costruzione  dei  vertici 

dei  coni  doppiamente  proiettanti  c dei  loro  piani. 

4)  Quale  condizione  è necessaria  affinchè  siano  immaginari  i due 

coni,  coi  vertici  in  Af3,  Af, , i quali  passano  per  la  curva 
di  intersezione  di  due  coni  di  secondo  grado  A',,  A',  che 
hanno  i vertici  in  A/,,  A/,  (Cfr.  § 31,  Es.  11)? 

. 5)  Da  che  sono  caratterizzati  i punti,  nei  quali  la  traccia  della 

superficie  sviluppabile  della  curva  di  intersezione  è tan- 
gente alle  tracce  omonime  dei  coni  bitangenti? 
b)  Si  determinino  gli  altri  due  vertici  dei  coni  doppiamente  proiet- 
tanti la  curva  di  intersezione  di  una  superficie  cilindrica  e 
di  una  superfìcie  conica  di  secondo  grado , che  hanno  un 
piano  principalecomune,  e si  costruisca,  col  mezzo  dei  piani 
delle  curve  doppie  della  superfìcie  sviluppabile  di  questa 
curva  di  intersezione,  la  curva  stessa  per  punti  e per  tan- 
genti. In  particolare  si  risolva  il  problema  per  un  cilindro 
di  rotazione  A/, , S,1  coll’  asse  parallelo  ad  OZ  ed  un  cono 
di  rotazione  M„,  s’,,  il  cui  asse  seghi  quello  del  cilindro 
e sia  parallelo  ad  OY.  Nella  Tav.  IV  1 è indicata  la  costru- 
zione per  questo  caso  particolare.  La  retta  d’ intersezione 
dei  piani  polari  di  A/,  e Af,  nei  coni  A/,S,',  Af,Si(  è m„  , 
le  involuzioni  G, , //,  ; G, , //,  (questi  punti  ne  sono  i 
punti  doppi)  che  si  trovano  in  questa  retta,  hanno  per  cop- 
pia comune  il  centro  Af,  cd  il  punto  all’  infinito  A/,.  Dei 
quattro  coni  doppiamente  tangenti  alla  curva  non  è dise- 
gnato che  quello  iperbolico  che  ha  il  vertice  in  Af, , la  trac- 
cia del  quale  trovasi  nel  terzo  piano  di  proiezione.  Pel 
vertice  Afs  il  cono  corrispondente  ha  per  seconda  traccia 
l’ellisse  s,s;  pel  vertice  A/,,  il  cerchio  s,’  e per  Af , , i 
due  archi  di  cerchio  AB,  CD  del  cerchio  S,'  compresi 
tra  le  linee  del  contorno  apparente  del  cono  Af,  ; l’ iper- 
bole S/  sarebbe  compresa  nell’  interno  del  contorno  ap- 
parente del  cilindro  Af, . 

La  costruzione  dei  punti  e delle  tangenti  della  curva  di  in- 
tersezione delle  due  superficie  fu  eseguita  ed  è indicata 
pei  piani  ausiliari  e simmetrici  s, , «,*;  quando  la  tan- 
gente t , in  P,  è determinata  come  intersezione  dei  re- 
lativi piani  tangenti,  le  tangenti  in  P,*,  P,,  P3,  P,  nella 
proiezione  verticale  si  ottengono  col  mezzo  delle  proie- 
zioni orizzontali  dii,*,  f, , f3,  f,  e col  mezzo  dei  punti  11', 
12,  13,  14  delle  curve  doppie;  le  rette  t3”  sono  paral- 
lele. Le  tangenti  negli  altri  tre  degli  otto  punti  forniti  dai 

1 Nella  Tav.  IV  manca  nella  prima  percezione  la  lettera  C e vi  è per  errore  lì  in 
luogo  di  I>. 
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suddetti  piani  secanti,  le  cui  tracce  sono  s,,  s,*,  trovatisi 
con  ciò  evidentemente  determinati,  esse  sono  due  a due 
parallele.  Si  caratterizzino  gli  otto  piani  stazionari  reali 
relativi  a questo  caso. 

7)  Si  facciano  le  stesse  costruzioni  pel  caso  della  curva  di 

intersezione,  di  due  cilindri  di  rotazione,  i cui  assi  si  se- 
gano ad  angolo  retto  e sono  respettivamente  paralleli 
ad  OX,  0 /.  Si  considerino  altri  casi  particolari. 

8)  Si  costruiscano  in  proiezione  centrale  gli  altri  due  vertici  dei 

coni  doppiamente  proiettanti  ed  i piani  delle  curve  doppie 
della  superficie  sviluppabile  per  la  curva  di  intersezione 
di  due  coni  di  secondo  grado,  nell’ipotesi  che  questa 
curva  abbia  due  rami  reali  infiniti. 

9)  Si  discuta  quali  sono  le  relazioni  che  esistono  per  la  costru- 

zione dei  vertici  dei  coni  doppiamente  proiettanti,  e la 
costruzione  dei  piani  delle  curve  doppie  inscritte  per  curve 
gobbe  di  quarto  ordine  respettivamente  con  un  punto  dop- 
pio o con  un  punto  di  regresso  e per  curve  gobbe  di  terzo 
ordine  colle  loro  secanti;  finalmente  per  curve  di  interse- 
zione di  quarto  ordine  con  due  punti  doppi  che  si  de- 
compongono in  due  coniche. 

10)  Si  dimostri  il  Teorema:  1 quattro  piani  determinati  da  una 

tangente  ad  una  curva  di  quarto  ordine,  data  da  due  coni 
di  secondo  grado  e dai  quattro  vertici  dei  coni  proiettanti, 
formano  un  fascio  di  piani,  il  cui  rapporto  anarmonico  è 
costante.  Riferendosi  alle  notazioni  della  Tav.  Ili,  si  ha 

(t, . YJI/iVY»)  = cost. 

od  anche 

(*,.(,»  1. 1)^*)==  cost., 

cioè  il  fascio  dei  quattro  piani  determinati  da  una  tangente 
alla  curva  e dalle  altre  quattro  tangenti  che  la  segano, 
formano  un  gruppo,  il  cui  rapporto  anarmonico  è costante. 

11)  Si  osservi  che  le  tracce  di  questo  fascio  di  piani  formano  un 

fascio  di  raggi  il  cui  rapporto  anarmonico  è costante,  si 
ha  cosi  per  le  otto  tangenti  di  un  gruppo 

*1  > lil  *3  » *4  » *!  » *3  > 7 

(«,•«.*  h h f**)==(fl*.  f,  f,*f,*t»), 

ossia:  Le  tracce  di  quelle  tangenti  in  un  piano  qualunque, 
per  es.  le  loro  S, , sono  otto  punti  di  una  stessa  conica. 
Si  ha  inoltre  che  le  proiezioni  delle  otto  tangenti  in  un  piano 
qualunque  sono  tangenti  ad  una  stessa  conica  (Cfr. 
§ 101). 
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B.  Delle  superficie  curve  in  generale 
ed  in  particolare  delle  superficie  di  secondo  grado. 


87.  Una  superficie  si  può  considerare  come  il  luogo  geo- 
metrico delle  posizioni  di  una  curva,  la  quale  si  muove  e cam- 
bia di  forma  con  leggi  determinate,  essa  dicesi  dell’ordine  m 
se  una  retta  qualunque  la  incontra  al  più  in  mi  punti;  talché 
ogni  retta  che  contenesse  più  di  m punti  della  superficie,  avrebbe 
tutti  i suoi  punti  in  comune  colla  superficie  medesima,  ossia 
giacerebbe  interamente  su  di  essa  (Cfr.  § 62 , § 80). 

Una  retta  t che  unisce  due  punti  infinitamente  vicini  della 
superficie,  dicesi  tangente  alla  superficie  e 1’  elemento  P che 
unisce  quei  punti,  è il  suo  punto  ili  contano.  Per  P passano  in- 
finite curve  che  trovansi  sulla  superficie  e che  sono  toccate  in  P 
dalla  retta  t,  e tra  queste  vi  sono  le  intersezioni  della  superficie 
coi  piani  che  contengono  la  t;  queste  sezioni  piane  sono  curve 
dell’ordine  rn  ed  hanno  in  comune  colla  retta  t oltre  ai  due  punti 
riuniti  in  P altri  m — 2 punti. 

Se  per  un  punto  P della  superficie  si  tirano  due  tangenti 
t , alla  stessa,  queste  determinano  un  piano  che  taglia  la  su- 
perficie secondo  una  curva,  la  quale  ha  riunite  in  P due  delle 
sue  intersezioni  tanto  con  f,  che  con  /,  ; questo  punto  P è quindi 
un  punto  doppio  della  curva  di  intersezione.  Segue  da  ciò,  che 
ogni  retta  che  passa  per  P e trovasi  nel  piano  f,  , contiene 
in  P una  coppia  di  punti  coincidenti  comuni  colla  superfìcie, 
per  cui  tale  retta  sarà  una  tangente  alla  superficie  in  quel 
punto.  Il  piano  di  tutte  quelle  tangenti  dicesi  piano  tangente 
alla  superficie  nel  punto  P ed  è determinato  da  due  tangenti 
alla  superficie,  cioè  dalle  tangenti  in  P a due  curve  situate  sulla 
superficie  e che  passano  per  quel  punto.  La  perpendicolare  al 
piano  tangente  condotta  per  P è la  normale  alla  superficie  in 
quel  punto. 

Tra  tutte  le  tangenti  alla  superficie  nel  punto  P devonsi 
distinguere  le  l,  /*,  le  quali  sono  in  pari  tempo  le  tangenti  alla 
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curva  di  intersezione  del  piano  tangente  colla  superficie  nel 
punto  P e che  quindi  in  quel  punto  hanno  in  comune  colla  su- 
perficie tre  punti  infinitamente  vicini,  a differenza  delle  altre 
tangenti  t,  di  quel  piano,  le  quali  ne  hanno  in  comune  sol- 
tanto due.  Segue  da  ciò , che  le  intersezioni  colla  superficie  dei 
piani  che  passano  respetti vamente  per  l,  t*  sono  curve,  le  quali 
in  P hanno  in  comune  colle  t,  t*  tre  punti  infinitamente  vicini, 
ossia  queste  rette  sono  tangenti  di  inflessione  per  quelle  curve 
nel  loro  punto  P di  contatto.  Tali  tangenti  diconsi  perciò  tan- 
genti principali , tangenti  di  inflessione , od  anche  rette  oscula- 
trici della  superficie. 

Il  punto  doppio  P della  curva  di  intersezione  del  piano 
tangente  (§  62)  colla  superficie  può  essere  di  diversa  natura, 
cioè  può  essere  un  punto  doppio  ordinario,  un  punto  di  re- 
gresso od  un  punto  isolato,  e corrispondentemente  a ciò  le  rette 
osculatrici  in  quel  punto  sono  respettivamente  o reali  e distin- 
te, o coincidenti  od  immaginarie.  Nelle  superficie  si  distinguono 
quindi  i punti  iperbolici,  pei  quali  le  rette  osculatrici  sono 
reali  e distinte;  i punti  parabolici  che  hanno  le  rette  oscula- 
trici coincidenti,  ed  i punti  ellittici,  le  cui  rette  osculatrici  sono 
immaginarie  (Fig.  166). 

Kig.  106. 


Osservaz.  1)  Due  superficie,  i cui  ordini  sono  respettivamente  m,,  ni, , si 
tagliano  in  generale  secondo  una  curva  gobba  dell’  ordine 
m,m,;  tre  superficie,  i cui  ordini  sono  respettivamente  m,, 
mt,  m3,  hanno  in  comune  un  gruppo  di  punti. 

Il)  Due  superficie  si  dicono  tra  loro  tangenti  in  un  punto,  se  in 
questo  ammettono  lo  stesso  piano  tangente.  Si  dice  che 
due  superficie  si  toccano  lungo  una  curva,  se  i punti  di 
questa  sono  comuni  alle  due  superficie  e in  ogni  punto 
della  curva  le  superficie  hanno  lo  stesso  piano  tangente. 
Queste  superficie  si  dicono  l’una  rispetto  all’altra  in- 
scritte o circoscritte  lungo  questa  curva. 

Ili)  I punti  della  sfera  sono  ellittici;  il  punto  di  contatto  di  un 
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piano  tangente  alla  sfera  si  può  infatti  considerare  come 
un  cerchio  di  raggio  infinitamente  piccolo,  e le  rette  oscu- 
latrici sono  allora  le  rette  che  dal  centro  di  questo  cerchio 
vanno  ai  punti  immaginari  circolari  del  piano  tangente. 

IV)  Se  una  superficie  contiene  una  retta  t,  questa  in  ogni  suo 

punto  è una  delle  rette  osculatrici  alla  superficie,  e però 
per  ogni  punto  della  retta  essendo  reale  una  delle  rette 
osculatrici  sarà  reale  anche  1’  altra,  cioè  i punti  della  su- 
perficie lungo  quella  retta  saranno  iperbolici.  Se  pel 
punto  P della  retta  < si  immagina  una  curva  tracciata 
sulla  superficie  e la  relativa  tangente  t,  nel  punto  P , le 
rette  t,  t,  determinano  il  piano  tangente  alla  superficie  in 
quel  punto.  Questo  piano  tangente  in  generale  tocca  la 
superficie  soltanto  nel  punto  P. 

V)  I punti  parabolici  di  una  superficie  formanò  in  generale  la  li- 

nea di  divisione  tra  la  regione  dei  punti  ellittici  e quella 
dei  punti  iperbolici  della  superficie. 

VI)  Tutti  i punti  di  una  superficie  sviluppabile  sono  parabolici. 

Infatti  il  piano  tangente  alla  sviluppabile  in  un  punto  P 
è tangente  alla  superficie  lungo  la  generatrice  che  passa 
per  P,  quindi  ogni  retta  del  piano  tangente  ha  riunite  nel 
punto,  in  cui  incontra  le  generatrici,  due  intersezioni  colla 
superficie  ; perciò  la  generatrice  deve  essere  considerata 
nella  intersezione  della  superficie  col  piano  tangente  co- 
me una  retta  doppia,  e per  conseguenza  come  la  riunione 
delle  due  rette  osculatrici  in  ogni  suo  punto.  Le  super- 
ficie sviluppabili  si  distinguono  dalle  superficie  curve, 
propriamente  dette,  per  la  proprietà  che  ha  il  piano  tan- 
gente in  un  punto  di  toccare  la  superficie  lungo  la  gene- 
ratrice che  passa  pel  punto  di  contatto. 

VII)  Mentre  le  superficie  sviluppabili  hanno  una  serie  semplice- 
mente  infinita  di  piani  tangenti,  e le  curve  una  serie  sempli- 
cemente infinita  di  punti  — ogni  elemento,  cioè,  non  ne  ha 
che  un  altro  successivo — le  superficie  curve  propriamente 
dette  posseggono  invece  una  serie  doppiamente  infinita  di 
piani  tangenti,  come  pure  una  serie  doppiamente  infinita 
di  punti. 

Vili)  Si  dice  che  il  piano  tangente  in  un  punto  parabolico  P di 
una  superficie  ha  in  quel  punto  un  contatto  stazionario 
colla  superficie,  perchè  il  piano  tangente  al  punto  della 
retta  — nella  quale  sono  venute  a coincidere  le  due  rette 
osculatrici  — infinitamente  vicino  a P coincide  col  piano 
tangente  in  P;  infatti  una  retta  del  piano  tangente  che 
incontra  la  retta  osculatrice  in  P in  un  punto  infìnita- 
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mente  vicino  a P avendo  in  quel  punto  due  punti  co- 
muni colla  superficie  è tangente  alla  stessa. 

88.  Può  presentarsi  una  eccezione  alla  legge  fondamentale 
dei  piani  tangenti,  può  cioè  accadere  che  per  un  punto  M di 
una  superficie  passi  una  retta  la,  la  quale  abbia  in  Af  riuniti 
due  punti  d’intersezione  colla  superficie  senza  trovarsi  nel 
piano  determinato  da  due  altre  tangenti  t,,ta.  In  tal  caso  quel 
punto  M dicesi  un  punto  doppio  della  superficie  od  anche  un 
punto  conico. 

Allora  se  t.  è un’altra  retta  qualunque  che  passa  per  M , 
il  piano  tati  taglia  la  superficie  secondo  una  curva,  la  quale  è 
toccata  in  M dalla  retta  ta  ed  il  piano  (,  <,  secondo  una  retta,  la 
quale  come  tutte  le  rette  del  piano  t,  t,  è tangente  in  Afalla  su- 
perfice  e quindi  contiene  in  M due  punti  riuniti  della  sezione , 
perciò  il  punto  M è un  punto  doppio  della  sezione;  dunque  si 
può  dire  che  ogni  piano  passante  per  M taglia  la  superficie  in 
una  curva,  la  quale  ha  in  M un  punto  doppio.  In  generale, 
ciascuna  di  queste  curve  ha  in  M due  tangenti  che  possono  es- 
sere reali  e distinte,  o coincidenti  od  immaginarie,  le  quali 
in  M hanno  in  comune  colla  superficie  tre  punti  successivi  ; la 
superficie  in  un  tale  punto  M ha  quindi  infinite  coppie  di  rette 
osculatrici , e queste  formano  una  superficie  conica  di  secondo 
ordine  e di  seconda  classe  (Fig.  167),  poiché  in  un  piano  qua- 
lunque che  passa  per  M vi  sono  due  e non  più  di  due  generatrici 
del  cono.  Ogni  piano  tangente  a questo 
cono  taglia  la  superficie  secondo  una  curva 
che  ha  in  M un  punto  di  regresso,  poiché 
i due  rami  della  curva  sezione  di  questo 
piano  e della  superficie  hanno  per  comune 
tangente  la  generatrice  di  contatto  del 
cono. 

Un  punto  pup'°  della  superficie  può 
essere  definito  in  modo  analogo  al  punto 
doppio.  Ogni  retta  che  passa  per  tale  punto  ha  in  comune  colla 
superficie  p punti  riuniti  ; ogni  sezione  piana  della  superficie 
che  passa  per  esso,  ha  in  quel  punto  un  punto  pM1‘u, , cioè  la 
curva  d’ intersezione  passa  p volte  per  quel  punto,  ed  in  esso 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE.  303 

in  generale  ha  />  tangenti  distinte;  queste  tangenti  hanno  nel- 
P anzidetto  punto  (p  -+- 1)  punti  riuniti  in  comune  colla  superfì- 
cie, e formano  il  cono  dell’ordine  p tangente  alla  superficie, 
perchè  in  ogni  piano  che  passa  per  p non  si  trovano  più  di  p 
generatrici. 

Osservai.  I)  Se  una  superficie  dell’  ordine  m ha  in  jVf  un  punto  m*p‘°  , 
ogni  retta  che  passa  per  esso  e per  un  altro  punto  della 
• superficie  giace  per  intero  sulla  stessa,  perchè  questa 

retta  ha  in  comune  colla  superficie  ni  -t- 1 punti.  Questa 
superficie  è quindi  un  cono  dell’  ordine  m.  I coni  di  se- 
condo ordine  sono  le  sole  superficie  di  secondo  ordine  con 
un  punto  doppio.  Analogamente,  se  in  una  linea  piana  dei- 
fi  ordine  m vi  è un  punto  multiplo  dell’ordine  m,  quella 
linea  non  è altro  che  fi  insieme  di  m rette  che  passano 
per  quel  punto  multiplo. 

li)  Una  superficie  sviluppabile  contiene  nelle  sue  curve  nodali 
infiniti  punti  doppi;  per  ognuno  di  questi  punti  il  cono 
delle  rette  osculatrici  si  decompone  nella  coppia  dei  re- 
lativi piani  tangenti  della  superficie. 

Ili)  Lo  spigolo  di  regresso  di  una  superficie  sviluppabile  è il 
luogo  dei  punti  doppi  della  superficie,  pei  quali  il  cono 
delle  retto  osculatrici  è una  coppia  di  piani  riuniti  ed 
il  piano,  nel  quale  sono  riuniti  quei  due,  è il  corrispon- 
dente piano  osculatore. 

IV)  Analogamente  a quello  che  si  ha  nel  caso  di  una  superfi- 
cie sviluppabile,  anche  una  superficie  curva  può  conte- 
nere una  curva  nodale  o curva  multipla. 

’)  L’ ordine  di  questa  curva  multipla  non  può  superare 
l(m — t)(m — 2),  perchè  una  curva  piana  semplice  dell’or- 
dine ni  non  può  avere  più  di  quel  numero  di  punti  doppi. 

89.  Secondo  la  definizione  generale,  superficie  del  secondo 
ordine  si  dicono  quelle  che  da  una  retta  qualunque,  non  situata 
per  intero  sulla  superficie,  sono  incontrate  al  più  in  due  punti. 
Queste  superficie  in  generale  vengono  tagliate  da  un  piano  se- 
condo una  curva  del  secondo  ordine. 

Se  le  intersezioni  di  una  retta  con  una  superficie  di  se- 
condo ordine  coincidono  in  un  punto  P , questa  retta  è tan- 
gente alla  superficie  in  quel  punto.  Se  si  immaginano  in  un 
punto  P della  superficie  due  tangenti  t,,  <»,  queste  determi- 
nano il  piano  tangente  T alla  superficie  in  quel  punto;  questo 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECONDA. 


304 

piano  taglia  la  superfìcie  in  una  curva  del  secondo  ordine  con 
un  punto  doppio  in  P,  e le  relative  tangenti  sono  le  rette  oscu- 
latrici alla  superficie  in  P.  Queste  tangenti  possono  essere 
reali  e distinte,  oppure  coincidenti  od  immaginarie  a seconda 
che  è reale,  coincidente  od  immaginaria  la  coppia  delle  rette 
che  si  intersecano  in  P e che  formano  il  luogo  di  secondo  ordine 
con  un  punto  doppio  che  è comune  al  piano  secante  ed  alla 
superficie  (§  88,  Oss.  I).  E poiché  ciascuna  di  quelle  rette  ha 
in  comune  colla  superficie  di  secondo  ordine  tre  punti  succes- 
sivi, cosi  esse  giacciono  per  intero  sulla  superficie.  Si  ha  il  Teore- 
ma: Per  ogni  punto  di  una  superficie  di  secondo  ordine  pas- 
sano due  rette  o reali  e distinte,  o coincidenti  o immaginarie, 
le  quali  trovansi  per  intero  sulla  superficie. 

Supponiamo  data  una  superficie  del  secondo  ordine  e che 
in  un  punto  P di  essa  le  rette  osculatrici  g,  l siano  reali  e di- 
stinte; per  ogni  altro  punto  Pi  della  superficie  passano  due  pia- 
ni Plg,  Ptl,  i quali  dovendo  tagliare  la  superficie  secondo  una 
linea  del  secondo  ordine,  ed  avendo  già  in  comune  con  questa 
la  retta  g o la  retta  /,  segheranno  la  superficie  anche  respetti - 
vamente  lungo  altre  due  rette  lt,  g,  che  passano  per  Pt.  Que- 
ste due  rette  glt  l,  determinano  il  piano  tangente  T,  alla  su- 
perficie di  secondo  ordine  in  P,.  Si  hanno  quindi  i teoremi: 
Se  un  punto  di  una  superficie  di  secondo  ordine  è iperbolico  , 
tutti  gli  altri  suoi  punti  sono  iperbolici.  Per  ogni  punto  P di 
una  tale  superficie  passano  due  rette  reali  e distinte  <?,,  , le 

quali  trovansi  per  intero  sulla  superficie.  Una  qualunque  delle 
rette  g della  superficie  taglia  tutte  le  rette  l della  stessa  e due 
rette  qualunque  g non  si  tagliano  tra  loro,  altrimenti  il  piano 
gl,gi  taglierebbe  la  superficie  secondo  tre  rette,  secondo  cioè 
una  linea  del  terzo  ordine.  Una  qualunque  delle  rette  l taglia 
tutte  le  rette  g e due  qualunque  delle  l non  si  tagliano  tra  loro. 
Un  piano  determinato  da  una  retta  g e da  una  retta  / è il  piano 
tangente  alla  superficie  nel  punto  d’ incontro  di  g colla  retta  l. 

In  una  superficie  di  secondo  ordine  con  punti  iperbolici 
si  trovano  dunque  due  sistemi  di  infinite  rette  ; tali  superfìcie 
diconsi  perciò  superficie  rigate  di  secondo  ordine.  Ciascuna  di 
queste  superficie  si  può  quindi  considerare  come  l'insieme  di 
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due  sistemi  di  rette.  Due  rette  g e due  rette  l costituiscono  un 
quadrilatero  gobbo  situato  sulla  superficie.  Talvolta  per  distin- 
guere i due  sistemi  di  generatrici  rettilinee  le  rette  dell'un 
sistema,  quello  delle  l,  si  diranno  direllrici,  quelle  dell’altro 
generatrici  della  superficie  rigala. 

Osservazione.  Se  in  una  superficie  del  secondo  ordine  una  generatrice  g 
coincide  con  una  direttrice  l,  tutte  le  generatrici  coinci- 
dono colle  direttrici,  ossia  sulla  superficie  non  vi  è che 
un  solo  sistema  di  generatrici  rettilinee  ; ed  infatti  se  per 
un  punto  P,  passassero  due  generatrici  rettilinee  distinte 
</,,  2, , il  piano  gtlt  incontrerebbe  la  retta  gl  in  un  punto, 
il  quale  non  potrebbe  appartenere  nè  alla  retta  gt,  nè 
alla  retta  2, , perchè  la  retta  g non  può  incontrare  gt  e la 
retta  2 non  può  incontrare  2,,  quindi  il  piano  g,l,  incon- 
trerebbe la  superficie  del  secondo  ordine  in  un  punto  al- 
l’ infuori  del  luogo  di  secondo  ordine  gtlt,  il  che  è im- 
possibile. Dunque,  se  una  generatrice  coincide  con  una 
direttrice,  tutte  le  generatrici  coincidono  colle  direttrici, 
ossia  tutti  i punti  della  superficie  sono  parabolici.  Un  piano 
tangente  alla  superficie  in  un  punto  di  gl  tocca  la  super- 
ficie lungo  tutta  la  retta  gl;  infatti  la  retta  gl  costituisce 
allora  l’intersezione  del  piano  colla  superficie,  quindi 
ogni  retta  del  piano  che  passa  per  un  punto  P di  gl  ha 
due  punti  comuni  colla  superficie  nel  punto  P ed  è per- 
ciò tangente  alla  superficie.  Ma  il  piano  tangente  alla 
superficie  in  P è determinato  da  gl  e da  una  tangente 
alla  superficie,  quindi,  ec.  Ora  se  per  gl  si  conduce  un 
piano  qualunque,  questo  taglia  la  superficie  lungo  un’  al- 
tra retta  che  incontra  in  M la  gl,  il  punto  M è un  punto 
doppio  deila  superficie,  poiché  in  esso  vi  sono  due  piani 
tangenti,  quindi  la  superficie,  essendo  del  secondo  ordine 
ed  avendo  un  punto  doppio,  è un  cono.  Se  ne  conclude  che 
le  superficie  del  secondo  ordine  che  hanno  tutti  i punti 
parabolici,  ossia  nelle  quali  due  rette  osculatrici  in  un 
punto  coincidono,  sono  coni  del  secondo  ordine,  i quali 
possono  anche  divenire  cilindri. 

DO.  Studieremo  da  prima  le  superficie  di  secondo  ordine  con 
punti  iperbolici,  e poi  quelle  che  hanno  punti  ellittici  (§  94). 

Si  immaginino  tre  generatrici  g,,  g,,  gs  di  una  superficie 
di  secondo  ordine  con  punti  iperbolici  — di  queste  generatrici 
due  qualunque  non  potranno  essere  nello  stesso  piano  — ogni 
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direttrice  l,  taglierà  queste  tre  rette  g , come  pure  tutte  le  al- 
tre generatrici,  la  superficie  di  secondo  ordine  come  luogo 
delle  li  è quindi  completamente  determinata  dalle  tre  genera- 
trici gt , g,,  g,.  Infatti , per  ogni  punto  Ait  della  gt  passa  una 
retta  /,  che  è l’ intersezione  dei  due  piani  A„  gt  e Atl  g , ed  anche 
in  ogni  piano  A„  che  passa  per  gt  esiste  una  retta  l,  che  è la 
congiungente  dei  punti  A,,*/,  e A,,},.  Le  direttrici  l sono  quindi: 
a)  Le  intersezioni  dei  piani  corrispondenti  di  due  fasci 
proiettivi,  i cui  assi  sono  due  generatrici  g;  questi  fasci  di 
piani  sono  inoltre  prospettivi  alla  punteggiata  che  trovasi  sopra 
un’altra  generatrice  g,  cioè  piani  corrispondenti  dei  due  fasci 
sono  quelli  che  passano  per  un  medesimo  punto  della  terza 
generatrice. 

V)  Le  direttrici  l sono  anche  le  congiungenti  dei  punti 
corrispondenti  di  due  punteggiate  proiettive,  situate  sopra  due 
generatrici  g e prospettive  al  fascio  di  piani  che  ha  per  asse 
un’  altra  generatrice  g ; le  due  punteggiate  sono  cioè  le  interse- 
zioni delle  prime  due  generatrici  g col  fascio  di  piani. 

Col  mezzo  delle  stesse  costruzioni,  date  tre  direttrici  l,  si 
determinano  tutte  le  generatrici  g e naturalmente  mediante 
queste  ultime  tutte  quelle  che  rimangono  delle  1. 

Entrambe  le  costruzioni  sono  proiettive  (§  29)  e vengono 
quindi  eseguite  nello  spazio,  ricorrendo  ai  vari  metodi  di  pro- 
iezione. 

Una  superficie  rigata  del  secondo  ordine  dicesi  paraboloide 
iperbolico  se  è toccata  dal  piano  all’infinito,  in  tal  caso  ognuno 
dei  due  sistemi  di  rette  è parallelo  ad  un  piano  ; infatti,  se 
sono  le  rette  della  superScie  situate  nel  piano  all’  infinito,  tutte 
le  g dovendo  incontrare  la  l„  saranno  parallele  al  piano  che 
ha  per  retta  all’  infinito  la  retta  l„ , parimente  tutte  le  diret- 
trici saranno  parallele  al  piano  che  ha  per  retta  all’infinito  la 
retta  <?„.  In  ogni  altro  caso  il  piano  all’ infinito  taglia  la  super- 
ficie rigata  secondo  una  conica  propriamente  detta,  e la  super- 
ficie dicesi  allora  iperboloide  ad  una  falda. 

Osservai.  1)  Date  le  prime  e le  seconde  proiezioni  di  tre  generatrici,  si  pos- 
sono costruire  col  metodo  a)  le  proiezioni  delle  direttrici. 

Se  si  scelgono  ad  arbitrio  sulla  <7,  i punti  A,t,  d,,,  An,  si 
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determinano  le  retto  i, , ls,  l,  dell’  altro  sistema  che  pas- 
sano per  quei  punti  nel  modo  seguente  : Si  tirino  per  A,, , 
Al},  A,s  respettivamente  le  rette  3,, , 3,,,  g,3  parallele 
alla  gt  e per  gli  stessi  punti  respettivamente  le  rette  g3l, 
g3, , parallele  alla  3,;  le  i,,  I,,  tj  sono  allora  le  inter- 
sezioni delle  coppie  di  piani  3.  gti,  g3g3l  ; 3,  35!,  g3gn  ; 
3, 3„ , 333jj,  Per  avere  le  t basta  determinare  un  secondo 
punto  di  quelle  intersezioni,  per  es.  una  traccia:  nella 
Tav.  V si  è fatto  uso  della  traccia  orizzontale  che  si  ottiene 
come  intersezione  delle  congiungenli  le  tracce  omonime 
di  32  gti  e di  g3  gn  respettivamente.  Le  tracce  di  tutte 
le  gii  trovansi  sopra  una  retta  che  passa  per  la  traccia 
omonima  di  3, , lo  stesso  vale  per  le  tracce  delle  3,1,  queste 
rette  naturalmente  non  sono  altro  che  le  tracce  dei  piani 
paralleli  a 3,  e a g3  respettivamente  condotti  per  la  retta  3, . 
A volte  può  essere  vantaggioso  far  uso  delle  intersezioni 
delle  generatrici  col  piano  bissettore  H »■  (§  40 , Oss.  III). 
Si  ottiene  allora  come  luogo  di  queste  intersezioni  latrac- 
ela della  superficie  su  quel  piano. 

Se  si  indicano  con  A„ , A,,,  Att  le  intersezioni  di  llt  l, , ls 
con  3,  e con  A31,  A„,  A,,  le  intersezioni  delle  stesse  rette 
l con  3,,  le  punteggiate  A„,  A„,  A„,...;  A„,  A„, 
A, 3,  ...  ; A 33,  A31,  A33 , . . . sono  tra  loro  proiettive  ed 
eseguendo  le  costruzioni  indicate  precedentemente  (§17), 
si  può  costruire  per  ogni  punto  A nella  31  il  corrispon- 
dente punto  nella  3»  e nella  3*;  questi  punti  trovansi  al- 
lora sulla  retta  I 

Analogamente  sono  tra  loro  proiettive  le  punteggiate  A„, 
^ìu  Ajj , . • . j A ,2 , A jj  , Aj|, . . . , A 33,  A,,,  A33, . . . si- 
tuate sopra  I,,  I,,  I,  respettivamente. 

II)  Date  tre  generatrici  3,,  3,,  g3,  0 ciò  eli’ è lo  stesso  tre  diret- 
trici, di  una  superficie  di  fecondo  ordine,  si  possono  co- 
struire le  rette  dell’  altro  sistema  che  sono  respettiva- 
mente parallele  a quelle.  Per  la  retta  3,  si  tirino  i piani 
G„,  0,3  respettivamente  paralleli  a 3,,  g3  ; per  3,  i 
piani  G,, , G„  respettivamente  paralleli  a gs,  3, , e per  gs  i 
piani  Gj, , Gj,  respettivamente  paralleli  a 3,,  3,.  Le  re- 
spettive  intersezioni  i, , l,  delle  coppie  di  piani  Gt|, 
®il  i ®11  ! ®|I  i ®ll)  ®11  sono  le  generatrici  cercate.  Le 
punteggiate  proiettive  nelle  rette  3 ed  l sono  determinate 
dai  loro  punti  limiti  e da  una  coppia  di  punti  corrispon- 
denti (Cfr.  § 17,  Es.  3). 

Ili)  I sci  piani  G<*  dell'  Osservazione  precedente  determinano  un 
parallelepipedo — poichèG,,  cGi,  sono  Ira  loro  paralleli — 
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e gli  spigoli  g,,  2,,g rs,  2,,  </,,  i3,  formano  un  esagono  gobbo, 
i cui  lati  opposti  sono  paralleli.  1 vertici  di  questo  esagono 
si  succedono  in  questo  ordine  Alt , -43„  Aw  Atl,  An,At3.' 
1 punti  An,  zi,,,  trovansi  respettivamente  sopra  g, 
ed  1, , g,  ed  1, , g3  ed  l3  a distanza  infinita.  1 piani  g,  2,,  2,  g3, 
dì  *1  ' li  gr* , g,  I3 , h gì  sono  respettivamente  i piani  tan- 
genti alla  superficie  di  secondo  ordine  in  A^A^yAn, 
Atl,  A, 3,  Ax j ed  i piani  g,2,,  g,  2.,  g,  1,  sono  tan- 
genti nei  punti  all’ infinito  A„  , 4,,,  zi,,. 

Esercizi.  1)  Partendo  da  questo  parallelepipedo,  si  disegni  in  proiezione 
assonometrica  l’ iperboloide  ad  una  falda. 

2)  Gli  assi  di  prospettiva  delle  punteggiate  proiettive  (§  17)  si- 

tuate respettivamente  in  g,,  g,,  g3,  prese  a due  a due,  sono 
paralleli  alle  diagonali  del  parallelepipedo  precedente  clic 
determinano  le  date  g colle  1 ad  esse  parallele.  Nella 
Tav.  V,  ove  si  considerano  le  punteggiate  gt  e gr,,  la  f,  è 
parallela  alla  diagonale  .3,,  Atl. 

3)  Date  le  prime  e le  seconde  proiezioni  delle  rette  g,,  g,,g„  co- 

struire le  direttrici  se  in  particolare  è : 

a)  gì  parallela  all’  asse  di  proiezione  OZ  ; 

b ) gì  parallela  all'  asse  di  proiezione  OX  e g,  paral- 
lela ad  OY  ; 

c)  gr,  parallela  ad  OZ  e gr,  parallela  al  piano  di  proie- 
zione XOZ. 

Osservai.  IV)  Se  date  le  tre  generatrici  g,,  gr,,  g,  si  costruiscono  le  due 
direttrici  2,,  2,,  in  queste  le  terne  di  punti  Att,  Ar.,  zi,,; 
j4„,  zl„,  zl„  determinano  le  punteggiate  proiettive  in 
modo  che  per  ogni  punto  della  2,  si  può  costruire 
linearmente  il  corrispondente  Ait  della  2, , e quindi  la 
retta  A<t,  A<t  è una  nuova  retta  gr,.  Si  può  quindi  dire  : 
Una  superficie  rigata  del  secondo  ordine  è determinata  da 
un  quadrangolo  gobbo  e da  una  trasversale  che  incontra 
due  iati  opposti  dello  stesso. 

V)  Dati  i punti  di  fuga  e le  tracco  di  tre  generatrici , si  possono 
costruire  in  proiezione  centrale  le  direttrici  seguendo  il 
metodo  b)  (Tav.  VI). 

Si  faccia  ruotare  intorno  alla  g,  un  piano  ed  in  ogni  sua  po- 
sizione si  determinino  le  sue  intersezioni  colle  rette  g,  e 
g3;  la  retta  che  congiunge  At  1,  A3i  è la  retta  2,.  La  trac- 
cia e la  retta  di  fuga  del  piano  mobile  sono  coppie  di 
rette  parallele  che  passano  respettivamente  per  la  trac- 

' Nello  Tav.  V 0 VI  questi  punti  A sono  indicati  collo  lettere  A , mentre  i punti  A 
considerali  nella  Oss.  1 sono  indicati  coile  lettere  cits- 
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eia  S,  e pel  punto  di  fuga  Q{  della  retta  gx,  per  deter- 
minare le  intersezioni  di  questi  piani  con  gx,  g,  conviene 
scegliere  i piani  ausiliari  che  passano  per  queste  ultime 
rette  in  modo  che  siano  tra  loro  paralleli,  poiché  allora  la 
retta  di  fuga  comune  ai  due  piani  conterrà  i punti  di  fuga 
delle  due  rette  stesse  gx  e g3.  Nella  Tav.  VI  è eseguita 
la  costruzione  di  due  generatrici  I,,  !,  relative  a due  po- 
sizioni del  piano  mobile  e quindi  la  costruzione  delle 
terne  di  punti  ri„,  ri,,,  ri,,  ; ri,,,  ri,,,  ri,,. 

Quando  si  sono  determinate  le  due  rette  I,,  1,,  le  intersezioni 
di  queste  colle  tre  generatrici  gx,  gt,  g3  danno  tre  coppie 
di  punti  corrispondenti  che  individuano  sopra  le  l le  pun- 
teggiate proiettive,  dalle  quali  si  possono  avere  tutte  le  al- 
tre rette  del  sistema  delle  g,  ed  analogamente  date  tre 
posizioni  della  retta  l si  possono  avere  tutte  le  altre  col 
mezzo  delle  punteggiate  proiettive  situate  su  due  dello 
rette  g.  Se  si  costruiscono  le  tre  direttrici  l respettiva- 
mente  parallele  alle  tre  rette  gx,  gt,  g3,  si  ottiene  il  paral- 
lelepipedo, di  cui  è parola  nell’  OSs.  Ili),  coi  nove  piani 
tangenti  alla  superficie  nei  punti  d’ intersezione  delle  g 
colle  l.  Queste  rette  parallele  alle  g sono  indicate  nella 
Figura  della  Tav.  VI  con  1‘, , 1',,  1',  ; i vertici  del  parallele- 
pipedo che  appartengono  alla  superficie,  ossia  i vertici  del- 
l’esagono gobbo,  sono  ri’,,,  ri’,,,  ri',„  ri’,,,  ri',,,  ri'3l; 
le  rette  che  uniscono  i vertici  opposti  si  segano  in  M (Cfr. 
§ 92,  Oss.  VI),  e questo  punto  è l’immagine  del  centro 
dell’  iperboloide  (Vedi  § 95). 

Il  luogo  delle  tracce  ed  il  luogo  dei  punti  di  fuga  di  tutte 
le  generatrici  e di  tutte  le  direttrici  della  superficie  sono 
respettivamente  la  traccia  e la  linea  di  fuga  della  super- 
ficie rigata  di  secondo  ordine. 

Esercizi.  4)  Dato  tre  rette  </,,  gt,  g3  di  una  superficie  rigata  di  secondo 
ordine,  costruire  in  proiezione  centrale  le  direttrici  che 
hanno  respettivamente  la  stessa  immagine  di  quelle  rette  g. 
Siano  S,  Qx,  St  Qx , S,  Qx  le  tracce  ed  i punti  di  fuga  delle 
rette  </,,  gt , g3  e si  cerchi,  per  cs.,  la  traccia  .S'*,  ed  il 
punto  di  fuga  Q*1,  della  f3)  la  quale  ha  la  stessa  immagine 
di  g j.  Nella  Tav.  VI  trovasi  eseguita  la  costruzione  di  que- 
sta generatrice  ed  è determinato  il  punto  di  intersezione 
ri,,  delle  due  rette  <7,  ed  l3.  La  posizione  di  questo  punto 
si  ottiene  ribaltando  sul  quadro  il  piano  che  proietta  ga 
ed  fj  ; nella  Tav.  VI  si  è preso  per  punto  £ (ribaltamento 
del  centro) il  pùnto  .1/'.  Si  spieghi  completamente  la  co- 
struzione. Il  punto  ri’jjè  il  punto  di  contatto  della  retta  </3 
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coll’  ellisse  contorno  dell’  iperboloide  e quindi  può  essere 
costruito  colla  generazione  proiettiva  della  curva  stessa.  I 
punti  S,‘ , Q,v  si  possono  avere  come  intersezioni  della 
retta  p, , ossia  Q , respettivamente  colla  traccia  c la  linea 

di  fuga  della  superficie. 

5)  Si  scelga  nella  Tav.  VI  un  punto  principale  C,  e si  costruisca 
la  proiezione  ortogonale  sul  quadro  R"  della  sezione  del 
piano  anteriore  coll’iperboloide.  Le  direttrici  I,*, 
che  hanno  gli  stessi  punti  nel  piano  anteriore  di  sq,  <?i , 
danno  tre  punti  della  curva  e colle  indicate  g determinano 
le  tangenti  alla  curva  in  quei  punti. 

0)  Costruire  in  proiezione  centrale  la  superficie  rigata  di  se- 
condo ordine  determinata  dalle  tre  rette  gt,  gt,  gt,  delle 
quali  la  prima  passa  pel  centro  di  proiezione,  la  seconda 
è data  nel  piano  del  quadro  e la  terza  è arbitraria  ; 
in  particolare  si  costruisca  la  direttrice  1,  posta  nel  piano 
del  quadro  e quindi  il  punto  di  contatto  di  questo  piano 
colla  superficie  ed  anche  il  piano  tangente  alla  superficie 
nel  centro  di  proiezione. 

7)  Date  tre  generatrici  g ,,  gt,  g3  di  un  iperboloide,  disegnare 

in  proiezione  centrale  i piani  tangenti  che  passano  per  gt 
e fanno  col  quadro  un  angolo  di  45°  ; trovare  i punti  di 
contatto  corrispondenti. 

8)  Le  trasversali  che  incontrano  due  rette  date  gt,  jf,  — non  si- 

tuate nello  stesso  piano  — e che  sono  parallele  ad  un 
piano  dato  formano  uno  dei  sistemi  di  generatrici  di  un 
paraboloide  iperbolico,  pel  quale  le  rette  <7,,  gt  sono 
generatrici  dell’  altro  sistema.  Si  disegni  questa  superficie 
in  proiezione  parallela,  assumendo  come  piano  direttore  : 
a)  il  primo  piano  di  proiezione,  b)  il  piano  bissettore  H»’, 
c)  un  piano  normale  al  primo  piano  di  proiezione. 

9)  Costruire  la  proiezione  centrale  del  paraboloide  iperbolico 

determinato  da  due  generatrici  e dal  quadro  come  piano 
direttore  delle  l,  ossia  come  piano  parallelo  a queste  rette. 
In  qual  punto  questa  superficie  tocca  il  quadro?  Dove 
tocca  il  piano  anteriore  e dove  il  piano  posteriore  ? 

10)  Un  paraboloide  iperbolico  è completamente  determinato  da 

un  quadrangolo  gobbo  ed  anche  da  un  tetraedro  qualun- 
que, i cui  spigoli  debbono  trovarsi  sopra  la  superficie.  In- 
fatti due  spigoli  opposti  individuano  la  retta  all’  infinito 
di  uno  dei  piani  direttori,  cioè  del  piano  al  quale  devono 
essere  parallele  tutte  le  generatrici  del  sistema,  cui  appar- 
tengono quei  due  spigoli.  Si  costruisca  la  superficie  de- 
terminata da  un  tetraedro  regolare. 
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11)  Si  costruisca  in  proiezione  parallela  un  paraboloide  iperbo- 

lico, il  quale  tocchi  il  primo  ed  il  secondo  piano  di  pro- 
iezione in  punti  dati. 

12)  Dato  un  paraboloide  iperbolico  col  mezzo  di  un  tetraedro,  si 

determini  : a)  in  proiezione  parallela,  b)  in  proiezione 
centrale,  la  direzione  nella  quale  trovasi  il  suo  punto  di 
contatto  col  piano  all’  infinito. 

13)  Date  due  generatrici  g ed  una  direttrice,  si  determini  un  pa- 

raboloide iperbolico  in  modo  che  i suoi  piani  direttori 
siano  normali  fra  loro.  I paraboloidi  iperbolici,  pei  quali  i 
piani  direttori  sono  normali  fra  loro , diconsi  equilateri. 

91.  Dalle  cose  premesse  sulla  generazione  delle  superficie 
rigate  di  secondo  ordine  si  deduce  la  seguente  proprietà:  Il 
fascio  dei  piani  tangenti  ad  un  iperboloide  ad  una  falda  che 
ha  per  asse  una  generatrice  della  superficie , è proiettivo  alla 
punteggiata  formata  su  quella  generatrice  dai  punti  di  contat- 
to ; si  ha  cioè  : 

(</,  ■ /,  /,£,/,)  = (Ai  Ai  A»  A»)  > 

infatti 

idi  ' ^2  h 0 *==  (Ai  A:  A si  A») 

e 

(Ai  A»  Ai  A»)  ~ (Ai  AjAsA»)- 

Dati  tre  piani  tangenti  ad  una  superficie  di  secondo  ordine 
che  passano  per  una  stessa  generatrice  della  superficie  ed  i 
loro  punti  di  contatto,  si  può,  mediante  una  costruzione  linea- 
re, per  ogni  quarto  piano  tangente  alla  superficie  che  contiene 
quella  generatrice  determinare  il  relativo  punto  di  contatto,  e 
per  ogni  punto  della  generatrice  trovare  il  relativo  piano  tan- 
gente (|  16).  La  Fig.  168  contiene  la  costruzione  del  piano  tan- 
gente nel  punto  P e di  quello  tangente  nel  punto  all’  infinito  V 
di  una  generatrice  </,  di  un  iperboloide  ad  una  falda  determi- 
nato dal  quadrilatero  gobbo  g{  l,  gt  l,  e dalla  trasversale  l, . I 
piani  tangenti  in  Ai»  Ai»  A»  sono  ‘ piani  <?A»  i?A>  !?A  e ne 
sono  datele  tracce  orizzontali  «,*,  a*.  Il  fascio  di  que- 
ste tracce  è tagliato  dalla  perpendicolare  alla  OX  che  passa 
per  S*  ed  in  essa  si  ha  la  punteggiata  1,2,3  proiettiva  alla 
punteggiata  Alt' , A,',  Aa  - Queste  tre  coppie  di  punti  corri- 
spondenti si  sono  prese  per  determinare  1*  asse  di  prospettiva 
e quindi  si  sono  determinati  i punti  della  serie  i,  2,  3 
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corrispondenti  ai  punti  P'  ed  ideila  serie  zlu  e per  essi 
si  sono  tirate  le  tracce  sf,  s,“  che  sono  quelle  dei  piani  tan- 
genti cercati. 

Kig.  168. 


Osservai.  I)  Le  intersezioni  dei  piani  corrispondenti  di  due  fasci  pro- 
iettivi , i cui  assi  non  si  incontrano , sono  un  sistema 
di  generatrici  rettilinee  di  una  superficie  di  secondo  or- 
dine, rispetto  alla  quale  gli  assi  dei  fasci  sono  rette  del- 
l’altro  sistema.  Se  gli  assi  si  trovano  nello  stesso  piano, 
quelle  rette  di  intersezione  formano  un  cono  od  un  ci- 
lindro di  secondo  grado. 

II)  Poiché  due  piani  che  si  segano  ad  angolo  retto  e che  ruotano 
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intorno  alla  loro  comune  sezione  generano  le  coppie  di 
piani  di  una  involuzione  di  angoli  retti  (§  31,  Oss.  1), 
cosi  i punti  di  contatto  delle  coppie  ortogonali  di  piani 
tangenti  che  passano  per  una  generatrice  di  una  super- 
ficie rigata  di  secondo  ordine  determinano  su  questi  ge- 
neratrice una  involuzione  di  punti.  11  punto  centrale  dei- 
fin  voluzione,  ossia  il  coniugato  al  punto  all’ infinito,  gode 
quindi  della  proprietà  che  il  piano  tangente  alla  superficie 
in  quel  punto  è perpendicolare  al  piano  tangente  alla  su- 
perficie nel  punto  all’  infinito  della  generatrice  stessa.  Ogni 
piano  tangente  in  un  punto  all’  infinito  dicesi  piano  as- 
sintotico  della  superficie;  il  nostro  Teorema  può  quindi 
enunciarsi  cosi:  Il  piano  assintotico  alla  superficie  che 
passa  per  una  data  generatrice  è perpendicolare  al  piano 
tangente  nel  punto  centrale  della  involuzione  determinata 
sulla  generatrice  dalle  coppie  di  piani  tangenti  ortogonali 
fra  loro  che  passano  per  quella  generatrice. 

La  retta  che  congiunge  i punti  centrali  delle  involuzioni  si- 
tuate sopra  due  generatrici  successive  è la  minima  di- 
stanza di  quelle  due  rette  ; infatti  per  determinare  questa 
minima  distanza  basta  eseguire  la  costruzione  indicata 
nell’  Es.  9 del  § 10,  ed  osservare  che  un  piano  parallelo 
alle  due  generatrici  è altresi  parallelo  ai  due  piani  as- 
sintotici  corrispondenti  alle  due  generatrici.  Ogni  genera- 
trice contiene  una  involuzione  e l' insieme  dei  punti  cen- 
trali di  quelle  involuzioni  costituisce  una  curva,  la  quale 
dicesi  linea  di  gola  o di  stringimento  della  superficie. 

Esercizi.  1)  Se  due  piani  che  passano  per  due  rette  fisse  </, , gt , non  po- 
ste nello  stesso  piano,  ruotano  in  modo  che  in  ogni  loro 
posizione  si  mantengano  sempre  ortogonali,  la  loro  in- 
tersezione genera  la  serie  delle  rette  2 di  una  superficie 
di  secondo  ordine  che  passa  per  gt,  gt. 

2)  Se  due  coppie  di  piani  ruotano  intorno  alle  respettive  loro 

intersezioni  gt , gt  in  modo  che  siano  costanti  gli  angoli 
da  loro  formati,  mentre  nello  stesso  tempo  la  retta  di  in- 
tersezione di  un  piano  della  prima  coppia  con  un  piano 
della  seconda  si  appoggia  costantemente  ad  una  retta 
fissa,  la  retta  d’ intersezione  degli  altri  due  piani  delle 
coppie  descrive  le  successive  posizioni  delle  rette  2 di  una 
superficie  rigata  di  secondo  ordine,  la  quale  contiene  gli 
assi  dei  due  fasci.  , 

3)  Se  si  hanno  due  punteggiate  proiettive  in  due  rette  non  po- 

ste nello  stesso  piano,  le  rette  che  uniscono  le  coppie  di 
punti  corrispondenti  costituiscono  uno  dei  sistemi  di  rette 
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di  una  superficie  di  secondo  ordine,  alla  quale  le  due 
punteggiate  appartengono  come  rette  deU'altro  sistema. 

4)  Se  due  delle  rette  gt,  gt,  g , si  trovano  nello  stesso  piano,  il 

luogo  delle  loro  trasversali  è una  coppia  di  piani,  nella 
quale  degenera  una  superficie  rigata  di  secondo  ordine; 
quand’  è che  questo  luogo  si  riduce  a due  punti? 

5)  Se  due  rette  a,  b ruotano  intorno  al  loro  punto  d’interse- 

zione in  mudo  che  ciascuna  tagli  una  delle  due  rette  fisse 
gt , gt,  non  situate  nello  stesso  piano,  e da  restare 
sempre  tra  loro  perpendicolari,  le  rette  che  congiungono 
i punti  di  intersezione  con  g{,  gt  formano  il  sistema  delle 
rette  / di  una  superficie  di  secondo  ordine,  la  quale  passa 
per  g,  e per  g,. 

ti)  Se  due  punteggiate  non  poste  nello  stesso  piano  sono  proiet- 
tive e simili  (§  17),  le  rette  che  congiungono  i loro  punti 
corrispondenti  costituiscono  uno  dei  sistemi  di  genera- 
trici di  un  paraboloide  iperbolico,  pel  quale  le  punteggiate 
stesse  sono  generatrici  dell’altro  sistema;  un  paraboloide 
iperbolico  è quindi  determinato  da  un  quadrangolo  gobbo, 
mentre  per  la  determinazione  di  un  iperboloide  si  ri- 
chiede inoltre  una  trasversale. 

7)  Se  di  due  fasci  di  piani  proiettivi  uno  ha  l’asse  all’ infinito, 

le  intersezioni  delle  coppie  di  piani  corrispondenti  costi- 
tuiscono le  generatrici  di  un  paraboloide  iperbolico. 

8)  Lo  stesso  ha  luogo  quando  i due  fasci  proiettivi  hanno  una 

coppia  di  piani  corrispondenti  paralleli. 

9)  Se  pei  punti  di  una  punteggiata  proiettiva  ad  un  fascio  di 

raggi,  il  cui  piano  non  contiene  la  punteggiata,  si  tirano 
le  parallele  ai  corrispondenti  raggi  del  fascio,  queste  pa- 
rallele sono  le  generatrici  di  un  paraboloide  iperbolico. 

10)  Se  due  iperboloidi  hanno  a comune  una  generatrice  ed  in 

tre  punti  di  questa  i piani  tangenti  ai  due  iperboloidi 
coincidono,  essi  si  toccano  lungo  quella  generatrice,  cioè  in 
tutti  i punti  della  stessa  hanno  a comune  i piani  tangenti. 

11)  Una  superficie  rigata  del  secondo  ordine  è toccata  lungo  una 

generatrice  da  infiniti  paraboloidi  ed  iperboloidi.  Si  può 
scegliere  come  generatrice  dell’  altro  sistema  ogni  raggio 
del  fascio  che  ha  il  centro  nel  punto  di  contatto  ed  è si- 
tuato in  quel  piano  tangente  ; si  ottiene  con  ciò  una  tri- 
plice. infinità  di  tali  iperboloidi.  Quanti  sono  tra  questi  i 
paraboloidi  iperbolici? 

12)  Le  normali  ad  una  superficie  rigata  di  secondo  ordine  nei 

punti  di  una  generatrice  formano  un  paraboloide  iperbo- 
lico, il  cui  piano  tangente  nel  punto  della  linea  di  strin- 
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gimento  della  data  superfìcie  situato  su  quella  genera- 
trice è normale  alle  rette  parallele  che  vanno  al  punto 
di  contatto  del  paraboloide  col  piano  all’  infinito. 

13)  Le  normali  ad  una  generatrice  di  una  superfìcie  di  secondo 
ordine  situate  nei  piani  tangenti  alla  superficie  nei  suc- 
sivi  punti  della  gpneratrice  formano  un  paraboloide  iper- 
bolico, il  quale  ha  in  ogni  punto  di  quella  retta  il  piano 
tangente  comune  colla  superfìcie  data.  Se  si  fa  girare  ogni 
generatrice  del  paraboloide  di  90"  attorno  alla  generatrice 
della  superfìcie  data  si  ritrova  il  paraboloide  considerato 
nell’  Esercizio  precedente. 

14)  Costruire  la  linea  di  gola  per  un  iperboloide  determinato  da 
un  quadrangolo  gobbo  e da  una  trasversale  del  qua- 
drangolo. 

(J2.  Una  superficie  rigata  di  secondo  ordine  è segata  da  un 
piano  qualunque  in  una  curva  del  secondo  ordine,  la  quale  si 
può  immaginare  generata  dai  punti  di  incontro  dei  raggi  cor- 
rispondenti dei  due  fasci  proiettivi  di  raggi  che  risultano  dal- 
l’ intersezione  del  piano  secante  coi  fasci  di  piani  proiettivi  che 
generano  la  superficie  rigata.  Ogni  sezione  piana  della  super- 
ficie rigata  è completamente  determinata  da  cinque  punti,  cioè 
dalle  intersezioni  di  cinque  generatrici  della  superficie  col  piano 
secante,  dati  cinque  punti,  la  curva  si  potrà  costruire  col  mezzo 
della  sola  riga  (§§  23,  27).  Parimente  le  curve  di  intersezione 
della  superficie  coi  piani  di  proiezione  sono  determinate  dalle 
tracce  in  quei  piani  di  cinque  generatrici  della  superficie. 

Ogni  punto  esterno  ad  una  superficie  rigata  di  secondo 
ordine  è vertice  di  un  cono,  che  è l’inviluppo  di  tutti  i possi- 
bili piani  tangenti  alla  superficie  che  passano  per  quel  punto. 
Questo  cono  si  può  immaginare  generato  per  mezzo  dei  piani 
che  passano  pei  raggi  corrispondenti  dei  fasci  proiettivi  che 
hanno  il  centro  nel  punto  dato  e che  proiettano  le  due  punteg- 
giate proiettive,  col  mezzo  delle  quali  è stata  generata  la  data 
superficie;  ogni  piano  infatti  cosi  determinato  contiene  il  punto 
dato  ed  una  generatrice  della  superficie  per  cui  è tangente 
alla  data  superficie,  questo  cono  è quindi  di  secondo  grado 
(§§  25,  68).  Ogni  cono  tangente  ad  una  superficie  di  secondo 
ordine  è quindi  determinato  da  cinque  piani  tangenti,  cioè  dai 
piani  che  passano  pel  punto  dato  e per  cinque  generatrici  della 
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superficie.  Tale  cono  si  può  quindi  costruire  linearmente 
(§§  25,  28)  e per  mezzo  di  una  costruzione  proiettiva,  date  che 
siano  due  generatrici  della  superficie  di  secondo  ordine  e le 
punteggiate  proiettive  situate  in  esse. 

Il  cono  tangente  ad  una  superficie  rigata  di  secondo  ordine 
col  vertice  nel  centro  di  proiezione  od  i cilindri  tangenti  colle 
generatrici  parallele  agli  assi  di  proiezione  forniscono,  per 
mezzo  delle  loro  tracce  sul  quadro  o sui  piani  di  proiezione 
normali  alle  generatrici  di  quei  cilindri , i contorni  apparenti 
della  superficie,  ciascuno  dei  quali  è una  curva  di  secondo 
ordine  completamente  determinata  dalle  immagini  sul  qua- 
dro o dalle  proiezioni  rispettivamente  di  cinque  generatrici 
della  superficie;  infatti  ogni  generatrice  della  superficie  deter- 
mina un  piano  tangente  al  cono  od  al  cilindro,  e l’immagine  o 
la  proiezione  di  ogni  generatrice  è la  traccia  di  un  piano  tan- 
gente al  cono  od  al  cilindro;  le  immagini  o le  proiezioni  di  cin- 
que generatrici  sono  quindi  cinque  tangenti  del  contorno  ap- 
parente. Nelle  Figure  del  § 90  sono  determinati  i contorni 
apparenti  dei  respettivi  iperboloidi. 

Se  nei  punti  di  una  sezione  piana  di  una  superficie  rigata 
di  secondo  ordine  si  costruiscono  i relativi  piani  tangenti  alla 
superficie,  questi  passano  tutti  per  un  punto  e formano  una 
superficie  conica  di  secondo  grado,  si  dice  che  la  superficie 
rigata  è circoscritta  da  quel  cono  lungo  quella  linea  piana. 
Infatti,  se  si  costruiscono  in  tre  punti  di  quella  linea  piana  i 
relativi  piani  tangenti  alla  superficie , questi  passano  per  uno 
stesso  punto,  il  quale  determina  coll’ anzidetta  sezione  piana 
un  cono  di  secondo  grado  ; ma  questo  cono  deve  coincidere  con 
quello  tangente  alla  superficie  rigata  e che  ha  il  vertice  in  quel 
punto , perchè  sono  entrambi  di  secondo  grado  ed  hanno  a co- 
mune tre  generatrici  ed  i corrispondenti  piani  tangenti. 

Analogamente  i punti  di  contatto  di  una  superficie  rigata 
di  secondo  ordine  con  un  cono  circoscritto  costituiscono  una  co- 
nica. Infatti , presi  tre  dei  punti  di  contatto,  il  piano  che  passa 
per  essi  taglia  il  cono  e la  superficie  rigata  secondo  due  coni- 
che che  coincidono,  perchè  hanno  a comune  quei  tre  punti  ed 
in  essi  sono  fra  loro  tangenti.  Dunque  tutti  i punti  di  contatto 
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fra  la  superficie  rigata  ed  il  cono  circoscritto  sono  nel  mede- 
simo piano. 

Osservai.  I)  Le  otto  tangenti  alla  curva  di  intersezione  di  due  coni  di  se- 
condo grado  nei  punti  di  un  gruppo  (Cfr.  § 86,  Es.  11) 
sono  generatrici  di  uno  stesso  iperboloide  ad  una  falda, 
il  quale  evidentemente  contiene  la  curva,  poiché  curva 
ed  iperboloide  hanno  a comune  più  di  otto  punti. 

II)  I contorni  apparenti  di  un  paraboloide  iperbolico  sui  piani 
coordinati  in  proiezione  parallela  sono  parabole , quindi 
essi  sono  determinati  da  quattro  tangenti,  cioè  dalle  pro- 
iezioni omonime  sui  piani  di  proiezione  di  quattro  ge- 
neratrici della  superficie;  lo  stesso  vale  pel  contorno 
dell’  ombra  portata  dalla  superficie  sopra  un  piano  qua- 
lunque nell'  ipotesi  di  raggi  luminosi  paralleli. 

Ili)  Il  piano  delle  due  rette  che  ruotano  intorno  alla  loro  inter- 
sezione nel  modo  indicato  nell’Es.  5 del  precedente  §,  in- 
viluppa il  cono  tangente  alla  superficie  rigata  di  secondo 
ordine  colà  generata,  questo  cono  ha  il  suo  vertice  nel- 
l’ intersezione  delle  due  rette. 

IV)  Due  piani  qualunque  paralleli  tagliano  una  superficie  rigata 

di  secondo  ordine  secondo  curve  simili  e similmente  po- 
ste — poiché  i fasci  che  generano  la  prima  sezione  hanno 
i raggi  paralleli  ai  raggi  dei  due  fasci  che  generano  la  se- 
conda sezione  ; queste  curve  hanno  quindi  gli  assintoti  e 
gli  assi  fra  loro  respettivamente  paralleli  (§  29 , Es.  4). 

V)  I piani  normali  alle  rette  fisse  indicate  nell’  Es.  1 del  prece- 

dente § segano  secondo  circoli  la  superficie  rigata  di  se- 
condo ordine  là  costruita  (§31,  Oss.  II,  Es.  8). 

VI)  Se  una  superficie  rigata  di  secondo  ordine  è determinata  dal- 
1’  esagono  gobbo  formato  cogli  spigoli  di  un  parallelepi- 
pedo scelti  in  modo  che  due  opposti  siano  paralleli  e se 
sono  uguali  tra  loro  le  minime  distanze  di  questi  spigoli 
dal  centro  M del  parallelepipedo  e poste  nello  stesso  pia- 
no, le  sezioni  della  superficie  fatte  con  piani  paralleli  al 
piano  di  queste  minime  distanze. sono  circoli,  c la  su- 
perficie stessa  può  essere  generata  dalla  rotazione  di  una 
generatrice  intorno  ad  un  asse  che  passa  pel  centro  del 
parallelepipedo  ed  è normale  al  piano  di  quelle  minime 
distanze;  infatti  queste  sezioni  sono  linee  di  secondo  grado 
che  hanno  sei  punti  equidistanti  da  un  punto  del  piano, 
dalla  proiezione  cioè  di  M.  Una  tale  superficie  dicesi  iper- 
boloide di  rotazione  ad  mìa  falda. 

VII)  Il  contorno  dell’  ombra  propria  determinata  su  di  una  super- 
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lìcie  di  secondo  ordine  da  un  punto  luminoso  L è indivi- 
duato da  tre  piani  tangenti  alla  superficie  che  passano  per 
quel  punto  e dai  relativi  punti  di  contatto;  questo  con- 
torno infatti  è la  curva  di  intersezione  della  superficie  ri- 
gata col  piano  di  quei  punti  di  contatto  e questa  è deter- 
minata dalle  tre  tangenti,  intersezioni  del  piano  coi  piani 
tangenti  dati,  e dai  loro  punti  di  contatto. 

Vili)  Il  cono  dei  piani  tangenti  alla  superficie  rigata  di  secondo  or- 
dine nei  punti  della  sua  sezione  col  piano  all'  infinito  dicesi 
cono  assinlotico  della  superficie;  il  vertice  di  questo 
cono  è il  centro  ^1/ del  parallelepipedo,  il  quale  determina 
la  superficie  (Cfr.  § 94);  ogni  corda  della  superficie  che 
passa  per  M dicesi  diametro  ed  è bissecata  da  quel 
punto.  Le  generatrici  del  cono  assintotico  sono  parallele 
alle  generatrici  della  superficie  rigata,  quindi  il  cono  as- 
sintotico dicesi  anche  cono  direttore  della  superfìcie. 

IX)  Se  la  superficie  rigata  di  secondo  ordine  si  considera  come 
generata  da  due  fasci  proiettivi  di  piani,  il  cono  assinto- 
tico della  superficie  risulta  formato  da  due  fasci  proiettivi 
di  piani  paralleli  ai  piani  dei  fasci  dati,  i cui  assi  si  incon- 
trano in  M.  Segue  da  ciò,  che  ogni  piano  taglia  la  superfi- 
cie rigata  ed  il  cono  assintotico  in  due  curve  del  secondo 
grado  simili  e similmente  poste. 

X)  I punti  della  linea  di  stringimento  della  superficie  rigata  di 
secondo  ordine,  che  appartengono  a generatrici  parallele 
dei  due  sistemi,  si  trovano  in  una  retta  che  passa  pel  centro 
della  superficie,  vertice  del  cono  assintotico,  e sono  egual- 
mente lontani  da  quel  punto  ; poiché  il  piano  di  quelle 
due  generatrici  è un  piano  assintotico  alla  superficie  data. 

Esercizi.  1)  Costruire  in  proiezione  centrale  od  in  proiezione  assonome- 
trica, od  in  due  proiezioni  parallele  ortogonali,  l’ interse- 
zione con  un  dato  piano  di  una  superficie  rigata  di  se- 
condo ordino  determinata  da  un  quadrangolo  gobbo  e da 
una  trasversale,  ed  il  cono  tangente  col  vertice  in  un 
punto  dato  che  inviluppa  la  superficie. 

2)  Costruire  le  tracce  di  un  paraboloide  iperbolico  determinato 

dalle  prime  due  proiezioni  di  un  quadrangolo  gobbo. 

3)  Quand’  è che  il  contorno  apparente  di  un  paraboloide  iperbo- 

lico in  proiezione  centrale  è una  parabola'? 

4)  Costruire  la  traccia  sul  piano  H*i  di  una  superficie  rigata  di 

secondo  ordine.  Si  faccia  uso  delle  intersezioni  delle 
prime  due  proiezioni  delle  generatrici.  Questa  curva  è in- 
viluppata dagli  assi  di  affinità  dei  piani  tangenti  alla  su- 
perficie nei  punti  della  traccia  cercata. 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE.  319 

5)  Costruire  i contorni  apparenti  di  una  superfìcie  rigata  di  se- 

condo ordine  determinata  da  tre  generatrici  dello  stesso 
sistema.  Si  costruiscano  quelle  tre  generatrici  dell’  altro 
sistema,  le  quali  hanno  respettivamente  le  stesse  immagini 
o le  stesse  proiezioni  delle  tre  generatrici  date,  e si  deter- 
minino i loro  punti  di  intersezione  con  queste.  Si  ottengono 
cosi  sul  quadro  o sui  piani  di  proiezione  tre  tangenti  ed  i 
relativi  punti  di  contatto  per  la  curva  di  secondo  ordine 
che  forma  il  contorno  cercato  (§  28,  Es.  4 e § 90,  Es.  4). 

6)  Costruire  in  proiezione  centrale  il  cono  assintotico  di  una  su- 

perficie rigata  del  secondo  ordine  determinata  da  tre 
generatrici.  Date  le  generatrici  gt,  gt,  g3,  si  costrui- 
scano le  direttrici  1,,  1,,  l,  respettivamente  parallele 
alle  prime  (Cfr.  Tav.  VI,  § 90,  Oss.  II)  e si  determinino 
le  rette  di  fuga  dei  piani  <7,1, , </,!,,  <7jlj,  le  quali  saranno 
tre  tangenti  alla  linea  di  fuga  della  superfìcie  e del  suo 
cono  assintotico,  respettivamente  nei  punti  Q,',  Q,’,  Q3, 
ciò  che  determina  completamente  questa  curva.  Il  punto 
di  intersezione  di  quei  piani  è il  centro  M della  super- 
ficie vertice  del  cono  assintotico,  e le  tracce  S,S, , 
S,S, , SjS,  sono  tre  tangenti  alla  traccia  del  cono  assin- 
totico, i cui  punti  di  contatto  S,4,  S,4,  Ss4  sono  le  inter- 
sezioni di  quelle  tracce  colle  generatrici  Af  Q,’ , A f (?„' , 
il'Qj.  Questa  traccia  ò simile  e similmente  posta  rispetto 
alla  traccia  dell’  iperboloide  (Cfr.  Oss.  III). 

7)  Ogni  piano  parallelo  ad  un  piano  tangente  al  cono  assinto- 

tico taglia  l’iperboloide  ad  una  falda  secondo  una  para- 
bola. Costruire  quelle  sezioni  paraboliche  di  una  tale  su- 
perficie che  passano  per  un  punto  dato  e che  hanno  una 
data  inclinazione  sul  quadro , od  una  data  inclinazione 
sopra  un  piano  fisso. 

8)  Costruire  un  iperboloide  ad  unadalda  che  ha  per  cono  assin- 

totico un  dato  cono  di  2°  grado.  Quale  condizione  è ne- 
cessaria perchè  una  tale  superficie  rigata  possa  contenere 
una  retta  data? 

93.  Una  superficie  rigata  di  secondo  ordine  è segata  in  ge- 
nerale da  una  retta  in  due  punti,  che  sono  quelli  comuni  alla 
retta  e ad  una  sezione  della  superficie  fatta  con  un  piano  che 
passa  per  la  retta  ; inoltre  per  ogni  data  retta  passano  due 
piani  tangenti  alla  superficie,  e sono  quelli  che  contengono  la 
retta  e che  toccano  il  cono  tangente  alla  superficie  che  ha  il 
vertice  in  un  punto  qualunque  della  retta.  La  superficie  dicesi 
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perciò  di  seconda  classe  e di  secondo  ordine,  o più  brevemente  di 
secondo  grado  o quàdrica. 

Si  può,  per  costruire  i punti  d’intersezione  di  una  retta 
con  una  quàdrica  ed  i piani  tangenti  che  passano  per  essa, 
scegliere  per  piano  secante  un  piano  proiettante , e per 
cono  tangente  il  cilindro  inviluppante,  le  cui  generatrici  sono 
parallele  alla  retta,  riducendo  cosi  il  problema  alla  ricerca 
dei  punti  d' incontro  di  una  retta  e di  una  conica  situate  nel 
medesimo  piano,  ed  alla  ricerca  delle  tangenti  che  da  un  punto 
di  un  piano  si  possono  condurre  ad  una  conica  situata  in  quello 
stesso  piano;  ossia  (§  29)  alla  costruzione  degli  elementi  uniti 
di  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  e di  due  fasci  di 
raggi  proiettivi  concentrici.  Le  proprietà  proiettive  delle  super- 
ficie rigate  del  secondo  ordine  conducono  immediatamente  ai 
seguenti  metodi  per  eseguire  quelle  costruzioni: 

o)  Supponiamo  che  la  data  superficie  rigata  di  secondo 
ordine  sia  determinata  da  tre  sue  generatrici  g, , gtt  g, , e che  h 
sia  la  retta  data:  i fasci  di  piani  che  hanno  per  assi  gt,  g,  e 
che  sono  prospettivi  alla  punteggiata  situata  in  g , , determinano 
nelle  intersezioni  delle  coppie  di  piani  corrispondenti  le  diret- 
trici l dell’  iperboloide  e segàno  la  retta  h in  due  punteggiate 
proiettive  sovrapposte  ; i punti  uniti  Ft , Ft  di  queste  sono  i 
punti  in  cui  si  segano  due  piani  corrispondenti , in  cui  cioè  la 
retta  h è incontrata  da  una  generatrice  l dell’  iperboloide. 
Queste  rette  /, , lt  sono  poi  le  intersezioni  stesse  delle  coppie 
di  piani  gtFt , g,F,  (od  anche  gtF,)  e g,F, , g,F,  (od  anche  g,Ft) 
e determinano  con  h i due  piani,  i quali  passano  per  h e sono 
tangenti  all’iperboloide. 

b)  Se  attorno  alla  retta  g,  si  fa  ruotare  un  piano  che  ge- 
nera sulle  due  rette  gt , gy  due  punteggiate  proiettive,  le  rette 
che  passano  per  le  coppie  di  punti  corrispondenti  sono  le  di- 
rettrici l dell’  iperboloide;  quelle  punteggiate  se  si  proiettano 
dalla  retta  h danno  due  fasci  di  piani  proiettivi  coll'asse  co- 
mune, ed  i piani  uniti  F, , F,  di  questi  fasci  sono  i piani 
che  passando  per  h contengono  respettivamente  le  direttrici 
l, , lt  dell'  iperboloide.  Queste  rette  sono  poi  le  congiungenti 
delle  coppie  di  punti  F ,gt , F ,gi  ; F.g , , F.^ . 
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Si  vede  che  con  ciascuna  delle  costruzioni  indicate  si 
risolvono  entrambi  i problemi  proposti,  e che  queste  solu- 
zioni possono  essere  (§  29,  Oss.)  entrambe  reali  e distinte,  o 
coincidenti,  od  immaginarie  (Cfr.  § 94).  I metodi  a),  A),  come 
pure  i corrispondenti  problemi,  sono  correlativi  secondo  la 
legge  di  dualità  (§  23).  Nella  Tav.  VII  la  soluzione  dei  due 
problemi  è completamente  sviluppata,  seguendo  il  metodo  a). 
Date  le  rette  gt,  gt,  g,,  h si  sono  costruite  le  due  trasver- 
sali comuni  l, , l.  ed  i piani  S‘  e S*  che  quelle  determinano 
con  h.  Sulla  retta  g,  si  sono  fissati  tre  punti  Au  , Att , Ai%  e si 
sono  costruiti  i piani  che  passano  per  questi  punti  e respet- 
tivamente  per  gt  e <?,;  questi  piani  tagliano  la  h respettiva- 
mente  in  Z?„,  Bit  ; B„,  Bti , Ba  ; e per  avere  questi  punti 
si  eseguirono  le  costruzioni  indicate  al  § 32,  usando  delle  pa- 
rallele a g, , g,  che  passano  per  An  , At , , A„ . Descrivendo  il 
cerchio  ausiliario  K (Cfr.  §29),  si  sono  trovati  nella  seconda 
proiezione  i punti  uniti  Ft , Ft  delle  punteggiate  proiettive 
sovrapposte  formate  coi  punti  B;  tirando  per  questi  punti  le 
parallele  alle  g, , g},  queste  determinano  con  quelle  le  coppie 
di  piani  che  si  tagliano  nelle  due  trasversali  ; final- 
mente si  sono  costruite  le  tracce  a', , s1,  ; s't  dei  due 
piani  l{h,  IJi. 

Le  tracce  orizzontali  di  g, , g, , g, , /, , 1,  determinano  la 
traccia  omonima  dell’iperboloide;  le  prime  e le  seconde  proie- 
zioni delle  stesse  cinque  rette  sono  tangenti  ai  rispettivi  con- 
torni apparenti,  e però  questi  vengono  completamente  deter- 
minati da  quelle  proiezioni.  Nella  Figura  sono  indicate  con  rette 
più  marcate.  Per  completare  i contorni  servirebbero  le  genera- 
trici dell’iperboloide  che  passano  pei  punti  4,,,  AXi,  A,it  e che 
nella  Figura  della  Tav.  VII  si  possono  facilmente  completare 
coll’  aiuto  delle  tracce  (Cfr.  Tav.  V,  § 90). 

Se  la  retta  h è parallela  ad  un  asse  di  proiezione,  il  pro- 
blema generale  dà  il  modo  di  determinare  un  punto  della  su- 
perficie, quando  di  questo  è data  una  proiezione  ; i piani 
dei  due  fasci  proiettivi  che  hanno  per  asse  comune  la  retta  A 
sono  piani  proiettanti , e le  loro  tracce  sono  le  congiungenti 
della  traccia  di  A colle  proiezioni  omonime  dei  punti  delle  pun- 
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teggiate  proiettive  situate  sopra  g,,  g,.  La  costruzione  si  riduce  a 
quella  usata  per  la  determinazione  delle  tangenti  ad  una  conica, 
che  nel  nostro  caso  è il  contorno  della  superficie  sul  piano  di 
proiezione,  sul  quale  è data  la  proiezione  del  punto  (Cfr.Fig.  169). 

Nell’ anzidetto  problema  generale  è compresa  anche  la  co- 
struzione della  curva  di  intersezione  di  una  superficie  rigata  di 
secondo  ordine  con  una  superficie  sviluppabile,  o con  un’altra 
superficie  rigata  di  secondo  ordine;  infatti  i punti  di  questa 
curva  non  sono  altro  che  le  intersezioni  delle  generatrici  retti- 
linee dell’  una  superficie  coll’altra,  e le  tangenti  alla  curva  se- 
zione non  sono  altro  che  le  intersezioni  dei  piani,  tangenti  alle 
due  superficie  nei  punti  di  quella  curva. 

Osservaz.  I)  Se  due  iperboloidi  ad  una  falda  hanno  a comune  le  genera- 
trici <7, , <73 , la  rimanente  parte  della  intersezione  delle 
due  superlicie  è formata  da  due  direttrici.  Infatti , se 
gt , <;,*  sono  due  generatrici  qualunque  che  apparten- 
gono 1’  una  al  primo,  l' altra  al  secondo  iperboloide,  le 
trasversali  delle  quattro  rette  gl , g*,  gt , g3  sono  due 
direttrici  comuni  alle  due  superficie. 

II)  Se  due  iperboloidi  ad  una  falda  si  toccano  in  lutti  i punti  di 
una  generatrice  comune , essi  si  tagliano  inoltre  se- 
condo due  direttrici , che  sono  le  parallele  alle  gene- 
ratrici comuni  di  due  coni  concentrici  eguali  e paralleli 
ai  coni  assintotici  delle  due  superficie. 

Ili)  1 due  iperboloidi  ad  una  falda  determinati  respettivamente 
dalle  due  terne  di  rette  g, , gt , h;  gt,  g3,  h,  come 
generatrici,  hanno  a comune  altre  due  direttrici  . 
Tali  superficie  si  segano  nel  quadrangolo  gobbo  j,l,/if,  ; 
cioè  hanno  a comune  i lati  di  questo  quadrangolo  ed  i 
piani  tangenti  agli  iperboloidi  nei  suoi  vertici. 

IV)  Le  rette  , 1, , che  sono  le  trasversali  comuni  alle  quattro 

rette  g, , gt , g 3 ed  h,  si  possono  costruire  col  solo  uso 
della  riga  e del  compasso  e nel  modo  il  più  semplice  se 
si  assume  una  delle  quattro  rette  come  linea  proiettante. 
Nella  Tav.  VII  le  trasversali  comuni  alle  quattro  rette 
<7i , gt,gs,  h sono  I, , l,  e le  intersezioni  dì  queste  due 
con  quelle  quattro  rette  sono  D„  , D„  , Dm , F,  ; D„  , 
D„  , Dn,  F,  ; la  sola  seconda  proiezione  di  D„  cade 
fuori  dei  limiti  del  disegno. 

V)  I punti  della  curva  di  intersezione  di  una  superficie  rigata  di 

secondo  ordine  con  un  cono  od  un  cilindro  di  secondo 
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grado  si  ottengono  a gruppi  di  quattro  per  mezzo  dei  pian i 
che  passano  pel  vertice  del  cono  e per  le  generatrici  della 
superficie.  Infatti  ciascuno  di  questi  piani  taglia  il  cono 
lungo  due  generatrici  e l’ iperboloide  lungo  due  rette,  i 
punti  d’incontro  di  quelle  generatrici  con  queste  due  rette 
sono  punti  della  linea  di  intersezione  delle  due  superficie.  I 
punti  di  intersezione  di  due  iperboloidi  sono  le  intersezioni 
delle  generatrici  dell’uno  colla  superfìcie  dell’altro;  e sono 
disposti  in  gruppi  di  quattro  nei  piani  tangenti  dell’  una 
superficie,  i quali  segano  l’altra  lungo  una  conica.  In- 
fatti le  due  generatrici  contenute  in  questo  piano  tangente 
all’  una  superficie  segano  la  conica  in  quattro  punti.  La 
• curva  di  intersezione  di  una  superficie  rigata  con  una  su- 
perficie sviluppabile  si  determina  mediante  l’ intersezione 
delle  generatrici  di  quest’  ultima  colla  superficie  rigata  di 
secondo  ordine. 

VI)  I piani  tangenti  comuni  ad  una  superficie  conica  e ad  una  su- 
perficie rigata  di  secondo  ordine  sono  i piani  tangenti  co- 
muni al  cono  dato  ed  al  cono  tangente  alla  superficie  che 
ha  per  vertice  quello  del  cono  dato.  Le  intersezioni  dei 
due  coni  sono  le  generatrici  del  primo  cono  che  toccano 
la  superficie  rigata. 

Esercizi.  1)  Quali  relazioni  esistono  tra  gl’iperboloidi  </,  g»  h e <ji  gt  j/3? 

In  quali  punti  le  rette  I, , I,  dell’  Oss.  I incontrano  queste 
superfìcie? 

2)  Date  in  proiezione  centrale  le  tre  generatrici  gt , gt , g3  di 

un  iperboloide  ad  una  falda,  costruire  i piani  tangenti  in 
quei  punti  della  superfìcie  che  hanno  una  immagine  data. 

3)  Determinare  direttamente  quelle  generatrici  di  un  dato  iper- 

boloide che  incontrano  un  asse  di  proiezione,  per  es.:  OX. 

4)  Costruire  la  seconda  proiezione  di  un  punto  P di  un  parabo- 

loide iperbolico,  quando  del  punto  ne  è data  la  prima 
proiezione  P.  Il  paraboloide  iperbolico  sia  determinalo 
dal  quadrangolo  gobbo  ABCD,  ossia  I,  gt  I,  g{  (Fig.  169). 
Le  due  punteggiate  proiettive  generate  dalle  l sulle  g sono 
determinate  dalla  corrispondenza  dei  tre  punti  A,  D ed  il 
punto  all’infinito  di  g , coi  punti  B,  C ed  il  punto  all’in- 
finito di  g,  ; queste  due  punteggiate  determinano  colla 
parallela  all’  asse  OZ  che  passa  per  P due  fasci  pro- 
iettivi di  piani,  le  cui  tracce  nel  primo  piano  di  proiezione 
sono  i fasci  proiettivi  di  raggi  che  uniscono  P colle 
prime  proiezioni  dei  punti  delle  due  punteggiate  pro- 
iettive situate  in  g, , g..  Con  un  cerchio  ausiliario  K che 
passa  per  P si  determinano  i raggi  uniti  di  questi  fasci 
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di  raggi  (Cfr.  § 31,  Oss.  Ili),  i quali  sono  le  tracce  dei 
piani  uniti  dei  due  fasci  proiettivi  di  piani.  Ciascuno  di 
questi  piani  uniti  è un  piano  tangente  alla  superficie  che 
passa  per  la  verticale  di  F,  cioè  contiene  due  generatrici 


Eig.  169. 


dell'iperboloide  che  si  tagliano  nei  punti  P,  P‘  della  ver- 
ticale che  passa  per  P'.  Nella  Figura  le  generatrici  che 
passano  per  P sono  indicate  con  g , l e quelle  che  pas- 
sano per  P * con  g *,  i*;  le  proiezioni  verticali  di  queste 
rette  sono  determinate  dalle  loro  intersezioni  1 ,2,  3,  4; 
1*,  2*,  3*,  4*  colle  rette  date  l e g. 

5)  Determinare  le  generatrici  di  un  iperboloide  ad  una  falda, 
parallele  ad  un  dato  piano,  che  tagliano  cioè  la  retta  al- 
P infinito  di  questo  piano, 

a)  in  proiezione  centrale, 

b)  in  proiezione  parallela  ortogonale. 

0)  Si  disegnino  in  proiezione  parallela  le  direzioni  degli  assintoti 
e gli  assintoti  della  linea  di  intersezione  di  un  iperbo- 
loide ad  una  falda  con  un  piano,  per  es.  col  piano  H.r-, 
senza  che  la  curva  venga  costruita. 
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7)  Si  determini  il  punto  brillante  di  un  iperboloide  ad  una  falda 

illuminato  da  raggi  paralleli.  L’ iperboloide  sia  dato  da 
un  quadrangolo  gobbo  e da  una  trasversale.  Questo  punto 
si  ottiene  costruendo  i punti  di  contatto  di  quei  piani 
tangenti  alla  superficie  che  sono  normali  alla  direzione 
dei  raggi  luminosi  ; il  punto  di  contatto  che  trovasi  dalla 
parte  illuminata  della  superficie  è il  punto  cercato. 

8)  Si  costruiscano  i punti  comuni  ad  una  conica  e ad  un  iperbo- 

loide ad  una  falda  determinato  da  tre  generatrici  di  uno 
stesso  sistema;  ossia  costruire  le  rette  che  tagliano  con- 
temporaneamente le  tre  generatrici  date  e la  conica. 

9)  Si  costruiscano  i piani  tangenti  comuni  ad  un  iperboloide  ad 

una  falda  e ad  una  conica. 

94.  Se  P è un  punto  ellittico  di  una  superficie  di  secondo 
ordine,  le  tangenti  di  inflessione  y,  X in  quel  punto  sono  rette 
immaginarie  della  superficie,  situate  però  in  un  piano  reale  che 
è il  piano  tangente  alla  superficie  in  P,  quelle  rette  inoltre  si 
tagliano  in  un  punto  reale  P.  Si  deve  supporre  che  esse  non 
abbiano  verun  altro  punto  reale.  Tali  rette  immaginarie  con  un 
punto  reale  sono  dette  rette  puntale  od  anche  rette  immaginarie  di 
prima  specie;  una  tale  coppia  di  rette  immaginarie  può  sempre 
considerarsi  come  la  coppia  di  rette  doppie  di  una  involuzione 
di  raggi  che  abbia  il  punto  reale  per  centro.  Se  per  un  altro 
punto  P,  della  stessa  superficie  si  immaginano  i piani  P,x, 
P,y,  questi  segheranno  la  superficie  in  due  rette  y, , X,  poste 
nel  piano  tangente  alla  superficie  in  Pt,  che  hanno  a comune 
il  punto  reale  Pt  e che  non  possono  tagliare  in  punti  reali  le 
rette  y,  X.  Questi  risultati  derivano  dall’ ammettere  anche  per 
le  rette  immaginarie  i teoremi:  una  retta  ed  un  punto  fuori 
di  questa  determinano  un  piano  e due  rette  in  un  piano  si 
segano  in  un  unico  punto.  Segue  da  ciò,  che  dovendo  y,,  X, 
tagliare  in  punti  immaginari  y,  X esse  debbono  essere  rette  pun- 
tate e quindi  anche  P,  sarà  un  punto  ellittico  della  superficie, 
cioè:  se  una  superficie  di  secondo  ordine  ha  un  punto  ellittico, 
tutti  i suoi  punti  sono  ellittici.  Il  che  equivale  ai  due  Teoremi 
già  dimostrati:  se  una  superficie  di  secondo  ordine  ha  un  punto 
iperbolico,  tutti  i suoi  punti  sono  iperbolici  (§  89);  se  una  su- 
perficie di  secondo  ordine  ha  un  punto  parabolico,  tutti  i suoi 
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punti  sono  parabolici  (§  89,  Oss.).  In  una  superficie  del  se- 
condo ordine  con  punti  ellittici  esistono  dunque  due  sistemi  di 
rette  immaginarie  7,  X;  le  rette  dell’un  sistema  non  si  tagliano 
tra  loro,  tutte  le  rette  dello  stesso  sistema  sono  incontrate 
dalle  rette  dell’altro  sistema  in  punteggiate  immaginarie  pro- 
iettive. Ma  poiché  dalla  rappresentabilità  geometrica  di  quelle 
punteggiate  dipendono  i metodi  di  costruzione  che  abbiamo 
usati  per  l’iperboloide  ad  una  falda  e pel  paraboloide  iperbo- 
lico, così  alle  superficie  di  secondo  ordine  con  punti  ellittici  non 
si  possono  applicare  le  medesime  costruzioni.  Lo  studio  delle 
superficie  di  secondo  ordine  non  rigate  conduce  ad  una  ricerca 
speciale.  Noi  la  eseguiremo  però  in  modo  da  mostrare  che  tutti 
i resultati  di  questa  valgono  anche  per  le  superficie  rigate  di  se- 
condo ordine. 

Si  immaginino  delle  rette  h tirate  per  un  punto  P dello 
spazio,  ciascuna  delle  quali  tagli  la  superficie  di  secondo  or- 
dine F,  respettivamente  in  due  punti  5,  , S,*  ; S„,  S,*,  ec.;  in 
ognuna  delle  rette  stesse  si  determini  un  punto  P,*,  P,*,  ec.,  in 
modo  che  i gruppi  5,5,*,  PP 6’, 5,*,  PP*  ; ec.,  siano  ar- 
monici , cioè  che  sia  ( S,S*PP ,*)  = — 1.  Segue  da  ciò,  che  in 


Fig.  170. 


ogni  retta  h,  che  passa  per  P e che  taglia  la  superficie  esiste  un 
punto  Pi*  coniugato  armonicodi  P.  Per  due  rette  A, , A,  (Fig.  170) 
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ossia  in  un  piano  che  passa  per  P,  la  retta  PX*P*  è la  po- 
lare p , di  P rispetto  alla  conica  À', , secondo  la  quale  il  piano  F 
delle  due  rette  che  passano  per  P taglia  la  superficie  di  secondo 
ordine.  Due  piani  qualunque  che  passano  per  P forniscono  cosi 
due  polari,  le  quali  si  devono  tagliare  nel  punto  coniugato  di  P 
situato  sulla  retta  di  intersezione  di  questi  piani. 

Il  sistema  di  queste  polari  ha  quindi  la  proprietà  che  due 
qualunque  si  tagliano  senza  che  tutte  debbano  passare  per  uno 
stesso  punto,  cioè  esse  giacciono  in  un  piano  P — il  piano  dei 
punti  coniugati  di  P — . Questo  piano  dicesi  piano  polare  di  P 
rispetto  alla  superficie  di  secondo  ordine,  e P il  polo  di  P ri- 
spetto alla  superficie  stessa.  Ogni  retta  che  passa  pel  polo  in- 
contra il  piano  polare  in  un  punto  che  è il  coniugato  armonico 
del  polo  rispetto  ai  punti  in  cui  essa  incontra  la  superficie. 

Se  P è il  piano  polare  del  punto  P,  il  piano  polare  di  un 
punto  di  P passa  per  P.  I piani  polari  dei  punti  di  una  retta 
formano  un  fascio:  siano  infatti  P, , P,,  P,  tre  punti  della  retta 
data  e PtP,  l’intersezione  dei  due  piani  polari  corrispondenti 
ai  primi  due,  dico  che  il  piano  polare  di  P,  passa  per  P,P, ; 
infatti  il  piano  polare  di  un  punto  qualsiasi  di  P,P,  deve  con- 
tenere P,  e P,  quindi  contiene  P„  dunque  viceversa  il  piano  po- 
lare di  P,  deve  contenere  un  punto  qualsiasi  di  P,P, . 

Se  pel  polo  P si  conducono  due  piani  P, , P,  che  segano 
la  superficie  in  due  coniche  Kt,  Kt  e si  tirano  le  tangenti  tt, 

/,*,  a queste  curve  nei  punti  Sly  St*  in  cui  esse  si  segano  fra 
loro,  queste  coppie  di  tangenti  si  incontrano  nei  punti  M, , Mt 
delle  polari  px , pt  di  P,  giacché  P,  St)  S*  sono  in  linea  retta, 
ed  i piani  l*t*,  cioè  i piani  tangenti  alla  superficie  di  se- 
condo ordine  in  S, , S*,  si  tagliano  secondo  una  retta  h * del 
piano  polare  di  P.  Dunque  due  piani  tangenti  che  hanno  i 
punti  di  contatto  in  linea  retta  con  un  punto  P,  il  piano  polare 
di  P ed  il  piano  che  passa  per  P e per  l’intersezione  dei  primi 
due  formano  un  fascio  armonico  di  piani.  Reciprocamente  il  polo 
ed  il  piano  polare  dividono  armonicamente  tutte  le  coppie  di 
piani  tangenti  alla  superficie  di  secondo  ordine  che  si  segano  se- 
condo rette  del  piano  polare,  poiché  i punti  di  contatto  dei  due 
piani  tangenti  devonoessere  in  linea  retta  col  polo,  altrimenti  per 
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la  retta  in  cui  questi  piani  tangenti  incontrano  il  piano  polare, 
si  potrebbero  condurre  più  di  due  piani  tangenti  alla  superficie. 
Tutti  i punti  e tutte  le  rette  che  trovansi  in  un  piano,  si  dicono 
coniugali  o coniugate  al  polo  di  quel  piano;  tutti  i piani  e tutte 
le  rette  che  passano  per  un  punto,  si  dicono  coniugati  o coniu- 
gale al  piano  polare  di  quel  punto.  Ad  ogni  retta  corrisponde 
un’  altra  retta  come  intersezione  dei  piani  polari  dei  punti  della 
retta  data,  o come  luogo  dei  poli  dei  piani  che  passano  per  essa: 
ciascuna  di  tali  rette  dicesi  polare  dell’altra;  due  rette  si  dicono 
coniugale,  quando  l’una  taglia  la  polare  dell’altra. 

Quattro  punti,  ciascuno  dei  quali  è coniugato  agli  altri  tre, 
che  ha  cioè  per  piano  polare  il  piano  degli  altri  tre  punti,  de- 
terminano un  tetraedro,  delle  cui  quattro  facce  ciascuna  è coniu- 
gata alle  altre  tre,  ed  i cui  spigoli  opposti  sono  polari  l’uno 
dell’  altro,  mentre  due  qualunque  spigoli  contigui  sono  rette  co- 
niugate. I vertici  di  questo  tetraedro  costituiscono  una  qua- 
derna di  poli  armonici  e le  facce  formano  una  quaderna  di  piani 
polari  armonici  rispetto  alla  superficie  di  secondo  ordine  che 
si  considera  ; questo  tetraedro  dicesi  anche  tetraedro  coniugato. 

Osserva;.  I)  Ogni  superficie  di  secondo  ordine  è in  involuzione  con  se 
stessa  per  ogni  punto  P dello  spazio  preso  come  centro , 
quando  si  prenda  come  piano  di  collineazione  il  piano  po- 
lare P del  centro  di  omologia  (Cfr.  § 42,  § 20). 

II)  ltispetto  ad  una  superficie  di  secondo  ordine  ai  punti  Pi 
dello  spazio  corrispondono  i piani  polari  P,-;  a tutti  i 
punti  e raggi  di  un  piano,  i piani  ed  i raggi  che  passano 
pel  polo  di  questo,  ec.  Lo  spazio  appare  qui  sotto  due 
aspetti  come  il  complesso  di  un  sistema  di  punti  e di  un 
sistema  di  piani.  L’accennata  relazione  che  esiste  tra  i due 
spazi,  diccsi  reciprocità  polare,  e la  superficie  di  secondo 
ordine  che  la  determina,  si  chiama  direttrice  (Cfr.  § 33). 

Ili)  Se  per  un  punto  P passa  una  tangente  alla  superficie  di  se- 
condo ordine  F,,  i punti  d’intersezione  1S, , St*  di  quella 
retta  coincidono  nel  punto  di  contatto,  e quindi  nello 
stesso  punto  coincide  il  quarto  punto  armonico  P,*  ri- 
spetto ai  tre  P,  St,  S,*;  quindi:  Il  piano  polare  di  un 
punto  P rispetto  ad  una  superficie  di  secondo  ordine  passa 
pei  punti  di  contatto  di  tutte  le  tangenti  alla  superficie 
che  passano  per  P ; il  luogo  di  questi  punti  di  contatto  è 
la  conica  intersezione  del  piano  polare  P colla  superficie. 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE.  3‘29 

IV)  Se  P è un  punto  della  superficie  di  secondo  ordine,  ogni  retta 
che  passa  per  esso  ha  in  quel  punto  l’ intersezione  £>, 
colla  superficie,  ed  in  generale  l’altro  punto  S,"  d’in- 
tersezione sarà  differente  da  S,  ; segue  da  ciò,  che  in 
generale  il  punto  Pt*  coinciderà  con  P.  Ma  se  la  retta  è 
una  tangente  alla  superficie  in  P , i punti  S, , St * coinci- 
dono in  P,  e P,*  è un  punto  qualunque  della  tangente 
stessa,  cioè:  il  punto  P della  superficie  è coniugato  con 
tutti  i punti  delle  tangenti  in  quel  punto,  ossia  il  piano 
tangente  alla  superficie  di  secondo  ordine  è il  piano  po- 
lare del  suo  punto  di  contatto. 

V)  Se  P * ènei  piano  polare  di  P rispetto  ad  una  data  superficie  di 
secondo  ordine,  si  è osservato  che  P trovasi  nel  piano  po- 
lare di  P*  rispetto  alla  stessa  superficie  ; dunque  : Se  il 
piano  polare  ruota  intorno  ad  un  punto  P,  ossia  genera  una 
stella  di  piani,  il  corrispondente  polo  si  muove  nel  piano  po- 
lare P di  questo  punto,  ossia  genera  un  piano  punteggiato. 

VI)  Se  il  piano  polare  P ruota  attorno  ad  una  retta  g , si  è os- 
servato che  il  suo  polo  P si  muove  sulla  retta  p*  ; quel 
fascio  di  piani  e questa  punteggiata  sono  proiettivi;  nei 
punti  in  cui  la  retta  g * incontra  la  superficie  di  secondo 
ordine  i piani  tangenti  passano  per  g,  o viceversa. 

VII)  Le  soluzioni  dei  Problemi:  determinare  i punti  d’interse- 
zione di  una  retta  e di  una  superficie  del  secondo  ordine; 
condurre  i piani  tangenti  ad  una  superficie  del  secondo 
ordine  che  passano  per  una  data  retta,  si  possono  col  prin- 
cipio della  reciprocità  polare  dedurre  una  dall’  altra , ne 
segue  che:  Una  superficie  di  secondo  ordine  rigata  o no 
è sempre  di  seconda  classe,  e per  comprendere  le  due 
proprietà  tale  superficie  dicesi  brevemente  di  secondo 
grado  o quàdrica. 

Vili)  1 piani  che  passano  per  una  retta  g ed  i piani  condotti  per 
questa  retta  e pei  poli  dei  primi  piani  costituiscono 
due  fasci  di  piani  in  involuzione , gli  elementi  doppi  di 
questa  sono  i piani  tangenti  alla  quàdrica  che  passano 
per  g.  Per  ogni  retta  dello  spazio  e per  ogni  superficie  di 
secondo  ordine  viene  cosi  determinato  un  fascio  in  invo- 
luzione di  piani  polari  armonici. 

IX)  I punti  della  punteggiata  formata  coi  poli  in  g * e le  interse- 
zioni di  g*  coi  corrispondenti  piani  polari  che  passano 
per  g,  formano  due  punteggiate  proiettive  sovrapposte  in 
involuzione;  i punti  doppi  di  queste  sono  i punti  di  in- 
tersezione di  g*  colla  superficie.  In  ogni  retta  dello  spa- 
zio e per  ogni  superficie  di  secondo  ordine  viene  cosi 
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determinata  una  punteggiata  in  involuzione  di  poli  ar- 
monici. 

X)  Se  la  retta  g tocca  la  superficie  di  secondo  ordine,  la  tocca 
nello  stesso  punto  anche  la  sua  polare  </*.  Le  tangenti  in 
un  punto  di  una  superficie  di  secondo  ordine  si  dividono 
cosi  in  coppie  di  rette,  per  modo  che  i piani  polari  dei 
punti  di  una  tangente  passano  per  l’altra  tangente  della 
coppia.  Tutte  queste  coppie  di  tangenti  diconsi  tangenti 
coniugate  e formano  una  involuzione  di  raggi  ; i raggi 
doppi  di  questa  involuzione  hanno  la  proprietà  che  il 
piano  polare  di  un  punto  di  ciascuno  di  questi  raggi 
contiene  il  punto  stesso,  e quindi  che  lutti  i punti  di  quei 
raggi  trovansi  nei  corrispondenti  piani  polari,  ossia  sono 
sulla  superfìcie.  Quei  raggi  doppi  sono  dunque  le  rette 
osculatrici  alla  superfìcie  nel  punto  considerato,  ossia  le 
generatrici  della  stessa  che  passano  per  quel  punto  (§  89). 

La  superficie  di  secondo  ordino  è o non  è rigata  a seconda 
che  le  coppie  di  quella  involuzione  di  raggi  non  sono  se- 
parate o lo  sono.  Infatti  noi  sappiamo  che  una  involu- 
zione di  raggi  ha  gli  elementi  doppi  reali  nel  solo  caso, 
in  cui  le  coppie  di  raggi  coniugati  non  siano  tra  loro  se- 
parate (Cfr.  § 3t , Es.  4). 

Se  i raggi  doppi  coincidono,  la  retta  che  li  contiene  è un 
raggio  di  tutte  le  coppie  del  fascio;  tutti  i punti  del  rag- 
gio doppio  sono  punti  di  contatto,  e la  superfìcie  è conica, 
ossia  è la  sviluppabile  di  secondo  ordine. 

XI)  Se  si  immagina  il  cono  tangente  ad  una  superficie  di  se- 
condo ordine  col  vertice  nel  punto  P ed  un  punto  S della 
curva  di  contatto,  la  tangente  di  questa  curva  in  S e la 
retta  PS  ossia  f formano  una  coppia  di  raggi  coniugati 
nella  involuzione  delle  tangenti  in  S,  e quindi  sono  co- 
niugate armonicamente  alle  rette  osculatrici,  o genera- 
trici g,  l della  superficie  in  S.  Infatti  la  retta  t essendo 
tangente  alla  superfìcie  e passando  pel  punto  P deve 
avere  per  coniugata  una  tangente  alla  superfìcie  in  S che 
deve  trovarsi  sul  piano  polare  di  P,  cioè  la  tangente 
t*  alla  curva  di  contatto  in  quel  punto  S. 

Ktercizi.  1)  Costruire  il  polo  di  un  piano,  rispetto  ad  una  superficie  di 
secondo  ordine,  come  intersezione  dei  piani  polari  di  tre 
punti  del  piano  non  in  linea  retta,  o come  intersezione  di 
tre  piani  tangenti  alla  superfìcie  in  punti  della  sua  se- 
zione colla  superficie. 

2)  Costruire  la  polare  g*  di  una  retta  g,  rispetto  ad  una  super- 
fìcie F,  di  secondo  ordine,  come  la  congiungente  dei  poli 
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di  due  piani  che  passano  per  g , o come  la  retta  d' inter- 
sezione dei  piani  polari  di  due  punti  della  retta  g. 

3)  Costruire  un  tetraedro  coniugato,  rispetto  ad  una  superticie 
• di  secondo  ordine,  del  quale  è dato  un  vertice,  uno  spi- 

golo ed  una  faccia  che  passa  per  esso. 

95.  La  considerazione  dei  punti,  delle  rette  e del  piano 
situati  aU’«infinito , offre  dei  risultati  importanti.  Il  piano  po- 
lare di  un  punto  all'  infinito  Ita  la  proprietà  di  bissecare  tutte 
le  corde  parallele  della  superficie  di  secondo  ordine  che  hanno 
in  comune  quel  punto  all'infinito.  Quel  piano  dicesi  piano  diame- 
trale coniugato  alla  direzione  di  quelle  corde.  Poiché  tutti  i punti 
all’infinito  trovansi  in  un  piano,  cosi  tutti  i piani  diametrali 
di  quei  punti  passano  per  un  punto,  che  è il  polo  del  piano  al- 
l’ infinito.  Questo  punto  dicesi  centro  della  superficie  e bisseca 
tutte  le  corde  della  superficie  che  passano  per  esso.  La  polare 
di  una  retta  all'infinito  è l’intersezione  degli  infiniti  piani  dia- 
metrali coniugati  ai  sistemi  di  corde  che  hanno  in  comune  i 
differenti  punti  contenuti  in  quella  retta  all'  infinito,  e dicesi 
diametro  coniugato  ai  piani  paralleli  che  contengono  quella  retta 
all’infinito. 

Al  sistema  dei  punti  all’infinito  corrisponde  la  stella  dei 
piani  diametrali;  al  sistema  di  rette  all’infinito  corrisponde  la 
stella  dei  diametri  della  superficie.  Segue  da  tutto  ciò  che  un 
diametro,  polare  di  una  retta  all’infinito,  contiene  i centri  di 
tutte  le  sezioni  della  superficie  di  secondo  ordine  fatte  con  piani 
che  contengono  quella  retta  all’infinito.  L’involuzione  dei  piani 
polari  armonici  della  superficie  che  ha  per  asse  quel  diametro 
— le  coppie  di  piani  corrispondenti  si  dicono  piani  diametrali  co- 
niugati— è segata  dai  piani  paralleli  che  contengono  l’anzidetta 
retta  all’infinito  in  fasci  uguali  di  diametri  coniugati,  cioè  le  se- 
zioni parallele  di  una  superficie  di  secondo  ordine  sono  curve 
simili  e similmente  poste,  i cui  centri  trovansi  nel  diametro, 
che  è la  polare  della  retta  all’infinito  comune  a quei  piani. 

Ne  segue,  che  una  superficie  di  secondo  ordine  può  essere 
generata  in  infinite  maniere  mediante  il  movimento  di  una  co- 
nica, il  cui  piano  si  mantiene  parallelo  a se  stesso,  e che  in 
ogni  sua  posizione  taglia  in  due  punti  una  conica  fissa,  mentre 
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il  centro  della  conica  mobile  descrive  quel  diametro  che  è 
coniugato  nella  conica  fìssa  alla  direzione  delle  corde  determi- 
nate dal  piano  mobile.  Le  curve  di  intersezione  di  una  super- 
ficie con  due  piani  diametrali  qualunque,  1’  uno  dei  quali  con- 
tiene il  diametro  coniugato  dell’altro,  determinano  in  questo 
modo  la  generazione  della  superficie. 

Le  superficie  che  possono  essere  generate  dall^  combina- 
zione di  una  conica  fissa  e di  una  conica  mobile,  si  possono  ri- 
durre ai  seguenti  casi  principali: 

a)  Un’  iperbole  fissa  con  un’ellisse  mobile,  od  un’ellisse 
fissa  con  un’  iperbole  mobile  generano  un  iperboloide  ad  una 
falda  (Fig.  171),  quando  nella  posizione  centrale  del  piano  della 
curva  mobile  questa  ha  a comune  colla  conica  fissa  un  diame- 
tro. Col  secondo  modo  di  generare  la  superficie  la  curva  mo- 
bile ha  delle  posizioni  limiti,  per  ciascuna  delle  quali  l’iperbole, 
trasformandosi  in  due  rette  che  si  tagliano , dà  luogo  ad  una 
coppia  di  generatrici  rettilinee  della  superficie. 

b)  Un’  iperbole  fissa  con  una  parabola  mobile,  o vice- 
versa, generano  un  paraboloide  iperbolico  (Fig.  172).  Nel  caso 


Fig.  171.  Fig.  172. 


dell’iperbole  mobile  si  ha  in  una  posizione  limite  del  suo 
piano  una  coppia  di  generatrici  rettilinee  della  superficie.  — 
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Esse  sono  di  sistema  differente,  perchè  trovansi  nello  stesso 
piano. 

Queste  superficie  a),  b ) non  sono  altro  che  le  superficie  rigate 
di  secondo  ordine  precedentemente  studiate  al  § 89  e seguenti. 

c)  Un’iperbole  fissa  con  un’ellisse  mobile,  o viceversa, 
generano  un  iperboloide  a due  falde  (Fig.  173);  è però  necessa- 
ri. 173.  Fig.  174. 


rio  che  la  sezione  comune  del  piano  della  curva  fìssa  con  quello 
della  curva  mobile  nella  loro  proiezione  centrale  sia  paral- 
lela ad  un  diametro  non  tra-  Fi  175 


sverso  dell’iperbole. 

d ) Una  ellisse  fissa  genera 
con  una  ellisse  mobile  un  ellis- 
soide (Fig.  174). 

e)  Una  parabola  fissa  ed 
una  ellisse  mobile,  o viceversa, 
generano  un  paraboloide  ellittico 
(Fig.  175). 

Queste  sono  le  superficie  di 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECONDA. 


334 

secondo  ordine  non  rigate,  ossia  le  superfìcie  con  punti  el- 
littici. 

Osserva:.  I)  I piani  tangenti  ad  una  superficie  di  secondo  ordine  negli 
estremi  di  un  diametro  sono  paralleli,  e la  loro  comune 
retta  all’ infinito  è coniugala  alla  direzione  di  quel  diame- 
tro. Infatti  i piani  polari  degli  estremi  di  quel  diametro , 
che  sono  i piani  tangenti  alla  superficie,  devono  segarsi 
nella  retta  coniugata  a quel  diametro;  quindi,  ec. 

II)  I punti  all’ infinito  di  tre  diametri  di  una  superfìcie  di  se- 
condo ordine,  il  piano  di  due  qualunque  dei  quali  sia 
coniugato  al  punto  all’infinito  del  terzo,  ed  il  centro  della 
superficie  formano  una  quaderna  di  poli  armonici  ; i 
piani  diametrali  corrispondenti  formano  col  piano  al- 
l’ infinito  un  tetraedro  coniugato,  ossia  una  quaderna  di 
piani  polari  armonici. 

Ili)  Se  una  superficie  di  secondo  ordine  è illuminata  da  raggi  pa- 
ralleli, il  contorno  dell’  ombra  propria  è la  conica  inter- 
sezione colla  superficie  del  piano  diametrale  coniugato 
alla  direzione  dei  raggi  luminosi , e l’ ombra  portata 
è determinata  dal  cilindro  di  secondo  grado,  che  ha  per 
direttrice  quella  conica  e per  generatrici  le  parallele  alla 
direzione  dei  raggi  luminosi. 

IV)  Il  centro  della  superficie  6 il  vertice  del  relativo  cono  assin* 

totico,  il  quale  è reale  od  immaginario  a seconda  che  è 
reale  od  immaginaria  l’ intersezione  della  superficie  col 
piano  all’ infinito;  quindi  nei  casi  a)  e c)  è un  cono  di 
secondo  ordine,  nei  casi  b)  ed  e)  è il  piano  all'infinito 
stesso,  il  quale  tocca  i due  paraboloidi. 

V)  Le  sezioni  di  una  superficie  di  secondo  ordine  e del  suo  cono 

assintotico  con  un  piano  sono  coniche  simili  e similmente 
poste  (Cfr.  § 92,  Oss.  IX). 

VI)  La  sfera  si  può  considerare  come  un  caso  particolare  dell’ el- 
lissoide. 

VII)  Il  piano  polare  di  un  punto  P,  rispetto  ad  una  superficie  del 
secondo  ordine,  è parallelo  al  piano  diametrale  coniugato 
alla  retta  che  dal  centro  della  superfìcie  va  al  punto  P. 

Vili)  In  una  sfera  ogni  piano  polare  è normale  al  diametro  che 
passa  pel  relativo  polo  ; ogni  retta  g e la  sua  polare  g * 
sono  in  due  piani  diametrali  perpendicolari.  L'involu- 
zione dei  piani  polari  armonici  per  un  diametro  qua- 
lunque della  sfera  è una  involuzione  di  angoli  retti. 

IX)  Tutto  le  sezioni  piane  della  sfera  sono  cerchi,  qioè  coniche,  le 
quali  contengono  i punti  immaginari  circolari  all'  infinito 
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dei  piani  secanti  (§  31 , Oss.  II).  Si  può  dunque  dire  che 
il  luogo  dei  punti  all’infinito  di  una  sfera  è un  cerchio 
immaginario  nel  piano  all’ infinito.  Infatti,  se  si  fa  girare 
un  piano  attorno  ad  un  diametro  di  una  sfera,  questo  in 
tutte  le  sue  posizioni  taglia  la  sfera  secondo  un  cerchio  e 
il  piano  all’ infinito  secondo  una  retta,  la  quale  incontra 
il  cerchio  sezione  in  due  punti  — i punti  circolari  all’  in- 
finito del  piano.  — Questi  punti  sono  i punti  doppi  im- 
maginari (§  31 , Oss.  II)  di  una  involuzione  generata 
sulla  retta  all'infinito;  le  punteggiate,  sulle  quali  tro- 
vansi  quelle  involuzioni,  formano  un  fascio,  il  cui  centro 
è il  punto  all’infinito  T dell'asse  del  fascio  di  piani  e le 
differenti  involuzioni  essendo  fra  loro  eguali  ed  avendo 
tutte  per  centro  T,  si  possono  considerare  i loro  punti 
doppi  immaginari  come  egualmente  distanti  da  T,  e quindi 
come  se  costituissero  un  cerchio  immaginario  di  centro 
T;  questo  cerchio  sarà  comune  a tutte  le  sfere,  perchè, 
date  due  sfere  qualunque,  si  può  in  esse  determinare  due 
fasci  di  piani  paralleli  per  modo  che  i piani  corrispondenti 
abbiano  non  solo  la  stessa  retta  all’  infinito,  ma  gli  stessi 
punti  immaginari  circolari.  Tre  rette  tra  loro  perpendi- 
colari che  passano  per  un  punto  formano  un  gruppo  di 
diametri  coniugati  rispetto  ad  ogni  sfera  col  centro  in 
quel  punto,  i punti  all'infinito  di  quelle  rette  formano 
una  terna  di  poli  armonici  rispetto  al  cerchio  immagina- 
rio all’  infinito,  e con  un  punto  qualunque  situato  a di- 
stanza finita  formano  una  quaderna  di  poli  armonici  ri- 
spetto a tutte  le  sfere  che  hanno  per  centro  il  punto 
situato  a distanza  finita. 

X)  Una  retta  ed  un  piano  sono  tra  loro  perpendicolari,  se  il 
punto  all’  infinito  della  retta  e la  retta  all’ infinito  del  piano 
sono  resp.  polo  e polare  rispetto  al  cerchio  immaginario 
all’infinito;  due  rette  sono  tra  loro  perpendicolari,  se  i 
loro  punti  all’  infinito  sono  punti  coniugati  nella  involu- 
zione determinata  sulla  retta  all’  infinito  che  passa  per 
quei  due  punti  da  una  involuzione  di  angoli  retti  ; e due 
piani  sono  tra  loro  perpendicolari,  se  le  loro  rette  al- 
l’infinito sono  rette  coniugate  nella  involuzione  di  raggi, 
il  cui  centro  è il  punto  comune  a quelle  due  rette  per 
quel  cerchio  immaginario. 

Esercizi.  I)  Si  spieghi  in  qual  modo  la  superficie  conica  e la  superficie 
cilindrica  si  possono  considerare  come  casi  particolari 
delie  superficie  considerate  negli  alinea  a),  6),  c)  del 
testo. 
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2)  Quand’è  che  la  superficie  di  secondo  ordine  degenera  in  un 

sistema  di  due  piani  ? (Cfr.  § 91 , Es.  4). 

3)  Qual  modo  di  generare  la  superficie  di  secondo  ordine  per 

mezzo  di  coni  di  secondo  ordine  mobili  si  ricava  da  ciò 

che  precede?  Discutere  i differenti  casi  speciali. 

4)  Costruire  il  piano  polare  di  P rispetto  ad  una  sfera,  di  cui 

son  dati  il  raggio  ed  il  centro. 

96.  Riguardo  alla  rappresentazione  delle  superficie  di  se- 
condo ordine,  ecco  quanto  si  deduce  dalle  cose  premesse: 

a)  Per  la  rappresentatone  celle  proiezioni  parallele. 

Si  può  supporre  che  il  piano  della  conica  fissa  e quello  della 
conica  mobile  siano  respettivamente  paralleli  a due  dei  piani  di 
proiezione.  Infatti  : il  piano  della  conica  fissa  mediante  una  tra- 
sformazione si  può  sempre  rendere  parallelo  ad  uno  dei  piani 
di  proiezione,  ed  il  piano  della  conica  mobile  si  può  scegliere 
come  perpendicolare  a quello  della  conica  fissa,  perchè  la  scelta 
della  giacitura  del  piano  della  conica  mobile  non  determina  che 
il  diametro  della  conica  fissa  che  è coniugato  nella  quàdrica 
alla  retta  all’  infinito  di  quel  piano  e che  è il  luogo  dei  centri 
della  conica  mobile. 

La  Tav.  Vili  dà  la  rappresentazione  dell’  ellissoide.  La  co- 
nica mobile  K , nella  sua  posizione  centrale  è determinata  da 
due  diametri  coniugati  AB,  CD,  dei  quali  il  primo  è parallelo 
all’asse  OX,  ed  il  cui  piano  è parallelo  al  primo  piano  di  pro- 
iezione ; la  conica  fissa  è parallela  al  secondo  piano  di  proie- 
zione ed  è determinata  dai  due  diametri  coniugati  AB,  EF , dei 
quali  il  primo  è comune  alla  conica  Kr  Con  questi  dati  l'ellis- 
soide è completamente  determinata,  per  cui  si  potrà  costruire 
una  sezione  piana  qualunque  della  superficie  ed  il  cono  tan- 
gente, che  ha  il  vertice  in  un  punto  qualunque  dello  spazio.  Si 
osservi  che  tutte  le  sezioni  piane  della  superficie  parallele  al 
primo  piano  di  proiezione  sono  ellissi  simili  e similmente  poste 
rispetto  alla  conica  À' , che  i centri  di  queste  coniche  giacciono  nel 
diametro  EF,  e che  i diametri  paralleli  ad  OÀrhanno  gli  estremi 
sulla  conica  K,  ; oltre  a ciò  i coni  tangenti  alla  superficie  lungo 
quelle  sezioni  piane  hanno  i loro  vertici  in  EF.  e col  mezzo  della 
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seconda  proiezione  di  questi  coni  rimangono  completamente 
determinati  i poli  delle  corde  di  Kt  parallele  ad  OX  rispetto 
alla  conica  stessa.  Si  vede  che  tutto  ciò  vale  anche  per  le  se- 
zioni della  superficie  parallele  alla  conica  A'  od  al  secondo  piano 
di  proiezione  e pei  coni  tangenti  alla  superficie  lungo  quelle 
sezioni,  i cui  vertici  trovansi  quindi  nella  CD. 

Poiché  una  sezione  piana  della  superficie  è una  curva  di 
secondo  ordine,  cosi  essa  è determinata  da  cinque  punti  o 
da  dati  equivalenti.  Ogni  sezione  piana  parallela  a A',  od  a A', 
ha  due  punti  in  comune  colla  curva  di  intersezione  della 
superficie  con  un  piano  secante  qualunque,  ed  il  cono  tan- 
gente relativo  a ciascuna  di  quelle  sezioni  parallele  dà  le  tan- 
genti in  quei  punti  alla  curva  di  intersezione  del  piano  secante 
colla  superficie.  Queste  tangenti  infatti  non  sono  altro  che  le 
intersezioni  col  piano  secante  dei  piani  tangenti  al  cono  lungo 
le  generatrici  che  passano  per  quei  punti.  Per  determinare  la 
curva  di  intersezione  del  piano  secante  colla  superficie  basta 
quindi  conoscere  due  di  quelle  sezioni  parallele  a A'  o a A',, 
poiché  esse  danno  quattro  punti  della  sezione  e le  corrispondenti 
tangenti  ; in  luogo  di  queste  sezioni  parallele  a A,  o a A',  può 
convenire  prendere  addirittura  le  due  sezioni  diametrali  A',,  A'5. 

Il  cono  tangente  alla  superficie  che  ha  il  vertice  in  un 
punto  qualunque  P dello  spazio  è di  secondo  ordine,  e quindi 
è determinato  da  cinque  generatrici,  oppure  da  cinque  piani 
tangenti,  ec.  Si  possono  costruire  facilmente  i piani  tangenti  alla 
superficie  che  passano  per  P,  non  che  i loro  punti  di  contatto  ; 
infatti  ogni  cono  tangente  alla  superficie  lungo  le  sezioni  pa- 
rallele a A', , Kf  dà  due  piani  tangenti  al  cono  di  vertice  P od  i 
relativi  punti  di  contatto.  Due  di  questi  coni  determinano  quindi 
quattro  piani  tangenti,  i cui  punti  di  contatto  colla  quàdrica 
trovansi  sulla  linea  di  contatto  del  cono  da  costruirsi  e quindi  il 
piano  di  quella  linea  é il  piano  di  quei  quattro  punti,  e la  curva 
cercata  é determinata  da  questi  punti  e dalle  relative  tan- 
genti, le  quali  sono  le  intersezioni  del  piano  della  curva  coi 
piani  tangenti  al  cono.  Invece  di  due  coni  qualunque  si  può  far 
uso  dei  cilindri  che  sono  circoscritti  alla  superficie  lungo  A',  e A', 
e le  cui  generatrici  sono  respettivamente  parallele  ad  EF  e CD. 

FienLKR'  — Oectnelria  descrittiva,  tì 
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Nel  caso  in  cui  le  sezioni  piane  siano  ellissi,  la  costruzione 
delle  loro  intersezioni  con  rette  che  trovansi  nei  piani  secanti, 
e la  costruzione  delle  rette  tangenti  alle  sezioni  e che  passano 
per  punti  dati,  si  possono  eseguire,  ricorrendo  alle  proprietà  dei 
sistemi  piani  affini  od  in  generale  ai  metodi  proiettivi  del  § 29, 
come  ne  è stato  dato  un  esempio  negli  Es.  7 ed  8 del  § 34. 

li)  Per  la  rappresentazione  in  proiezione  centrale. 

Se  fosse  data  la  sezione  diametrale  À",  parallela  al  piano  del 
quadro,  il  suo  diametro  coniugato  EF  e gli  estremi  di  questo 
diametro,  allora  l’immagine  del  centro  M della  superficie  sa- 
rebbe nello  stesso  tempo  il  centro  dell’ immagine  di  quella  se- 
zione diametrale,  e formerebbe  un  sistema  armonico  colle  im- 
magini dei  punti  E,Fe  col  punto  di  fuga  Q' di  questo  diametro; 
con  ciò  diverrebbe  completamente  nota  la  distanza  dal  quadro  di 
quel  piano  diametrale  e la  superficie  sarebbe  determinata.  Ogni 
sezione  piana  della  superficie  che  passa  pel  diametro  EF,  o che 
è parallela  al  piano  diametrale  À'„  può  essere  costruita  facil- 
mente, e cosi  si  può  avere  anche  il  cono  tangente  che  ha  per 
linea  di  contatto  una  di  quelle  sezioni. 

Se  fosse  data  la  curva  di  contatto  del  cono  tangente  alla 
superficie  che  ha  il  vertice  nel  centro  di  proiezione  (questa 
curva  si  potrebbe  considerare  come  il  contorno  apparente  della 
superficie  veduta  dal  centro  di  proiezione),  per  mezzo  della 
sua  immagine,  della  traccia  e della  linea  di  fuga  del  piano 
che  la  contiene,  e se  fosse  dato  anche  il  centro  della  superficie 
per  mezzo  della  sua  immagine  e di  una  retta  sulla  quale  esso 
dovesse  trovarsi,  la  superficie  di  secondo  ordine  sarebbe  deter- 
minata. Ma  il  centro  M della  superficie  trovasi  sul  diametro  co- 
niugato al  piano  diametrale  parallelo  a quello  della  curva  di 
contatto  (Cfr.  § 93,  Oss.  VII),  e questo  diametro  contiene  il 
centro  di  quest’  ultima  curva  ed  il  centro  di  proiezione;  quindi 
l’immagine  del  centro  della  superficie  è nello  stesso  tempo 
l’immagine  del  centro  della  conica  contorno  apparente,  esso  è 
dunque  il  polo  della  linea  di  fuga  del  piano  della  conica  di  con- 
tatto rispetto  alla  immagine  della  conica  stessa.  Questo  modo 
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di  determinare  la  superfìcie  può  essere  semplicizzato,  scegliendo 
come  piano  del  quadro  il  piano  polare  del  centro  di  proiezione, 
cioè  il  piano  della  conica  di  contatto,  allora  l’immagine  del  cen- 
tro della  superficie  è nello  stesso  tempo  il  centro  della  conica. 

Esercizi.  1)  Si  costruisca  l’intersezione  di  una  superfìcie  di  secondo  or- 
dine con  un  piano,  ed  il  polo  di  questo  piano  rispetto 
alla  superficie  stessa,  quando  della  superficie  si  conoscono 
le  sezioni  diametrali  parallele  al  primo  ed  al  secondo 
piano  di  proiezione  respettivamente. 

La  Tav.  Vili  rappresenta  l’ intersezione  del  piano  di  tracce 
s,,  s,  coll' ellissoide  determinato  dai  diametri  coniugati 
AB,  CD,  EF,  ossia  dalle  ellissi  diametrali  Klt  K s paral- 
lele ai  piani  di  proiezione , e contiene  la  costruzione  del 
polo  P di  questo  piano  secante.  Si  sono  costruiti  sei 
punti  1 , 2;  3,  4 ; 5,  6 della  ellisse  sezione  colle  relative 
tangenti,  ed  il  polo  P si  è determinato  come  il  punto  co- 
mune alle  tre  rette  intersezioni  delle  tre  coppie  di  piani 
tangenti  alla  superfìcie  in  quei  punti.  Il  piano  diametrale 
orizzontale  dà  i punti  1, 2 e la  retta  Stì  P ; il  piano  oriz- 
zontale che  passa  per  N determina  i punti  3,  4 e la  retta 
Si%  P ; ed  il  piano  diametrale  parallelo  al  secondo  piano 
di  proiezione  dà  i punti  5,  C e la  retta  P. 

Il  piano  diametrale  orizzontale  taglia  il  piano  secante  S in  una 
retta  m, , la  quale  è determinata  dalla  sua  traccia  nel  piano 
verticale  ed  incontra  la  conica  A',  nei  punti  1 , 2.  Questi 
punti  e le  corrispondenti  tangenti  di  A,  si  sono  costruite 
ricorrendo  al  cerchio  K*  affine  all’ellisse  data  (§34, 
Es.  7).  — JJ* , 1*  1’ , 2*  2’  sono  parallele  a D*  D;  1*  St* 
e 2*.S,*  sono.le  tangenti  al  cerchio  nei  punti  1*,  2*  e la 
retta  S,*  S,'  è parallela  a DD'.  I piani  tangenti  all’  el- 
lissoide nei  punti  1 , 2 si  segano  lungo  la  retta  che  passa 
perS,  ed  è parallela  alla  EF;  questa  retta  contiene  il  polo 
P ed  incontra  il  piano  S nel  punto  S„ , nel  quale  si  incon- 
trano le  tangenti  alla  curva  d' intersezione  nei  punti  1,  2. 
Questo  tangenti  sono  dunque  determinate  dal  punto  S„. 

Il  piano  orizzontale  che  passa  per  .V  taglia  il  piano  S in  una 
retta  w e la  superfìcie  secondo  un'ellisse  A’,  simile  e simil- 
mente posta  rispetto  alla  conica  A’,  ; l’ ellisse  A'»  è de- 
terminata dai  due  diametri  coniugati  GII , Jh  respettiva- 
ment(j  paralleli  ad  AB,  CD;  il  diametro  GH  si  è costruito 
come  corda  di  A’,  mediante  il  cerchio  A,*  affine  a quel- 
1’ ellisse;  i punti  corrispondenti  E",  E *"  determinano  la 
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dil  ezione  dei  raggi  che  contengono  le  coppie  di  punti  cor- 
rispondenti dell’ellisse  e del  cerchio:  trovato  cosi  il 
punto  A’*"  corrispondente  di  A”  e condotta  per  N*"  la  pa- 
rallela ad  A"U',  in  quella  retta  si  hanno  i punti  G*,  H* 
affini  a quelli  cercati  ; analogamente  l’altro  diametro  JK 
si  determina  mediante  la  G'  K1  parallela  alla  A'  D,  ec.  Le 
intersezioni  3',  4'  di  questa  ellisse  con  >i’  si  ottengono  col 
mezzo  del  cerchio  A'„*  affine  a quella  curva,  trovando  la 
retta  corrispondente  ad  ri  nel  sistema  del  cerchio  e 
quindi  costruendo  i punti  3 ’,  4'  corrispondenti  ai  punti  3*, 
4*  di  intersezione  di  quella  retta  col  cerchio  A„*  (la  retta 
3*4*  è parallela  ad  Si  hanno  in  modo  analogo  al 

precedente  le  tangenti  nei  punti  3’,  4’  di  À'„  da  quelle  cor- 
rispondenti di  A',*  col  mezzo  dei  punti  S.",  S„.  Le  tan- 
genti nei  punti  G'"  ed  //*"  del  cerchio  A',*  si  incontrano 
in  T‘ , e quindi  le  corrispondenti  tangenti  dell’ ellisse  A',1' 
si  incontreranno  in  T",  punto  di  concorso  della  T*  T"  pa- 
rallela alla  E''  E*  colla  E"  F'.  La  prima  proiezione  del 
punto  T sarà  in  T‘  sulla  .4’  B ; l’ intersezione  dei  piani 
tangenti  all’ellissoide  nei  punti  3,  4 sarà  la  retta  S*T, 
che  è una  seconda  retta  che  passa  pel  polo  P,  ed  in  pari 
tempo  l’intersezione  £èu  di  quella  retta  col  piano  della 
sezione  S darà  il  punto  d’ incontro  delle  tangenti  in  3,  4 
alla  curva  che  si  cerca.  La  curva  di  intersezione  del  piano 
S coll’ellissoide  è quindi  determinata,  come  pure  lo  è 
anche  il  polo  P di  questo  piano.  La  ricerca  di  altri  punti 
della  curva  può  servire  come  verifica  delle  costruzioni  ese- 
guite. 11  piano  diametrale  verticale  della  conica  A",  taglia 
il  piano  S in  una  retta  ni,,  la  quale  è determinata  dalla 
sua  traccia  orizzontale;  le  intersezioni  5,  6 di  m,  con  A',’’ 
sono  date  col  mezzo  del  cerchio  A',*  affine  a quell'ellisse, 
costruendo  i punti  5’,  6*  di  intersezione  della  retta  corri- 
spondente ad  m,  col  cerchio.  S,  è il  punto  di  incontro 
delle  corrispondenti  tangenti  di  A','.  La  retta  che  passa 
per  .9,  ed  è parallela  al  diametro  CD  coniugato  al  piano 
di  A',,  è la  intersezione  dei  piani  tangenti  all’ ellissoide 
nei  punti  5,  6;  questa  retta  passa  per  P ed  incontra  il 
piano  S in  S.,,  dove  concorrono  le  tangenti  alla  curva  da 
costruirsi  nei  punti  5,  6. 

E evidente  che  la  curva  di  intersezione  ed  il  polo  P del  piano 
S si  possono  costruire  direttamente , quando  si  hanno 
i tre  diametri  coniugati  AB,  CD , EF  della  superficie;  le 
ellissi  A",,  A',,  A’„  si  sono  costruite  soltanto  per  dare  una 
maggiore  evidenza  alla  Figura. 
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2)  Si  costruisca  il  conlorno  dell’ombra  propria  di  una  superficie 

di  secondo  ordine,  determinala  come  nel  precedente  Eser- 
cizio, supposto  che  la  luce  emani  da  un  punto  dato  P. 

3)  Si  costruisca  il  contorno  dell’  ombra  propria  e dell’  ombra 

portata  sopra  i piani  di  proiezione  da  un  iperboloide  a 
due  falde,  supponendo  che  il  punto  luminoso  si  trovi  al- 
P infinito  in  una  data  direzione.  La  Tav.  IX  rappresenta 
la  soluzione  del  problema  nell’ipotesi  (Cfr.  § 97)  che  i 
diametri  coniugati  ai  piani  paralleli  ad  XOY,  XOZ  siano 
respettivamente  paralleli  agli  assi  z ed  y.  La  superficie 
è data  col  mezzo  degli  assi  AB , CD  della  conica  interse- 
zione della  superficie  col  primo  piano  di  proiezione  — 
tale  conica  rappresenta  anche  la  prima  proiezione  della 
intersezione  della  superficie  col  piano  parallelo  ad  XOY 
e posto  simmetricamente  ad  esso  rispetto  al  centro  M 
della  superficie — e dagli  estremi  E,  Fdel  diametro  verti- 
cale ; la  retta  l rappresenta  la  direzione  dei  raggi  luminosi. 

Si  costruiscono  da  prima  le  tangenti  all'iperbole  sezione  dia- 
metrale parallela  al  secondo  piano  di  proiezione  nei  punti 
A",  B";  A*",  B *"  (§27,  Es.  2),  le  quali  tangenti  sono  deter- 
minate dai  punti  e dalle  tangenti  in  E,  F già  note,  l’inter- 
sezione S delle  due  prime  tangenti  è il  vertice  del  cono 
circoscritto  alla  superficie  lungo  la  sezione  A B C D , e 
P intersezione  S*  delle  altre  due  tangenti  è il  vertice  del 
cono  circoscritto  lungo  la  sezione  A*  B * C*  D*.  Poscia  col 
mezzo  del  cerchio  ausiliario  K che  passa  per  M"  si  costrui- 
scono gli  assintoti  della  seziono  diametrale  parallela  ad 
XOZ  (§  30,  Es.  4),  e quindi  si  ha  il  cono  assintotico  alla 
superficie. 

Si  disegni  ora  la  traccia  orizzontale  .V/,  del  raggio  luminoso 
che  passa  per  M , si  avrà  cosi  il  centro  della  traccia  oriz- 
zontale del  cilindro  tangente  alla  superfìcie  ; le  tangenti 
M,G,  M,  Il  condotte  da  M{  alla  traccia  orizzontale  del 
cono  assintotico  sono  gli  assintoti  defi’  anzidetta  traccia, 
e le  rette  che  passano  pei  punti  di  contatto  G,  H e per  M 
sono  gli  assintoti  dell’iperbole  secondo  la  quale  il  cilin- 
dro inviluppante  che  si  cerca  tocca  l’ iperboloide.  La  co- 
struzione dei  punti  G' , IF  venne  fatta,  ricorrendo  al  cer- 
chio A",*  ed  al  punto  .V,*  (jj  34,  Es.  8).  Cosi  basterà  un 
punto  solo  per  determinare  ciascuna  di  queste  iperbole  ; 
ogni  sezione  orizzontale  della  superficie  fornisce  una  coppia 
di  tali  punti  ; le  sezioni  AB C D ed  A*  B’  C D* spiegano 
l’uso  di  tutte  le  altre.  Se  pel  vertice  S del  cono  tangente 
alla  superficie  lungo  la  sezione  ABC V si  tira  una  retta 
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parallela  alla  direzione  dei  raggi  luminosi  e se  ne  costruisce 
la  traccia  orizzontale  S, , questo  punto  fornisce  due  tan- 
genti S , J,  S,  L all’ellisse  ABC  V.  Queste  tangenti  si  sono 
ottenute  col  mezzo  del  cerchio  alfine  A,*  e del  punto  S,* 
corrispondente  ad  Sv  I punti  di  contatto  J eiì  L appar- 
tengono tanto  all'iperbole  della  curva  di  contatto  quanto 
alla  traccia  orizzontale  del  cilindro  tangente.  La  sezione 
A * B * C*  D*  fornisce  i punti  N,  0 della  curva  di  con- 
tatto, i quali  sono  diametralmente  opposti  ai  primi  e col 
mezzo  delle  tracce  Nt , 0,  dei  corrispondenti  raggi  lu- 
minosi fornisce  due  punti  della  traccia  verticale  del  ci- 
lindro. È conveniente  usare  il  piano  A*  B‘  C*  fi*  come 
primo  piano  di  proiezione;  tuttavia  la  simmetria  permette 
la  diretta  deduzione  di  N e di  O da  J ed  L. 

4)  Di  una  superficie  di  secondo  ordine  data  come  precedente- 

mente  si  disegnino  i contorni  nei  piani  di  proiezione  — 
come  tracce  dei  cilindri  tangenti  paralleli  agli  assi  OY  ed 
OZ  e come  proiezioni  delle  rispettive  curve  di  contatto 
colla  superficie. 

5)  Determinare  le  intersezioni  di  una  retta  fi  colla  superfìcie  ; in 

particolare  di  una  retta  parallela  ad  un  asse  di  proiezio- 
ne, cioè  ottenere  da  una  delle  proiezioni  di  un  punto  di 
una  superficie  1’  altra  proiezione, 
li)  Potrebbero  le  precedenti  cognizioni  applicarsi  immediata- 
mente per  la  rappresentazione  in  proiezione  parallela 
obliqua  (§  61)? 

7)  Dispetto  ad  ogni  piano  diametrale  una  superficie  di  secondo 

grado  è in  simmetria  obliqua  secondo  la  direzione  del 
diametro  coniugato  a quel  piano  (Cfr.  § 42). 

8)  Si  discutano  le  condizioni,  per  le  quali  una  superficie  di  se- 

condo ordine  rappresentata  in  proiezione  centrale  col 
mezzo  del  contorno  e del  centro  6 un  ellissoide , un  iper- 
boloide a due  falde,  od  un  paraboloide  ellittico. 

9)  Si  disegni  in  proiezione  centrale  la  curva  di  contatto  della 

superficie  e di  un  cono  tangente  di  vertice  dato. 

97.  Quando  si  considerano  le  superficie  di  secondo  ordine 
generate  col  metodo  del  § 95 , 

a)  se  il  diametro  coniugato  al  piano  della  conica  mobile 
é perpendicolare  a questo,  o 

b)  se  la  conica  stessa  è un  cerchio,  si  hanno  dei  speciali 
vantaggi  per  la  costruzione,  specialmente  se  si  fa  uso  delle 
proiezioni  parallele. 
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Per  la  rappresentazione  in  proiezioni  parallele,  nel  caso  a) 
conviene  disporre  quel  diametro  parallelamente  all’  asse  OZ  e 
gli  assi  della  conica  mobile  paralleli  respettivamente  ad  OX, 
OY ; allora  i cilindri  tangenti  lungo  le  sezioni  diametrali  pa- 
rallele ad  XOY,  XOZ  hanno  le  generatrici  respettivamente 
parallele  ad  OZ,  OY,  cioè  quei  cilindri  sono  respettivamente 
perpendicolari  al  primo  e al  secondo  piano  di  proiezione,  e 
quindi  le  loro  tracce  in  quei  piani  sono  i contorni  apparenti 
della  superficie  ed  anche  le  proiezioni  delle  loro  curve  di  con- 
tatto colla  superficie.  Le  prime  proiezioni  delle  posizioni  della 
conica  mobile  in  questo  caso  non  sono  soltanto  simili  e simil- 
mente poste,  ma  anche  concentriche,  e le  prime  proiezioni  dei 
vertici  dei  coni  tangenti  lungo  quelle  coniche  coincidono  col 
centro  del  contorno  apparente  della  superficie  in  quel  piano,  ec. 

Nel  caso  b)  il  piano  del  cerchio  mobile  converrebbe  pren- 
derlo parallelo  al  primo  piano  di  proiezione  ed  il  diametro  co- 
niugato a quel  piano  parallelo  al  secondo  piano  di  proiezione,  ec. 
Simili  semplìcizzazioni  si  avrebbero  anche  per  la  rappresenta- 
zione in  proiezione  centrale. 

Per  potere  introdurre  queste  semplìcizzazioni  nello  studio 
delle  superficie  di  secondo  ordine,  senza  ledere  la  generalità, 
occorre  dimostrare  il  seguente  Teorema  : Una  superficie  di  se- 
condo ordine  in  generale  ha  tre  e soltanto  tre  diametri  tra  loro 
perpendicolari,  ed  il  piano  di  due  qualunque  di  questi  è coniu- 
gato al  terzo.  Tali  diametri  diconsi  assi  della  superficie  e di- 
consi  vertici  i loro  estremi  sulla  superficie  ; i piani  diametrali 
determinati  da  due  qualunque  di  questi  tre  assi  diconsi  piani 
principali . e rispetto  ad  essi  i punti  della  superficie  sono  di- 
sposti in  simmetria  ortogonale  (Cfr.  § 96 , Es.  7)  ; le  sezioni  di 
questi  piani  colla  superficie  diconsi  sezioni  principali.  Se  di  è 
un  diametro  della  superficie  di  secondo  ordine,  D,  il  suo  piano 
diametrale  coniugato  ed  N,  il  piano  diametrale  perpendicolare 
a quel  diametro,  mentre  d,  ruota  in  un  piano  diametrale,  de- 
scrivendo un  fascio  di  raggi  in  un  piano  P,  il  piano  D,  descrive 
un  fascio  di  piani,  il  cui  asse  è il  diametro  coniugato  al  piano  P, 
contemporaneamente  il  piano  N,  descriverà  un  fascio  di  piani 
proiettivo  al  fascio  di  piani  D,  ed  il  cui  asse  sarà  la  normale 
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al  piano  P.  Le  rette  di  intersezione  dei  piani  di  quei  due  fasci, 
corrispondenti  alle  diverse  posizioni  del  diametro  dlt  generano 
un  cono  K di  secondo  grado  (§  68)  col  vertice  nel  centro  della 
superficie  di  secondo  ordine,  e questo  cono  ha  la  proprietà, 
che  ogni  sua  generatrice  è un  diametro  coniugato  e perpendi- 
colare alla  corrispondente  posizione  del  diametro  d , della  su- 
perficie. 

Se  si  considera  allora  il  fascio  dei  diametri  d * di  un  secondo 
piano  diametrale,  a questo  piano  corrisponde  come  preceden- 
temente un  cono  A'*,  le  cui  generatrici  sono  diametri  perpen- 
dicolari e coniugati  ai  corrispondenti  raggi  del  fascio  delle 
rette  d*.  Poiché  i due  fasci  delle  d,  e d*  hanno  a comune  un 
diametro  nella  retta  di  intersezione  dei  loro  piani , cosi  ì coni 
concentrici  K,  K*  dei  diametri  coniugati  ed  ortogonali  ai  raggi 
di  quei  fasci  avranno  una  generatrice  comune  perpendicolare 
e coniugata  al  detto  diametro,  e di  più  si  dovranno  tagliare 
almeno  in  un’ altra  generatrice  reale  a,  oppure  in  tre  altre 
generatrici  a,  b,  c. 

Nel  primo  caso  alla  generatrice  a corrisponde  un  dia- 
metro coniugato  e perpendicolare  r/„  nel  piano  delle  d ed  un 
altro  diametro  coniugato  e perpendicolare  d*  nel  piano  delle 
d*;  il  piano  diametrale  da  d*  è quindi  normale  e coniugato 
ad  a,  cioè  a è un  asse  della  superfìcie  di  secondo  ordine.  I due 
assi  della  sezione  diametrale  determinata  dal  piano  da  d*  sono 
gli  altri  due  assi  b,  c della  superfìcie. 

Nel  secondo  caso  le  rette  a,  b,  c debbono  formare  un  angolo 
triedro  trirettangolo  e costituire  il  sistema  di  assi  della  su- 
perficie; infatti,  se  ciò  non  fosse,  la  superfìcie  avrebbe  tre  si- 
stemi di  assi,  potendo  ripetere  per  ognuna  delle  rette  a,  b,  c le 
osservazioni  fatte  nel  primo  caso;  ma  dimostreremo  ora  che 
una  superficie  di  secondo  grado  in  generale  non  può  avere  più 
di  un  sistema  di  assi  senza  averne  un  numero  infinito,  e re- 
sterà quindi  completamente  dimostrato  il  teorema  generale  so- 
praenunciato.  Tagliando  con  un  piano  qualunque  una  superfi- 
cie del  secondo  ordine,  i punti  nei  quali  un  sistema  di  diametri 
coniugati  incontra  il  piano,  formano  una  terna  di  poli  armonici 
rispetto  alla  conica  sezione  ; se  dunque  una  superficie  di  se- 
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condo  ordine  ha  piu  di  un  sistema  di  assi , ciò  equivale  a dire 
che  la  conica  sezione  della  superficie  col  piano  all’  infinito  ed 
il  cerchio  immaginario  all’ infinito  (§  95,  Oss.  IX  e X)  hanno 
più  di  una  terna  di  poli  armonici  comuni,  il  che  non  può  acca- 
dere, a meno  che  conica  e cerchio  non  coincidano,  come  facil- 
mente si  deduce  dal  modo  indicato  nel  § 32,  per  determinare  una 
terna  di  poli  armonici  rispetto  ad  una  conica.  Dunque,  a meno 
che  la  superficie  non  sia  una  sfera,  non  esiste  che  un  solo  si- 
stema di  assi,  e nel  caso  in  cui  sia  una  sfera,  ne  esiste  un  nu- 
mero infinito. 

Queste  cdnclusioni  valgono  per  tutte  quelle  superficie  di 
secondo  ordine,  le  quali  hanno  il  centro  a distanza  finita  e si 
può'  per  tutte  queste  eseguire  quella  costruzione.  I coni  di  se- 
condo grado  in  particolare  hanno  quindi  sempre  uno  ed  un 
solo  sistema  di  assi  e di  piani  principali. 

Dei  tre  assi  di  un  paraboloide  o di  un  cilindro,  uno  sol- 
tanto cade  a distanza  finita;  ma  ogni  sezione  normale  a questo 
asse,  cioè  alla  stella  di  rette  parallele  che  sono  i diametri 
della  superficie,  determina  coi  suoi  assi  e colla  direzione  co- 
mune a quei  diametri  i due  piani  principali  della  superficie 
che  passano  per  l’asse  situato  a distanza  finita,  e le  rette  al- 
l’ infinito  di  questi  piani  sono  gli  altri  due  assi  della  superficie. 

Osserva:.  ])  Se  l’ involuzione  dei  diametri  coniugati  di  una  sezione  prin- 
cipale della  superficie  — e quindi  quella  di  ogni  sezione 
piana  parallela  — è costituita  da  coppie  di  rette  fra  loro 
ortogonali,  restano  indeterminati  i due  assi  della  superfi- 
cie che  trovansi  in  quella  sezione  principale,  quindi  que- 
sta sezione  e le  sue  parallele  sono  cerchi  ; tutte  le  sezioni 
diametrali  perpendicolari  a quel  piano  principale  essendo 
coniche  concentriche  e ad  assi  uguali  sono  uguali,  e la  su- 
perficie di  secondo  ordine  può  essere  generata  dalla  ro- 
tazione di  una  di  queste  sezioni  diametrali  intorno  al- 
l’ asse  comune , che  dicesi  anche  asse  della  superficie 
(§  02 , Oss.  V).  Tale  superficie  dicesi  superficie  di  rota- 
zione di  secondo  ordine  e quell’  asse,  asse,  di  rotazione; 
le  sezioni  della  superfìcie  normali  all’asse  di  rotazione 
diconsi  cerchi  paralleli  o semplicemente  paralleli,  c le  se- 
zioni diametrali  che  passano  per  l’asso  di  rotazione  e che 
sono  tra  loro  uguali,  diconsi  meridiani  della  superficie. 
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H)  I coni  circoscritti  lungo  i paralleli  di  una  superficie  di 
rotazione  sono  coni  di  rotazione,  i quali  hanno  per  asse 
comune  l’asse  della  superfìcie;  le  normali  alla  superfìcie 
nei  punti  di  uno  stesso  parallelo  formano  un  altro  cono 
di  rotazione  (§  69,  EU.  4). 

Ili)  Una  superfìcie  di  rotazione  di  secondo  ordine  ha  o due  fuochi 
nell'  asse  di  rotazione  — i fuochi  riuniti  di  tutti  i meri- 
diani — od  un  cerchio  focale  in  un  piano  perpendicolare 
all’asse  di  rotazione  — luogo  dei  fuochi  di  tutti  i meri- 
diani — e ciò  a seconda  della  lunghezza  degli  assi.  Per  la 
sfera  ogni  diametro  è un  asse  di  rotazione;  il  centro  della 
sfera  è il  luogo  dei  fuochi  riuniti. 

IV)  Gli  assi  di  una  superfìcie  di  secondo  ordine," che  ha  il  centro 

a distanza  finita,  formano  l' unica  terna  di  diametri  co- 
niugati, i quali  siano  comuni  ad  ogni  sfera  concentrica. 
1 punti  all'infinito  di  quei  diametri  coniugati  costituiscono 
una  terna  di  poli  armonici  tanto  rispetto  al  cerchio  im- 
maginario all’  infinito  J,  come  rispetto  alla  sezione  U della 
superficie  di  secondo  ordine  col  piano  all’  infinito.  Se  si 
indicano  le  intersezioni  immaginarie  del  cerchio  .7  colla 
conica  U con  1 ,2,  3,4,  le  intersezioni  reali  A , B,  C 
delle  coppie  di  lati  opposti  12, 34  ; 23, 14  ; 31 , 24  sono 
i punti  di  quella  terna  di  poli  armonici  (§  32),  cioè  i punti 
all’ infinito  degli  assi,  le  rette  AB,BC,  CA  sono  le  rette 
all’infinito  dei  piani  principali  della  superfìcie. 

V)  Le  sei  serie  di  piani  paralleli,  le  cui  rette  all' infinito  sono 

12,34;  23,14;  31,24,  delle  quali  ogni  coppia  deter- 
mina colla  sua  intersezione  la  direzione  di  un  asse  della 
superficie,  tagliano  la  superfìcie  data  secondo  cerchi  — 
perchè  le  coniche  sezioni  contengono  i punti  circolari  dei 
loro  piani  (§  31 , Oss.  II). 

Una  sola  coppia  di  queste  serie  di  piani  può  essere  reale, 
cioè  per  un  solo  asse  della  superficie  possono  passare 
delle  sezioni  circolari  — poiché,  se  due  di  quelle  coppie 
fossero  reali,  lo  sarebbero  anche  i punti  di  intersezione 
delle  due  coppie  di  rette,  cioè  sarebbe  reale  il  quadran- 
golo 1 2 3 4 , il  quale  è immaginario,  perchè  i quattro 
punti  1 ,2,3,4  trovansi  sul  cerchio  immaginario  all’  in- 
finito. Se  ora  si  determinano  nella  sezione  principale  del 
più  grande  e del  più  piccolo  asse  di  un  ellissoide  quei 
diametri  che  sono  uguali  al  terzo  asse  della  superficie,  i 
piani  determinati  da  ciascuno  di  questi  diametri  e dal  terzo 
asse  danno  le  sezioni  diametrali  circolari  della  superficie. 

VI)  1 piani  tangenti  paralleli  alle  sezioni  circolari  toccano  la  su- 
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perfida  in  punti , i quali  si  possono  considerare  come  se- 
zioni circolari  infinitamente  piccole,  per  le  quali  cioè  l’in- 
voluzione delle  coppie  di  tangenti  coniugale  è ortogonale. 
Questi  punti  diconsi  punti  circolari,  punti  otnbilicali 
od  ombilichi  della  superficie.  A ciascuno  dei  sei  sistemi 
di  piani  che  danno  sezioni  circolari  della  superficie,  cor- 
rispondono due  piani  tangenti  della  superficie  che  la 
toccano  nei  punti  circolari,  quindi  ogni  superficie  di  se- 
condo ordine  ha  dodici  punti  circolari. 

VII)  Se  si  considerano  sulle  superfìcie  non  rigate  i sistemi  di  ge- 
neratrici rettilinee  immaginarie,  si  ha  il  Teorema  : I dodici 
punti  circolari  di  una  superficie  di  secondo  ordine  si  tro- 
vano distribuiti  tre  per  tre  sopra  otto  generatrici  imma- 
ginarie della  superficie. 

Si  immagini  infatti  il  quadrangolo  immaginario  1 2 34  di  in- 
tersezione della  superficie  di  secondo  ordine  col  cerchio 
immaginario  all'infinito,  e la  coppia  di  generatrici  imma- 
ginarie della  superficie  che  passa  per  ogni  vertice  del 
quadrangolo.  Allora,  se  per  esempiosi  considera  il  ver- 
tice A del  quadrangolo,  per  esso  passano  le  rette  12,  13, 
14  che  sono  le  rette  all’infinito  di  tre  sistemi  di  sezioni 
circolari  della  superficie,  e però  i tre  piani  che  passano 
per  quelle  rette  e per  una  delle  generatrici  immaginarie 
concorrenti  in  1,  saranno  tre  piani  tangenti  alla  superficie 
di  secondo  ordine  in  punti  di  quella  generatrice  : ora 
questi  punti  saranno  punti  circolari,  perchè  i piani  tan- 
genti corrispondenti  hanno  per  retta  all’  infinito  respct- 
tivamente  le  rette  12,  13,  14;  dunque  quei  tre  punti 
circolari  sono  sopra  la  generatrice  immaginaria  della  su- 
perficie che  passa  per  1. 

Vili)  I lati  opposti  reali  del  quadrangolo  1 23  4(Oss.  IV)  non  pos- 
sono tagliare  in  punti  reali  la  sezione  all’infinito  della 
superficie,  perchè  altrimenti  il  quadrangolo  sarebbe  reale, 
così  T iperboloide  ad  una  falda  non  può  avere  punti  cir- 
colari reali  — ciò  che  del  resto  è anche  una  conseguenza 
della  natura  iperbolica  dei  suoi  punti  ; al  contrario  l’ iper- 
boloide a due  falde  e 1’  ellissoide  hanno  respettivamente 
quattro  punti  circolari  reali,  il  paraboloide  ellittico  ne  ha 
due  ed  il  paraboloide  iperbolico  nessuno. 

IX)  Il  paraboloide  iperbolico,  avendo  per  sezione  col  piano  all’  in- 

finito due  rette  reali,  non  può  essere  generato  da  un  cer- 
chio mobile,  quindi  non  può  mai  divenire  una  superficie 
di  rotazione. 

X)  I.e  proprietà  armoniche  del  quadrangolo  danno  il  Teorema  se- 
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guente  : Le  rette  all’  infinito  delle  sezioni  circolari  che  si 
segano  nel  punto  all’infinito  di  un  asse,  formano  colle  rette 
all’infinito  delle  sezioni  principali  che  contengono  quel- 
l’asse un  fascio  armonico,  e poiché  queste  ultime  rette 
sono  tra  loro  perpendicolari,  cosi  esse  bissecano  gli  angoli 
delle  prime. 

XI)  Se  le  curve  U,  J all'infinito  si  toccano  in  due  punti  (Oss.  IV), 
le  rette  12,  34  per  es.  formeranno  la  coppia  delle  tan- 
genti comuni  ed  il  loro  punto  A di  intersezione  darà  la 
direzione  di  un  asse  della  superfìcie.  Le  coppie  23,  14; 
31 , 24  coincidono  nella  corda  che  unisce  i punti  di  con- 
tatto ed  i punti  B , C trovansi  indeterminati  nella  retta 
stessa,  poiché  essi  sono  soggetti  alla  sola  condizione  di 
dividere  armonicamente  la  corda  che  li  contiene,  cioè 
(§  95,  Oss.  X)  la  superficie  non  ha  che  un  solo  asse  de- 
terminato, gli  altri  due  assi  tra  loro  ortogonali  trovansi 
indeterminati  nel  piano  diametrale  perpendicolare  a que- 
sto asse.  La  superficie  di  secondo  ordine  è una  superficie 
di  rotazione,  le  due  rette  all’ infinito  dello  sezioni  circolari 
reali  coincidono  in  una  retta  normale  all’asse  di  rotazione. 

Esercizi.  1)  L’iperbole  À",  (Tav.  X)  è equilatera;  si  determinino  diretta- 
mente  le  direzioni  degli  assintoti  e gli  assintoti  stessi. 

Nella  Tav.  X è eseguita  la  costruzione  degli  assi  di  un  ellis- 
soide, il  quale  è dato  per  mezzo  delle  sezioni  diametrali 
respettivamente  parallele  al  primo  ed  al  secondo  piano 
di  proiezione,  ossia  col  mezzo  del  diametro  AB  e dei  due 
diametri  a lui  coniugati  CD,  EE  nelle  due  sezioni. 

Ai  diametri  della  sezione  ABCD  corrisponde  come  luogo 
delle  normali  coniugate  un  cono,  di  cui  .V  è il  vertice 
e A",  la  prima  traccia,  cosi  pure  alla  sezione  diame- 
trale ABEF  corrisponde  un  cono  di  vertice  M e di 
traccia  A',*  ; i due  coni  hanno  a comune  quelle  gene- 
ratrici che  passano  per  M e pei  punti  S, , S,",  S,*,  Stc  e 
delle  quali  alla  prima  corrisponde  il  diametro  comune  AB, 
mentre  le  tre  ultime  sono  gli  assi  principali  dell’  el- 
lissoide. La  retta  MS,  è quindi  l’ intersezione  del  piano 
normale  ad  AB,  del  quale  M'  M"  è la  prima  traccia, 
col  piano  coniugato  CHEF,  la  cui  prima  traccia  è la  pa- 
rallela a C D che  passa  per  F'.  L’ iperbole  traccia  A', 
risulta  come  luogo  delle  intersezioni  dei  corrispondenti 
raggi  dei  fasci  proiettivi  delle  prime  tracce  dei  fasci  di 
piani  N.-  e D,  che  corrispondono  ai  diametri  di  ABCD. 

I centri  di  questi  fasci  di  raggi  sono  respettivamente  M’ 
ed  !•',  ed  i raggi  corrispondenti  sono  sempre  l’uno  per- 
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pcndicolare  alla  prima  proiezione  del  diametro  che  si  è 
scelto  nella  sezione  ABCD  e l’altro  parallelo  alla  prima 
proiezione  del  suo  diametro  coniugato.  Ogni  coppia  di 
diametri  coniugati  di  ABCD  fornisce  in  questo  modo  due 
punti  di  Kl : cosi  per  es.  la  coppia  ci,',  d,'  dà  i punti  D,, 
Dt,  e poiché  da  d,',  d,'  si  ottiene  l’altra  coppia  di  dia- 
metri coniugati' dj' , d,  (§  34,  Teor.  10),  cosi  si  hanno 
anche  i punti  D3,  /),.  Colle  costruzioni  indicate  si  hanno 
digià  sette  punti  di  A’,  e quindi  la  conica  si  può  trac- 
ciare completamente.  I diametri  coniugati  d,’,  d,’  si  sono 
costruiti,  coll'aiuto  dell’ affinità,  dalla  coppia  d,,  d,  di 
diametri  ortogonali  del  cerchio  che  ha  per  diametro  A'  B. 
Alla  determinazione  di  A',  potrebbero  anche  bastare  le 
diagonali  del  parallelogrammo  formato  dalle  tangenti  alla 
sezione  diametrale  ABCD  nei  punti  A',  B,  C,  D'.  La 
costruzione  ottenuta  dal  cerchio  è utile,  se  si  vuole  di- 
segnare nello  stesso  tempo  la  sezione  diametrale  ABCD. 
Per  la  determinazione  di  K*  è manifesto,  che  i centri 
dei  due  fasci  di  tracce  che  generano  quella  curva  sono 
respettivamente  i punti  all’ infinito  di  C D e di  Af  M". 
Dalla  coppia  di  diametri  ortogonali  d,*,  d,*  del  cerchio 
descritto  sopra  .4"  B"  come  diametro,  si  ha  poi  la  coppia 
di  diametri  coniugati  d,*",  d,*",  quindi  come  precedente- 
mente  un’  altra  coppia  di  diametri  d3*  dt*  della  sezione 
diametrale  A"  B‘‘  E"  F".  La  perpendicolare  in  M"  ad  un 
diametro  dà  nell’  asse  di  proiezione  il  piede  della  prima 
traccia  del  piano  normale  N,*,  la  quale  è perpendicolare 
all’  asse  di  proiezione  ; il  diametro  coniugato  a quello 
considerato  dà  nella  parallela  a CD’,  che  passa  per  la 
traccia  orizzontale  in  A'  B di  quel  diametro , la  prima 
traccia  del  piano  coniugato  Di*  e questa  traccia  taglia  la 
prima  traccia  di  Nf*  in  un  punto  di  A,’.  Cosi  l’ indicato 
gruppo  di  diametri  fornisce  i punti  !>,*,  D,*,  D3*,  Dt*, 
dei  quali  Z),*  non  è nei  limiti  del  disegno  ed  appartiene 
all’  altro  ramo  dell’  iperbole  A',*. 

I punti  S,a,  S,*,  S,*  comuni  alle  coniche  A',,  A',*  sono  dispo- 
sti in  modo  da  formare  un  triangolo,  le  cui  altezze  si  in- 
contrano in  M',  e la  i del  punto  Af  è l’ ordinata  di  M'  nei 
circoli  descrìtti  sopra  le  altezze  del  triangolo  come  diame- 
tri (§  10,  Es.  10). 

Gli  estremi  degli  assi  si  possono  costruire  facilmente. 

) Se  questa  costruzione  venisse  fatta  per  un  iperboloide  ed  in 
proiezione  centrale,  quali  sarebbero  le  relazioni  che  esi- 
sterebbero tra  la  linea  di  fuga  della  superficie,  i punti  di 
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fuga  dogli  assi,  il  circolo  di  distanza  ed  il  punto  prin- 
cipale ? 

3)  In  cpial  modo  si  riportano  le  proprietà  dei  fasci  in  involuzione 

che  hanno  per  centro  i fuochi  delle  coniche  (§  35)  ai  fuo- 
chi od  al  cerchio  focale  (Oss.  Ili)  di  una  superficie  di 
rotazione  di  secondo  ordine  ? 

4)  Per  semplicizzarc  le  costruzioni  relative  alle  superficie  di 

rotazione  di  secondo  ordine  conviene  assumere  1’  asse  di 
rotazione  perpendicolare  ad  un  piano  di  proiezione;  si 
spieghino  i vantaggi  che  ne  derivano  nella  risoluzione  dei 
problemi  elementari  che  si  riferiscono  a tali  superficie. 

5)  Come  si  determinano  le  sezioni  circolari  nell'  iperboloide  a 

due  falde  e nel  paraboloide  ellittico  ? (Cfr.  § 99).  Discu- 
tere anche  le  proprietà  delle  sezioni  circolari  dei  coni  di 
secondo  ordine. 

G)  Costruire  l’ intersezione  di  un  ellissoide  o di  un  iperboloide 
a due  falde  con  una  retta  h,  ed  il  cilindro  tangente  pa- 
rallelo a questa  retta,  nella  ipotesi  che  1’  ellissoide  o 
l’ iperboloide  abbia  le  sezioni  circolari  parallele  al  primo 
piano  di  proiezione.  Si  consideri  il  piano  che  proietta  ver- 
ticalmente la  retta  h e si  costruisca  l’ intersezione  di  que- 
sto piano  con  due  sezioni  circolari  della  superficie  ; si 
avranno  allora  quattro  punti  della  curva  di  intersezione  e 
le  tangenti  in  questi  — come  intersezione  del  piano  che 
proietta  h coi  piani  tangenti  alla  superficie  in  quei  punti 
delle  sezioni  circolari  ; costruendo  l’ intersezione  di  que- 
sta conica  colla  retta  h , si  avranno  i punti  cercali.  Si  ot- 
tengono con  pari  facilità  anche  le  generatrici  ed  i piani 
tangenti  del  cilindro  da  costruirsi. 

7)  Si  mostri  che  le  costruzioni  di  questo  § — avuto  riguardo  al- 

l’ Oss.  X del  § 95  — rimangono  le  stesse  anche  per  la 
determinazione  del  sistema  di  diametri  coniugati  comune 
a due  superficie  qualunque  di  secondo  ordine  concentriche. 

8)  Da  quale  supposizione  dipende  la  realtà  di  tutti  e tre  i dia- 

metri del  detto  sistema? 

9)  Si  potrebbe  di  qua  dedurre  facilmente  la  costruzione  dei  tre 

punti  che  con  un  punto  dato  formano  una  quaderna  di 
poli  armonici  rispetto  ad  una  data  superficie? 

98.  Le  superficie  di  secondo  ordine  con  punti  ellittici  si 
possono  dedurre  dalla  più  speciale  tra  esse,  cioè  dalla  sfera 
col  mezzo  della  coilineazione  centrale  nello  spazio  (§  41, 
Es.  4 e 3).  Alle  sezioni  piane  della  sfera  corrispondono  sulla 
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superficie  di  secondo  ordine  omologica  alla  sfera  delle  coniche. 
Se  la  sfera  non  ha  punti  a comune  col  piano  limite  del  pro- 
prio sistema,  la  superficie  di  secondo  ordine  corrispondente 
sarà  chiusa  a distanza  finita  e non  avrà  che  sezioni  piane  el- 
littiche, cioè  sarà  un  ellissoide  ; se  la  sfera  tocca  il  piano  limite 
del  proprio  sistema  in  un  punto,  la  superficie  di  secondo  ordine 
avrà  per  sezioni  piane  delle  ellissi,  eccetto  quelle  sezioni  fatte 
con  piani  che  passano  pel  punto  corrispondente  a quello  di  con- 
tatto della  sfera  col  piano,  e queste  saranno  parabole  ; i piani  di 
queste  ultime  sezioni  contengono  tutti  uno  stesso  punto  all'  in- 
finito, ossia  sono  paralleli  alla  retta  che  congiunge  quel  punto 
di  contatto  col  centro  di  proiezione  e che  è parallela  a tutti  i 
diametri  della  superficie  (§  16):  tale  superficie  è dunque  un 
paraboloide  ellittico. 

Se  la  sfera  taglia  il  piano  limite  del  proprio  sistema  in  un 
cerchio  K,  lungo  il  quale  si  può  circoscrivere  alla  sfera  un  cono 
retto  di  vertice  M , la  superficie  di  secondo  ordine  corrispon- 
dente contiene  nel  piano  all’  infinito  una  conica  reale  che  corri- 
sponde a K,  ed  i relativi  piani  tangenti  alla  superficie  nei  punti 
di  quella  conica  all’infinito  formano  un  cono  tangente,  il  cui 
vertice  trovasi  nel  centro  M'  della  superficie  di  secondo  ordine, 
cioè  formano  il  cono  assintotico  della  superficie,  perchè  M è il 
polo  del  piano  R rispetto  alla  sfera;  quindi  M'  deve  essere  il 
polo  del  piano  all’infinito,  cioè  il  centro  della  superficie  di  se- 
condo ordine.  I cerchi  sulla  sfera  che  non  tagliano  il  piano 
limite  del  proprio  sistema,  si  trasformano  nella  figura  corrispon- 
dente in  ellissi  ; i cerchi  della  sfera  che  sono  toccati  dal  piano 
limite,  hanno  per  coniche  corrispondenti  delle  parabole,  ed  i 
piani  di  queste  sono  paralleli  ai  piani  tangenti  del  cono  assin- 
totico. I cerchi  della  sfera  che  segano  K hanno  per  coniche 
corrispondenti  delle  iperbole , e le  direzioni  dei  loro  assintoti 
sono  le  rette  che  passano  pel  centro  di  collineazione  e pei  punti 
di  intersezione  dei  cerchi  con  K;  la  superficie  è in  tal  caso  evi- 
dentemente un  iperboloide  a due  falde. 

Dalle  note  proprietà  della  sfera  si  possono  dedurre  le  pro- 
prietà corrispondenti  delle  superficie  non  rigate  di  secondo 
ordine. 
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Si  possono  determinare  con  facilità  le  sezioni  circolari  di 
una  superficie  di  secondo  ordine  dedotta  da  una  sfera  col  mezzo 
della  collineazione  centrale.  Immaginiamo  il  secondo  piano  di 
proiezione  normale  al  piano  di  collineazione  S e parallelo  alla 
retta  che  unisce  il  centro  di  collineazione  col  centro  della  sfe- 
ra, cosi  che  gli  assi  di  proiezione  siano  1’  uno  normale  e due 
paralleli  al  piano  S.  Le  sezioni  circolari  della  superficie  di  se- 
condo ordine  sono  nei  piani,  i quali  passano  per  le  rette  che 
uniscono  una  coppia  dei  quattro  punti  immaginari  comuni  alla 
sezione  all’  infinito  U della  superficie  ed  al  cerchio  immaginario 
all’  infinito  J,  ma  le  sezioni  della  sfera  parallele  al  piano  di 
collineazione  hanno  per  curve  corrispondenti  sulla  superficie 
di  secondo  ordine  dei  circoli  paralleli  al  piano  di  collineazione; 
quindi  una  di  quelle  rette  reali  che  congiungono  due  dei  quat- 
tro punti  1 2 3 4 (§  %,  Oss.  IV)  e che  determinano  i piani  ciclici 
o piani  delle  sezioni  circolari,  è la  retta  all’ infinito  del  piano 
limite  R.  Per  avere  il  secondo  sistema  di  piani  ciclici  osser- 
viamo che  il  cerchio  immaginario  all’infinito  è comune  a tutte 
le  sfere,  per  cui  l’immagine  della  retta  all’infinito,  per  la  quale 
passano  i piani  del  secondo  sistema,  non  trovasi  solamente  nel 
piano  limite  R della  data  collineazione,  ma  anche  nel  piano 
limite  R*  di  quella  seconda  collineazione  in  involuzione  che  ha 
lo  stesso  centro  della  prima  e per  la  quale  la  sfera  ha  per 
figura  corrispondente  se  stessa.  Infatti  alla  secante  reale  del 
cerchio /colla  curva  U nella  prima  trasformazione  corrisponde 
una  retta  del  piano  R e nella  seconda  trasformazione  una 
retta  del  piano  R*,  quindi  l’intersezione  dei  piani  R,  R*  darà 
la  retta  corrispondente  alla  retta  all’  infinito  del  secondo  si- 
stema di  piani  ciclici  ; il  piano  R*  è quello  che  bisseca  orto- 
gonalmente la  distanza  che  il  centro  di  collineazione  ha  dal 
suo  piano  polare  rispetto  alla  sfera  che  ora  è preso  per  piano 
di  collineazione  (§  42).  Tutti  i piani  che  passano  per  la  retta  RR* 
segano  la  sfera  secondo  cerchi,  ed  a questi  corrispondono  cerchi 
sulla  superficie  di  secondo  ordine;  il  piano  determinato  daRR* 
e dal  centro  di  collineazione  è parallelo  alla  seconda  serie  di 
piani  ciclici  della  superficie  di  secondo  ordine  (Cfr.  Es.  5).  Al 
polo  di  R rispetto  alla  sfera  corrisponde  il  centro  della  super- 
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Scie  di  secondo  ordine,  quindi  al  piano  che  passa  per  la  retta 
RR*  e pel  polo  di  R rispetto  alla  sfera  corrisponde  la  se- 
zione diametrale  circolare  della  superficie  di  secondo  ordine, 
che  appartiene  a questa  seconda  serie  di  piani  ciclici.  Con  ciò 
viene  determinato  l’ asse  della  superficie  che  è normale  al  se- 
condo piano  di  proiezione  ; gli  altri  due  assi  sono  le  bissettrici 
degli  angoli  che  formano  tra  loro  le  sezioni  diametrali  circolari. 

La  Fig.  177  contiene  la  costruzione  pel  caso  dell’  ellissoide. 
Il  punto  M è il  polo  del  piano  limite  R rispetto  alla  sfera,  la 
sezione  GII  di  questa  col  piano  J/RR*  ha  per  corrispondente  la 
sezione  diametrale  circolare  G'  Il  dell’ellissoide.  L’altra  sezione 
diametrale  circolare  G*'  li*'  si  ottiene,  tagliando  la  sfera  con  un 
piano  condotto  per  M parallelamente  al  piano  di  collineazione. 
Le  sezioni  che  passano  per  RR*  e per  Kt,  K,  forniscono  le  cop- 
pie di  sezioni  circolari  A'" , J*' Kt'  e J*'  Kt*\  I punti 

circolari  sono  i punti  K,  i quali  corrispondono  ai  punti  di  con- 
tatto dei  piani  tangenti  alla  sfera  che  passano  per  RR*  ed  a 
quelli  dei  piani  tangenti  che  sono  paralleli  al  piano  di  collinea- 
zione (Cfr.  Fig.  176). 

Osservai.  1)  Il  centro  della  superficie  di  secondo  ordine  ottenuta  col 
mezzo  della  collineazione  centrale  6 il  punto  corrispon- 
dente al  polo  del  piano  limite  R rispetto  alla  sfera  — poi- 
ché nella  omologia  non  venendo  a variare  i rapporti 
.inarmonici,  il  punto  corrispondente  al  polo  di  R è il 
polo  del  piano  all’  infinito  rispetto  alla  superficie  omolo- 
gica alla  sfera. 

II)  Le  superficie  rigato  di  secondo  grado  si  possono  dedurre  col 
mezzo  della  collineazione  centrale  da  un  iperboloide  di 
rotazione  ad  una  falda  od  anche  da  un  paraboloide  iper- 
bolico. Infatti  col  mezzo  di  una  trasformazione  omologica 
non  si  altera  l’ordine  della  superficie,  cioè  una  superficie 
dell’  ordine  « si  trasforma  in  un’  altra  parimenti  dell’  or- 
dine n,  poiché,  come  già  fu  osservato  (§  62,  Oss.  IV),  una 
curva  per  effetto  della  proiezione  centrale  non  cangia  or- 
dine, segue  da  ciò  che  le  superficie  omologiche  alle  date 
saranno  del  secondo  ordino  e a generatrici  reali,  perchè  a 
rette  reali  del  primo  spazio  corrispondono  rette  reali  del 
secondo  ; si  avrà  poi  l’ iperboloide  ad  una  falda  od  il  pa- 
raboloide iperbolico,  a seconda  che  il  piano  limite  del 
primo  sistema  taglia  o tocca  la  superficie  data. 

FiFnLKR.  — Geometria  dncritliva.  il 
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HI)  L’  ellissoide  si  può  dedurre  dalla  sfera  col  mezzo  del  duplice 
passaggio  ad  una  figura  alfine  (Cfr.  § 96,  inoltre  § 34, 
Es.  7 ed  8).  Ma  in  questo  modo  non  si  ottiene  dalla  sfera 
nè  l’iperboloide  a due  falde,  nè  il  paraboloide  ellittico. 

IV)  La  superfìcie  della  sfera  è il  luogo  dei  punti  di  intersezione 
degli  elementi  corrispondenti  di  una  stella  di  raggi  e di 
una  stella  di  piani  normali  a quei  raggi.  Analogamente  : 
una  stella  di  raggi  ed  una  stella  di  piani  proiettive  (reci- 
procamente) generano  una  superficie  non  rigata  di  se- 
condo grado  (Cfr.  g 94,  Oss.  II). 

V)  Servendosi  del  Teorema  : Se  si  costruiscono  due  figure  colli- 
neari dello  stesso  originale,  assumendo  lo  stesso  cen- 
tro, differenti  piani  di  collineazione  e differenti  piani 
limiti  R,  R*,  alle  curve  di  intersezione  dell’originale 
con  piani  che  passano  per  RR*,  corrispondono  nelle  due 
figure  collineari  curve  fra  loro  simili  e similmente  poste 
— la  dimostrazione  di  questo  Teorema  si  ottiene  imme- 
diatamente dall’ osservare  che  le  due  immagini  non  sono 
• che  due  sezioni  piane  parallele  di  uno  stesso  cono  — si 

ha,  senza  ricorrere  al  cerchio  immaginario  all' infinito, 
la  giacitura  della  seconda  serie  di  piani  ciclici  della  su- 
perficie del  secondo  ordine,  immagine  di  una  data  sfera. 

Esercizi.  I)  Data  una  sfera,  dedurre  col  mezzo  della  collineazione  cen- 
trale un  paraboloide  ellittico , del  quale  è data  una  se- 
zione circolare  situata  sulla  sfera  e la  direzione  dei  suoi 
diametri,  che  sono,  come  si  sa,  tutti  paralleli  fra  loro. 

Naturalmente  il  problema  consiste  nel  trovare  il  piano,  il 
centro  di  collineazione  ed  uno  dei  piani  limiti  o dati 
equivalenti;  ora  il  piano  della  sezione  circolare  data  potrà 
prendersi  pel  piano  di  collineazione  stesso  S ed  il  piano 
limite  R sarà  uno  dei  piani  paralleli  ad  S tangenti  alla 
sfera;  il  punto  di  contatto  della  sfera  col  piano  R e la 
data  direzione  dei  diametri  determinano  un  raggio  che 
passa  pel  centro  di  collineazione,  il  quale  del  resto  può 
essere  un  punto  qualunque  di  questa  retta,  poiché  quei 
dati  non  determinano  il  paraboloide.  Può  la  data  sezione 
circolare  essere  scelta  in  un  modo  qualunque  esterna- 
mente alla  sfera? 

2)  Determinare  le  due  serie  di  sezioni  circolari  di  un  iperboloide 
a due  falde,  omologico  ad  una  data  sfera. 

Si  determinino  anche  i punti  circolari  1C  di  quella  superficie 
come  punti  corrispondenti  ai  punti  di  contatto  dei  piani 
tangenti  alla  sfera  paralleli  al  piano  di  collineazione  c di 
quelli  che  passano  per  la  retta  R R*  (Fig.  176). 
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3)  Due  sezioni  circolari  qualunque,  ma  non  parallele  della  stessa 
superfìcie  del  secondo  ordine,  trovansi  sempre  sopra  una 
sfera. 


Fig.  I7G. 


4)  Si  disegnino  le  sezioni  circolari  di  un  iperboloide  a due  falde 

che  passano  per  un  punto  dell'asse  trasverso,  nella  ipo- 
tesi che  l' iperboloide  sia  dato  colle  sezioni  iperboliche 
principali  parallele  ai  piani  XOY,  XOZ  resp.,  e facendo 
uso  della  sfera  che  contiene  quelle  due  sezioni. 

5)  Se  i piani  R ed  R*  sono  tra  loro  paralleli , cioè  se  la  retta 

che  passa  pel  centro  di  collineazione  e pel  centro  della 
sfera  è normale  al  piano  di  collineazione,  le  due  sene 
di  piani  ciclici  coincidono  in  una  sola  parallela  al  piano 
di  collineazione  ; la  superficie  di  secondo  ordine  è allora 
una  superficie  di  rotazione  coll’  asse  normale  al  piano  di 
collineazione  ; i punti  estremi  dell’  asse  sono  gli  unici 
punti  circolari  della  superficie.  Indicare  sotto  quali  con- 
dizioni la  superficie  di  rotazione  ha  due  fuochi  reali 
nell’asse  di  rotazione,  od  un  cerchio  di  fuochi  sul  piano 
diametrale  perpendicolare  all'  asse  stesso  (Cfr.  § 97, 
Oss.  III). 

6)  Il  Teorema  : I circoli  di  intersezione  di  tre  sfere  due  a due 
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si  trovano  in  tre  piani  di  un  fascio,  il  cui  asse  è normale 
al  piano  dei  centri  di  quelle  sfere,  col  mezzo  della  trasfor- 
mazione omologica  dà  il  seguente  Teorema  : Se  tre  su- 
perficie di  secondo  ordine  hanno  a comune  una  sezione 
piana  immaginaria,  le  altre  tre  curve  piane  d’interse- 
zione che  le  superficie  tagliandosi  a due  a due-  determi- 
nano, sono  nei  piani  di  un  fascio.  Che  si  può  aggiungere 
riguardo  alla  posizione  dell'  asse  di  questo  fascio  ? Come 
si  enuncia  questo  Teorema,  seie  superficie  di  secondo  or- 
dine sono  simili  e similmente  poste,  cioè  se  la  conica  co- 
mune giace  a distanza  infinita  ? Come  si  fa  a vedere  che 


Fig.  177. 


questi  teoremi  valgono  anche  se  la  sezione  comune  è 
reale  ? 

7)  Come  si  ottiene  dalle  discussioni  fatte  la  costnizionc  diretta 
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degliassi  A'B,  CD'  della  figura  collineare  di  un  cerchio 
nella  Fig.  177  col  mezzo  delle  corde  AB,  BC  che  passano 
per  M e respettivamente  per  X, , X,?  (Cfr.  anche  Fig.  176). 

8)  Una  stella  di  rette  ed  una  stella  di  piani  si  dicono  recipro- 
camente proiettive,  se  alle  rette  della  prima  corrispondono 
proiettivamente  i piani  della  seconda  ed  a questi  piani 
quelle  rette,  per  modo  che  alle  rette  di  un  fascio  preso 
nella  prima  stella  corrispondano  piani  della  seconda,  che 
parimente  formano  un  fascio;  talché,  se  nella  seconda 
stella  si  considerano  tutte  le  rette  che  possono  essere  assi 
di  fasci  di  piani , a queste  corrisponderanno  nella  prima  i 
piani  formati  dai  fasci  di  rette  corrispondenti,  e viceversa. 
Sicché  due  stelle  saranno  reciproche  se  ad  ogni  retta  del- 
1’  una  corrisponde  un  piano  dell’  altra,  e viceversa. 

Si  dimostri  che  ogni  superficie  di  secondo  grado  può  essere 
generata  dallo  intersezioni  dei  raggi  coi  piani  corrispon- 
denti di  due  stelle  reciproche,  che  la  superfìcie  inoltre 
passa  pei  centri  delle  stelle,  e che  al  raggio  che  contiene 
i centri  delle  due  stelle  corrisponde,  se  si  considera  come 
appartenente  alla  prima  stella  il  piano  tangente  alla  su- 
perficie nel  centro  della  seconda,  e viceversa. 


99.  Lo  studio  sin  qui  fatto  fornisce  gli  elementi  necessari 
alla  costruzione  delle  superficie  di  secondo  ordine  e le  rela- 
zioni che  esistono  tra  queste  superficie  ed  i punti , i piani  e le 
rette  dello  spazio.  Le  relazioni  che  hanno  luogo  tra  queste  super- 
ficie di  secondo  grado  e le  curve  gobbe  colle  loro  sviluppabili 
osculatrici  e le  condizioni  perchè  possano  avere  in  comune  con 
queste  ultime  punti,  tangenti  e piani  tangenti,  si  possono  de- 
durre senza  difficoltà  da  ciò  che  precede. 

I problemi  relativi  alla  curva  di  intersezione  di  due  su- 
perficie di  secondo  grado  ed  ai  piani  tangenti  comuni,  od  alla 
sviluppabile  circoscritta  a due  superficie  di  secondo  grado,  ri- 
chiedono particolari  ricerche. 

Incominciamo  dalla  discussione  di  casi  speciali. 


La  curva  comune  a due  super- 
ficie di  secondo  grado , la  quale  in 
generale  è dell’ordine  m= 4 — per- 
chè ogni  piano  la  taglia  nei  quattro 
punti  che  sono  comuni  alle  due  curve 
di  secondo  grado  che  risultano  dalla 


La  sviluppabile  circoscritta  a 
due  superficie  di  secondo  grado, 
la  quale  in  generale  è della  classe 
»!  = 4 — perchè  per  ogni  punto 
dello  spazio  passano  quattro  piani 
che  sono  tangenti  ai  due  coni  tan- 
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intersezione  di  quel  piano  colle  due 
superfìcie  — si  decompone  in  due 
sezioni  coniche  tostochè  possegga 
due  punti  doppi,  cioè,  tostochè  le 
due  superficie  si  tocchino  in  due 
punti. 

Infatti  un  piano,  il  quale  passa 
per  la  retta  che  congiunge  i due 
punti  doppi  e per  un  altro  punto  co- 
mune alle  due  superficie,  taglia  le 
due  superficie  secondo  due  coniche 
che  hanno  cinque  e quindi  infiniti 
punti  a comune  ; tali  superficie  o 
non  hanno  quindi  altri  punti  in  co- 
mune oltre  ai  due  punti  doppi , o si 
tagliano  secondo  due  coniche  si- 
tuate in  piani  che  si  tagliano  secondo 
la  retta  che  congiunge  quei  punti 
doppi  (§  81). 

Per  due  di  tali  sezioni  coni- 
che K , K*  passano  in  generale  due 
superficie  coniche  di  secondo  grado 
(Fig.  178). 


genti  alle  superficie,  i cui  vertici  sono 
nel  punto  dato — si  decompone  in  due 
coni  del  secondo  grado  tostochè  essa 
possegga  due  piani  doppi,  cioè,  tosto- 
chè le  due  superficie  si  tocchino  in 
due  piani. 

Infatti  un  punto,  il  quale  tro- 
vasi sulla  retta  d’ intersezione  dei 
due  piani  doppi  ed  in  un  altro  piano 
tangente  comune  alle  due  superficie, 
è vertice  di  due  coni  di  secondo 
grado  che  inviluppano  le  due  super- 
ficie che  hanno  cinque  e quindi  infi- 
niti piani  tangenti  a comune  ; quelle 
due  superficie  o non  hanno  quindi 
altri  piani  tangenti  comuni,  od  hanno 
due  coni  tangenti  comuni  di  secondo 
grado,  i cui  vertici  giacciono  nella 
retta  di  intersezione  dei  piani  doppi. 

Quelle  due  superficie  coniche  K, 
K*  si  segano  in  generale  secondo 
due  coniche  (Fig.  178). 


Kig.  1"8. 


Infatti,  se  noi  immaginiamo  nei 
punti  doppi  G,  H,  in  cui  la  retta  a di 
intersezione  dei  piani  delle  due  co- 
niche Kj  K*  incontra  le  due  super- 
ficie, i piani  tangenti  comuni  alle 
due  superficie  stesse,  questi  si  ta- 


Infatti,  se  noi  immaginiamo  i 
piani  bitangenti  G,  H delle  due  su- 
perficie, che  si  tagliano  secondo  la 
retta  «'  che  passa  pei  vertici  dei  due 
coni  K,  K*,  la  retta  a che  passa  pei 
punti  di  contattodi  quei  piani  tangenti 
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glieranno  secondo  una  retta  s*  che 
sarà  la  polare  di  s rispetto  ad  en- 
trambe le  superficie;  un  piano  qua- 
lunque condotto  per  s*  taglia  le  due 
coniche  respettivamente  nei  punti 
A , li  ; /t*,  li * e le  coppie  di  rette 
AA*,  BB*  ; AB *,  A*B  determinano 
respettivamente  due  punti  M,  M*  di 
s* , che  sono  i vertici  di  quei  coni  — 
infatti  il  cono  MK  ed  il  cono  .UÀ'*  per 
es.  sono  di  secondo  grado  ed  hanno 
a comune  quattro  generatrici  MA  A*, 
MBB *,  MG,  MH  e si  toccano  lungo 
queste  ultime  due;  dunque  coinci- 
dono, ossia  il  cono  MK  passa  per  K*t 
cosi  pure  il  cono  M*K*  passa  per  K. 


sarà  la  polare  di  s*  rispetto  ad  en- 
trambe le  superficie;  per  un  punto 
qualunque  di  s passano  i piani  A, 
B;  A*,  B*  tangenti  ai  coni  K,  K* 
respettivamente,  le  rette  AA»,  BB*; 
AB*,  A'B  giacciono  in  due  piani 
M,  M*  che  passano  per  s,  e questi 
sono  i piani  di  quelle  coniche  — in- 
fatti le  coniche  MK  e MK*  per  es. 
hanno  a comune  quattro  tangenti 
MAA* , MBB* , MG , MH  ed  i punti 
di  contatto  delle  ultime  due  ; dunque 
coincidono  e costituiscono  una  parte 
della  intersezione  di  quei  due  coni, 
l’altra  parte  è formata  dalla  conica 
M*K  o M*K*. 


Prescindendo  da  una  completa  discussione  dei  casi  di  ec- 
cezione, osserviamo  soltanto  che,  se  due  superfìcie  di  secondo 
ordine  si  toccano  in  due  punti,  e se  questi  appartengono  ad  una 
stessa  generatrice  tanto  dell’  una  come  dell’altra  superficie, 
le  due  superficie  hanno  a comune  questa  retta  — perchè  essa 
considerata  come  generatrice  dell* una  superficie  incontra  l’al- 
tra in  quattro  punti  — e la  rimanente  parte  della  curva  di  in- 
tersezione sarà  una  curva  del  terzo  ordine  (§  100)  identica  alle 
curve  più  volte  considerate  nel  § 81  e seguenti. 

Se  due  superficie  di  secondo  ordine  si  toccano  in  tre  punti, 
il  piano  determinato  da  questi  taglia  le  due  superficie  secondo 
coniche , le  quali  hanno  a comune  quei  punti  e le  relative  tan- 
genti; quindi  le  due  coniche  coincidono,  le  superficie  cioè  hanno 
a comune  questa  conica  K:  dico  che  esse  si  toccano  lungo  que- 
sta conica,  ossia  che  sono  l’ una  circoscritta  all’  altra  secondo 
questa  curva  per  modo  da  avere  lungo  di  essa  lo  stesso  cono 
tangente.  Infatti,  se  M è il  punto  di  intersezione  dei  tre  piani 
tangenti  nei  punti  in  cui  le  due  superficie  si  toccano,  esso  è il 
polo  del  piano  della  conica  K tanto  rispetto  alla  prima  come 
alla  seconda  superficie,  quindi  il  cono  MK  è tangente  tanto 
alla  prima  come  alla  seconda  superficie.  Quelle  due  superficie 
non  possono  .avere  nessun  altro  punto  comune,  od  in  altre  pa- 
role ciascuna  di  esse  è determinata  da  un  punto  preso  fuori 
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della  conica  di  contatto  e dalla  condizione  di  toccare  l'altra 
lungo  quella  conica.  Infatti,  se  avessero  a comune  un  altro 
punto  A,  ogni  piano  condotto  per  esso  taglierebbe  la  conica  K 
in  due  punti,  in  cui  le  due  coniche,  secondo  le  quali  il  piano 
taglierebbe  le  due  superficie,  avrebbero  le  medesime  tangenti, 
e quindi  le  due  coniche  coinciderebbero;  per  conseguenza  le 
sezioni  che  un  piano  qualunque  determinerebbe  sulle  due  su- 
perficie dovrebbero  coincidere. 

Ogni  piano,  il  quale  taglia  entrambe  le  superficie,  dà  come 
sezioni  due  coniche  Kt , Kt  tangenti  fra  loro  in  due  punti  della 
retta  s,  intersezione  del  piano  secante  con  quello  della  co- 
nica di  contatto  delle  due  superficie  (§  95,  Oss.  V;  Cfr.  § 29, 
Es.  4). 

Se  il  piano  tocca  una  delle  superficie  — supposta  non  ri- 
gata— e taglia  l’altra,  il  punto  di  contatto  può  considerarsi 
come  una  sezione  conica  infinitamente  piccola,  la  quale  ha 
nella  retta  s due  punti  immaginari,  in  cui  tocca  la  sezione  del- 
1*  altra  superficie;  — ciò  ha  luogo  in  modo  evidente  nel  caso,  in 
cui  la  superficie  toccata  sia  rigata,  poiché  allora  le  due  gene- 
ratrici del  punto  di  contatto  incontrano  la  retta  s in  punti,  nei 
quali  esse  sono  tangenti  all’  altra  sezione. 


Ossei'vaz.  1)  Se  fatto  centro  nel  centro  di  un  ellissoide  c con  raggio 
uguale  al  semiasse  medio  si  descrive  una  sfera,  le  due 
superficie  si  toccano  nei  punti  estremi  dell’asse  medio  c 
quindi  si  tagliano  secondo  due  curve  piane,  le  quali 
sono  cerchi  perchè  sezioni  della  sfera  — sono  le  sezioni 
diametrali  circolari  dell’  ellissoide. 

11)  Se  gli  assi  di  un  ellissoide  sono  paralleli  agli  assi  di  proie- 
zione, un  cilindro  circolare,  il  cui  asse  sia  parallelo 
ad  07  ed  il  cui  diametro  sia  uguale  al  più  piccolo  degli 
assi  dell’ellissoide  paralleli  ad  XOY , tocca  la  superficie 
negli  estremi  di  quell’asse  e la  taglia  quindi  secondo  due 
curve  piane,  le  cui  prime  proiezioni  coincidono  colla 
prima  traccia  del  cilindro,  mentre  le  seconde  proiezioni 
sono  rette  che  passano  per  la  proiezione  omonima  del 
centro.  I piani  paralleli  a quelli  delle  due  coniche  sezione 
tagliano  l'ellissoide  secondo  curve,  le  cui  prime  proiezioni 
sono  circoli;  le  tracce  d’uno  di  questi  piani  sono  s,*  e s,* 
(Fig.  179).  I centri  di  queste  curve  di  intersezione  si  tro- 
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vano  nei  diametri  d coniugali  a quei  piani  secanti,  quindi 
nella  prima  proiezione  tali  punti  saranno  sul  diametro 
dell’  ellisse  contorno  parallelo  ad  OX. 

Il  sistema  di  questi  piani  ausiliari  è opportuno  nella  costru- 
zione delle  sezioni  piane  della  superficie,  ec.  La  Fig.  179 


Fig.  179. 


rappresenta  la  sezione  piana  S.  Il  piano  secante  è dato 
dalle  tracce  s,,  s, , l’intersezione  di  questo  piano  con 
quello  ausiliario  s,A  determina  i due  punti  1 , 2 della 
curva  di  intersezione  S,  ec.  Dei  due  sistemi  di  piani  ausi- 
liari si  è preso  quello  che  anche  nella  seconda  proiezione 
dà  le  intersezioni  più  distinte  ; si  sono  così  ottenuti  i 
punti  I,  2,....  6.  I punti  di  contatto  della  curva  di 
intersezione  S coi  contorni  della  superficie,  si  sono  co- 
struiti diretlamcnte  come  intersezioni  delle  due  sezioni 
principali  A BC D,  CDEF  col  piano  della  curva  S.  Ric- 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECONDA. 


162 

sce  facile  anche  la  costruzione  delle  tangenti  alla  curva 
di  intersezione  nei  punti  cosi  determinati. 

Ili)  Se  per  una  conica  K situata  sopra  una  superficie  F di  se- 
condo grado  si  fa  passare  un'altra  superficie  di' secondo 
grado  F*,  questa  taglia  la  prima  secondo  un’altra  co- 
nica A'*  ed  entrambe  le  superficie  si  toccano  nei  punti 
G,  Il  che  la  retta  s d’intersezione  dei  piani  di  K,  K * ha 
a comune  con  quelle  coniche  e quindi  colle  superfìcie 
stesse.  Ogni  superficie  F*  è determinata  dalle  coniche  K, 
K * e da  un  punto  esterno  a queste  curve. 

IV)  Due  sezioni  circolari  qualunque  A',  K'  non  parallele  della 

stessa  superficie  di  secondo  ordine  giacciono  sempre  sopra 
una  sfera.  Infatti,  se  pel  cerchio  K e per  un  punto  A 
di  A’1  facciamo  passare  una  sfera,  essa  avendo  in  comune 
colla  superficie  di  secondo  ordine  il  primo  cerchio  taglierà 
la  superficie  stessa  secondo  un’altra  curva  piana  che,  es- 
sendo una  sezione  piana  della  sfera,  sarà  un  cerchio;  ora 
per  ogni  punto  della  quàdrica  passano  due  sezioni  circo- 
lari della  superficie  stessa,  una  delle  quali  6 parallela  a K, 
e l’altra  parallela  a K' ; ma  il  cerchio  che  passa  per  A e 
che  si  trova  sulla  sfera  non  può  essere  quello  paral- 
lelo a A,  perchè  la  retta  dei  centri  non  è normale  ai 
piani  dei  due  cerchi,  come  sarebbe  necessario  affinchè 
quei  due  cerchi  potessero  stare  sopra  una  medesima  sfera, 
non  essendo  in  generale  il  diametro  coniugato  ad  un  si- 
stema di  piani  ciclici  peqiendicolare  ai  piani  di  quel  siste- 
ma; adunque  sarà  l’ altro  cerchio  dato  (§  98,  Es.  3). 

V)  Due  superficie  di  secondo  grado  che  si  toccano  lungo  una  co- 

nica, ossia  che  lungo  una  medesima  linea  sono  toccate  da 
uno  stesso  cono  del  secondo  ordine , si  possono  conside- 
rare in  generale  come  figure  collineari  omologiche.  In- 
fatti, se  si  prende  per  piano  di  omologia  quello  della  conica 
comune  alle  due  superficie  e per  centro  il  suo  polo  P e si 
fa  passare  per  questo  punto  un  piano  secante  qualunque, 
questo  piano  intersecherà  il  piano  di  omologia  secondo 
la  retta  s,  e le  due  superficie  lungo  due  coniche  K,  A"1, 
le  quali  si  toccano  negli  estremi  della  loro  corda  co- 
mune s — polare  del  punto  P rispetto  ad  entrambe.  — 
Se  in  questo  piano  secante  e per  P si  fa  passare  una 
retta  il,  la  quale  intersechi  le  due  coniche  respetliva- 
tnenle  nei  punti  A,  B ; A',  B e si  fa  corrispondere  al 
punto  A dell’ una  conica  il  punto  A'  dell’altra,  allora 
nel  sistema  piano  omologico  determinato  dall’  asse  s,  dal 
centro  P c dalla  coppia  di  punti  corrispondenti  A,  A" , 
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alla  conica  K corrisponderà  evidentemente  la  conica  hi,  o 
se  si  fa  ruotare  quel  piano  secante  attorno  alla  retta  PA  A', 
tutti  i punti  dell’  una  superficie  corrisponderanno  omolo- 
gicamente ai  punti  dell’  altra. 

VI)  Due  superficie  di  rotazione  di  secondo  grado,  le  quali  hanno 

un  fuoco  a comune,  si  tagliano  secondo  curve  piane,  po- 
tendosi ambedue  considerare  come  omologiche  ad  una 
medesima  sfera  che  ha  il  centro  nel  fuoco  comune  ; ogni 
cono  di  rotazione  col  vertice  in  un  fuoco  di  una  superficie 
di  rotazione  di  secondo  grado  la  taglia  secondo  curve 
piane. 

VII)  Se  un  cono  di  secondo  grado  taglia  una  quàdrica  secondo  una 

curva  piana,  il  resto  della  curva  di  intersezione  delle  due 
superficie  è parimente  una  curva  piana,  o le  due  superfi- 
cie si  toccano  nei  punti  di  intersezione  delle  due  curve; 
per  entrambe  le  curve  passa  inoltre  un  altro  cono  di  se- 
condo grado. 

Vili)  La  proiezione  centrale  di  un  cerchio  A'  tracciato  sopra  una  sfera 
prendendo  per  centro  un  punto  C della  sfera  e per  quadro 


Fig.  180.  Fig.  181. 


il  piano  diametrale,  normale  al  raggio  che  passa  pel  punto 
C,  è un  cerchio,  il  cui  centro  è l’immagine  M' del  vertice  M 
di  quel  conoche  toccala  sfera  lungo  il  cerchio  A' (Fig.  181). 
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Infatti,  se  si  tira  MC*  parallela  ad  A'  B'  sino  ad  incontrare  CA , 
si  ha  : 

A'  AI'  : C* M = A1  JW  : AM=MC  : MC 


ossia  : 

A'  M — cost .; 

od  anche  osservando  che  il  punto  D d’intersezione  di^lB 
colla  tangeute  del  cerchio  in  C è il  polo  di  MM' C,  si  ha: 

(ABD3/»)==  — I 

e quindi  Af  è il  punto  di  mezzo  di  A 1 B'. 

IX)  Nella  proiezione  centrale  di  una  superficie  di  secondo  or- 
dine, fatta  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  sopra  un 
piano  qualunque  come  quadro,  tutte  le  sezioni  piane 
della  superficie  si  proiettano  secondo  coniche,  le  quali  toc- 
cano in  due  punti  una  conica  fissa  — il  contorno  della 
superficie  — e questi  punti  sono  gli  estremi  di  una  corda, 
il  cui  polo  rispetto  alle  due  coniche  ò la  proiezione  del 
vertice  di  quel  cono  che  è circoscritto  alla  superficie 
lungo  la  sezione  piana  che  si  considera. 

X)  Se  due  superficie  di  secondo  grado  sono  circoscritte  l’ una 
all' altra  lungo  una  conica,  il  piano  tangente  in  cia- 
scuno dei  punti  circolari  dell’  una  taglia  l’ altra  secondo 
una  conica,  di  cui  un  fuoco  è quel  punto  circolare,  poiché 
T involuzione  dello  polari  armoniche  per  ogni  punto  cir- 
colare è ad  -angoli  retti. 

XI)  Se  due  superficie  di  secondo  ordine  sono  circoscritte  da  una 
stessa  terza  superficie  lungo  curve  piane,  le  due  prime 
superficie  si  tagliano  lungo  curve  piane,  i cui  piani  insieme 
a quelli  delle  curve  di  contatto  formano  un  fascio  — poi- 
ché ogni  piano  che  passa  per  un  punto  della  curva  di  in- 
tersezione e per  la  retta  di  intersezione  dei  piani  delle 
curve  di  contatto  taglia  entrambe  le  superficie  secondo  co- 
niche coincidenti  (Cfr.  § 44,  Es.  3 ; e l'Qss.  III  di  questo  §). 

XII)  Se  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  preso  come  vertice  si 
descrive  un  cono  tangente  ad  una  superficie  di  secondo 
ordine,  la  curva  di  intersezione  di  questo  cono  col  piano 
diametrale  della  superficie  che  è coniugato  al  diametro 
della  stessa  che  passa  pel  vertice  del  cono,  è simile  alla 
sezione  diametrale  di  quel  piano  secante. 

Esercizi.  I)  La  costruzione  dell’Oss.  1 può  essere  applicata  alle  altre  su- 
perficie di  secondo  grado  che  ammettono  sezioni  circolari? 
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ed  in  particolare  alle  superficie  coniche,  di  cui  sou  dati  i 
piani  principali  ? 

2)  In  qual  modo  si  dovrcbhe  modificare  il  processo  di  costru- 

zione dell’ Oss.  11  pel  caso  dell’iperboloide?  Si  può  esso 
estendere  alla  determinazione  delle  superficie  del  secondo 
ordine  date  per  mezzo  di  due  sezioni  diametrali  coniugate 
in  generale? 

3)  Se  S ed  S*  sono  i poli  della  retta  s rispetto  alle  due  coniche 

K e K"  di  questo  § , il  gruppo  di  punti  SS*  il il*  e quindi 
anche  il  faecio  di  piani  s SS*  MM*  sono  armonici. 
Quando  è che  passa  per  entrambe  le  coniche  un  cilindro? 
Quando  è che  per  una  di  queste  coniche  s è un  diametro? 

4)  Qual’ è l’ombra  portata  dal  margine  di  una  sezione  piana  di 

una  sfera  cava  nell’interno  della  stessa,  supposto  che  i 
raggi  luminosi  emanino  da  un  punto  fisso  od  abbiano  una 
direzione  data?  (Oss.  V). 

5)  Che  si  ottiene  in  particolare  nel  caso  della  semisfera?  Si  spie- 

ghi la  costruzione  contenuta  nella  Fig.  ISO.  Quale  rela- 
zione esiste  tra  il  contorno  dell’  ombra  propria  c l’ ombra 
portata  dal  diametro  AB  che  nella  Figura  è costruita? 

6)  Si  deducano  come,  conseguenza  dell’Oss.  VII  le  proiezioni  ste- 

reografiche della  superficie  terrestre  nella  ipotesi  che  la 
terra  sia  sferica,  e si  disegnino  le  immagini  dei  paralleli  e 
dei  meridiani  della  semisfera  opposta  di  10  in  10°:  a) 
per  un  punto  dell’  equatore,  6)  per  un  polo,  c)  per  un  al- 
tro punto  della  superfìcie  di  data  longitudine  e latitudine 
preso  come  centro  di  proiezione. 

7)  L’  angolo  di  due  tangenti  alla  sfera  in  un  punto  è uguale  al- 

P angolo  delle  loro  proiezioni  stereografiche. 

8)  Dna  superficie  di  rotazione  di  secondo  grado  è tagliata  secondo 

una  conica  da  ogni  piano  tangente  ad  una  sfera  inscritta 
nella  superficie  ; il  punto  di  contatto  di  quel  piano  colla 
sfera  è un  fuoco  di  quella  conica  (Cfr.  § 70,  Es.  4).  Si 
possono  determinare  entrambi  i fuochi  di  una  tale  sezione, 
come  nel  citato  Esercizio  ? 

9)  Si  mostri  che  nei  casi  speciali  della  curva  di  intersezione  di 

due  superficie  di  secondo  grado  ora  considerati,  per  questa 
curva  passano  quattro  coni  di  secondo  grado  (Cfr.  § 86). 

10)  Quand’è  che  la  curva  gobba  del  terzo  ordine,  secondo  la  quale 

si  tagliano  due  iperboloidi  ad  una  falda  che  hanno  in  co- 
mune una  generatrice,  si  decompone  in  tre  rette?  (Cfr. 
§ 93,  Oss.  I). 

11)  A quali  condizioni  deve  soddisfare  la  rappresentazione  in 

proiezione  centrale  od  in  proiezione  parallela  di  due  ipcr- 
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boloidi  ad  una  falda  che  hanno  in  comune  una  genera- 
trice, affinchè  la  curva  di  intersezione  sia  un’ellisse  cubica 
od  un’  iperbole  cubica. 

12)  Si  disegni  un  iperboloide  ad  una  falda,  il  quale  abbia  in 
comune  con  un  altro  iperboloide  dato  una  generatrice 
ed  una  parabola  cubica. 

100.  Se  la  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  se- 
condo ordine  è una  curva  gobba  del  quarto  ordine  — suppor- 
remo che  la  curva  non  abbia  punti  doppi , ossia  che  tra  le 
superficie  non  vi  sia  alcun  contatto  ed  anche  che  una  delle 
due  superficie  non  sia  un  cono  di  secondo  grado,  il  cui  vertice 
giaccia  sull’  altra  (Cfr.  § 85)  — tanto  la  curva  quanto  la  sua 
sviluppabile  osculatrice  posseggono  delle  simmetrie,  che  noi 
adesso  cercheremo  nel  seguente  modo. 

Noi  sappiamo  che  col  mezzo  della  collineazione  centrale 
dalla  sfera  si  possono  dedurre  tutte  le  superficie  di  secondo 
grado  non  rigate  e dall’  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda 
tutte  le  superficie  di  secondo  grado  rigate,  cioè:  l’iperboloide 
ad  una  falda  ed  il  paraboloide  iperbolico,  e che  in  questo 
passaggio  da  una  superficie  ad  un’  altra  restano  invariate  le 
proprietà  proiettive.  Trovate  quindi  le  simmetrie,  facilmente 
riconoscibili,  che  possiede  la  curva  di  intersezione  di  una  su- 
perficie generale  di  secondo  ordine  col  centro  a distanza  finita, 
con  una  sfera  concentrica  si  arriva,  col  mezzo  del  passaggio 
alla  figura  omologica  di  questo  sistema,  a conoscere  le  pro- 
prietà generali  di  simmetria  della  curva  di  intersezione  di  due 
superficie  di  secondo  ordine,  delle  quali  una  almeno  non  è ri- 
gata. Se  al  contrario  si  considera  la  curva  di  intersezione  di 
una  superficie  generale,  ma  col  centro  a distanza  finita,  di 
secondo  ordine  con  un  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda 
concentrico  alla  superficie,  il  cui  asse  di  rotazione  coincida 
con  un  asse  della  prima  superficie,  si  conosceranno  le  leggi  di 
simmetria  della  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  se- 
condo ordine,  delle  quali  1’  una  almeno  è una  superficie  rigata. 

Ma  lo  studio  di  questi  due  casi  più  semplici  richiede  lo 
stesso  metodo,  perchè  si  fonda  sulla  determinazione  del  tetrae- 
dro coniugato  comune  alla  sfera  o all’  iperboloide  ed  alla  su- 
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perfide  generale  di  secondo  ordine,  e tanto  nell’  un  caso  come 
nell’altro  si  giunge  agli  stessi  risultati,  per  cui  tratteremo 
i due  casi  simultaneamente.  La  superficie  generale  di  se- 
condo ordine  sia  cosi  disposta  da  avere  i suoi  assi  paralleli 
agli  assi  di  proiezione,  e l’asse  di  rotazione  dell’iperboloide 
nel  secondo  caso  sia  parallelo  ad  OZ,  allora  un  piano  ausilia- 
rio P parallelo  ad  XOY  taglia  la  prima  superficie  secondo 
una  conica,  i cui  assi  sono  respettivamente  paralleli  ad  OX, 
OY,  e l'altra  superficie  secondo  un  cerchio  concentrico  alla 
conica.  I punti  di  intersezione  di  entrambe  le  coniche  giacciono 
in  coppie  sopra  rette  parallele  ad  OX  e ad  OY;  tanto  i piani 
tangenti  all’ una  superficie,  quanto  quelli  tangenti  all’altra,  in 
quei  punti  comuni  si  tagliano  in  coppie  nei  piani  principali 
comuni  e paralleli  respettivamente  ad  YOZ  ed  XOZ.  Si  im- 
magini un  altro  piano  ausiliario  parallelo  ad  XOY,  il  quale 
sia  lontano  dal  centro  comune  M delle  due  superficie  quanto 
il  piano  P,  ma  però  dalla  parte  opposta;  allora  questo  piano 
segherà  la  superficie  generale  di  secondo  ordine  secondo  una 
conica  eguale  a quella  determinata  dal  piano  P , e 1’  altra 
superficie  secondo  un  cerchio  eguale  al  precedente,  le  prime 
proiezioni  dei  due  cerchi  coincidono , come  pure  quelle  delle 
due  coniche.  Riguardo  ai  piani  tangenti  valgono  le  osserva- 
zioni fatte  precedentemente.  Due  di  tali  piani  ausiliari  for- 
niscono cosi  otto  punti  1,2. ...8  (Tav.  XT)  della  curva  di 
intersezione,  i quali  sono  i vertici  di  un  parallelepipedo 
retto,  i cui  spigoli  sono  paralleli  agli  assi  di  proiezione;  da 
ognuno  di  quei  punti  partono  tre  rette  parallele  agli  assi  di 
proiezione  che  vanno  a tre  altri  di  quei  punti,  ed  una  retta 
che  contiene  un  altro  di  quei  punti  e passa  pel  centro  co- 
mune delle  due  superficie.  Dal  centro  M e dalle  tre  direzioni 
degli  assi  la  curva  di  intersezione  viene  quindi  proiettata  dop- 
piamente da  coni  di  secondo  grado. 

I piani  tangenti  all’  una  ed  all’  altra  superficie  in  questi 
otto  punti  formano  respettivamente  gli  ottaedri  ABCDEF, 
A,  B , C,  D , E,  E, , i quali  hanno  i loro  vertici  a due  a due  negli 
assi  ed  i loro  spigoli  a quattro  a quattro  nei  piani  principali 
comuni. 
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Le  rette  di  intersezione  delle  coppie  corrispondenti  di  que- 
sti piani  tangenti , che  sono  le  tangenti  alla  curva  di  interse- 
zione nei  punti  trovati,  o si  tagliano  quindi  in  coppie  in  uno  dei 
piani  principali  o sono  parallele,  cioè  si  tagliano  nel  piano  al- 
l’infinito. Ed  infatti  il  piano  principale  parallelo  ad  XOY  è il 
luogo  dei  punti  di  intersezione  delle  coppie  di  tangenti  nei 
punti,  i quali  giacciono  in  rette  parallele  ad  OZ  ; il  piano 
principale  parallelo  ad  YOZ  è il  luogo  delle  intersezioni  delle 
coppie  di  tangenti,  i cui  punti  di  contatto  trovansi  su  rette  pa- 
rallele ad  OX,  e nel  piano  principale  parallelo  ad  XOZ  si  se- 
gano le  tangenti  che  hanno  i loro  punti  di  contatto  in  rette , la 
cui  direzione  comune  è data  da  OY ; finalmente  il  piano  al- 
l’ infinito  contiene  le  intersezioni  di  quelle  coppie  di  tangenti,  i 
cui  punti  di  contatto  sono  situati  sopra  rette  che  passano  per  M. 
La  sviluppabile  osculatrice  alfa  curva  di  intersezione  ha  quindi 
nei  piani  principali  e nel  piano  all’ infinito  quattro  curve  piane 
nodali.  Nella  Fig.  della  Tav.  XI  si  sono  costruiti  i punti  di  in- 
tersezione delle  tangenti  alla  curva  di  intersezione  nei  punti  i, 

2 8 e si  sono  indicati  con  T1S,  T,it  Tlt,  T.n  (questi  giacciono 

nel  piano  AB  E F e corrispondono  al  cono  doppiamente  proiet- 
tante di  vertice  Y);  Tlt,  Tnì  T„,  Tit  (nel  piano  CDEF  cor- 
rispondente al  cono  di  vertice  X);  Tut  Tn,  Tss,  Tt , (in  AB  CD 
pel  cono  di  vertice  Z)\  Ta,  Tu,  71,,,  Tu  (a  distanza  infinita 
corrispondente  al  cono  di  vertice  M).  La  curva  ha  quattro  punti 
reali  I,...,  IV  nel  piano  AB  CD  e quattro  punti  reali  I*,...,  IV* 
nel  piano  ABEF;  i punti  della  curva  situati  sui  piani  delle 
due  altre  curve  doppie  sono  immaginarii  ; quelli  sono  i punti 
degli  otto  piani  reali  stazionari  della  curva  (Cfr.  § 86,  Oss.  II, 
e Tav.  III).  Le  curve  doppie  passano  per  quei  punti  e di  là 
vanno  verso  Tn,  T„,  T„,  jTu  in  ABCD,  oppure  verso  i punti 
T,„  T„,  Tn,  Tit  in  ABEF. 

Ossia:  i vertici  dei  coni  doppiamente  circoscritti  alla  curva 
di  intersezione  sono  i punti  della  quaderna  di  poli  armo- 
nici comune  alle  due  superficie  ; i piani  delle  curve  doppie 
della  sviluppabile  osculatrice  della  curva  di  intersezione  sono 
i piani  della  stessa  quaderna,  e precisamente  nel  tetraedro 
dei  poli  armonici  ad  ogni  vertice  corrisponde  come  faccia 
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opposta  il  piano  della  curva  doppia  corrispondente,  e vice- 
versa. 

Si  ottengono  assolutamente  gli  stessi  risultati  per  due  super- 
ficie qualunque  di  secondo  ordine,  purché  concentriche,  quando 
si  adoperino  come  piani  ausiliari  due  piani  paralleli  ad  uno 
dei  piani  del  sistema  di  diametri  coniugati  comuni  alle  due  su- 
perficie e posti  simmetricamente  rispetto  al  centro  comune  di 
quelle  superficie  (Cfr.  § 97,  Es.  7,  8). 

Se  col  mezzo  della  collineazione  centrale  si  passa  dal  si- 
stema considerato  ad  un  altro  corrispondente , si  avranno  in 
questo  due  superficie  generali  di  secondo  ordine  colla  quaderna 
di  poli  armonici  comune  A/, , X,  , F, , Z,  — X,  , F, , Z,  sono  le 
immagini  dei  punti  all’infinito  degli  assi  del  sistema  origi- 
nale — ed  i coni  di  secondo  grado  che  hanno  i vertici  in  Mt, 
X, , Y,,Zt  respettivamente  e gassano  per  la  curva  di  interse- 
zione delle  due  superficie  la  proiettano  doppiamente,  ossia 
ognuna  delle  loro  generatrici  incontra  due  volte  la  curva;  i 
piani  delle  curve  doppie  della  sviluppabile  osculatrice  all’in- 
tersezione saranno  X,  F,  Z, , F,  Z,  A/, , Z,  A/,  X, , M,  X,  F,. 

Alle  coppie  di  piani  ausiliari  paralleli  ad  XOY  e simme- 
trici rispetto  al  centro  A/  corrispondono  piani  che  passano 
per  A',  e Yt  e che  coi  piani  X,  F,  Z,  e X,  F,  A/,  formano  un  fascio 
armonico;  gli  otto  punti  di  intersezione  giacciono  in  coppie 
sulle  generatrici  dei  coni  di  vertice  Z, , A/,  resp.  e le  relative 
tangenti  alla  curva  di  intersezione  si  tagliano  in  coppie  corri- 
spondenti in  punii  dei  piani  X,  F,  A/,  e X,  F,Z, , ec. 

La  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  secondo  or- 
dine é quindi  identica  colla  curva  di  intersezione  di  due  coni 
di  secondo  ordine;  per  essa,  in  generale,  passano  dunque  quat- 
tro di  tali  coni  (Cfr.  § 86). 

Osservaz.  I)  Secondo  ciò  che  qui  si  disse  e riferendosi  al  § 83  e seg.,  si 
vede  che  la  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  se- 
condo ordine  ha  in  generale  le  caratteristiche  in  = 4 , 
y = 8,  r=8(§83,  Ose.  IX*)  e quindi  per  le  Oss.  dei  §83 
e 84  deve  anche  perciò  essere  identica  colla  curva  di  in- 
tersezione di  due  coni  di  secondo  grado,  colà  studiata. 

II)  Se  due  superlìcie  si  toccano  in  un  punto  P,  questo  è un  punto 
doppio  della  curva  di  intersezione,  poiché  ogni  piano 
Kirdlf.r.  — Geometria  descrittiva.  24 
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condotto  per  P taglia  le  due  supcrticie  secondo  curve  tan- 
genti fra  loro  in  P,  quindi  in  questo  punto  il  piano  contiene 
due  punti  della  linea  di  intersezione,  questo  punto  appar- 
tiene dunque  alla  curva  doppia  della  sviluppabile  osculatrice 
alla  intersezione-,  lo  stesso  accade,  se  una  delle  due  su- 
perficie è un  cono  che  ha  il  vertice  sull’altra  superficie.  Le 
caratteristiche  della  curva  di  intersezione  sono  allora  quelle 
del  § 83,  Oss.  IX‘,  a.  La  superficie  di  secondo  ordine  che  è 
determinata  da  un  punto  qualunque  dello  spazio  e da  que- 
sta curva  è una  superficie  rigata,  poiché  la  retta  che  va  dal 
punto  dato  al  punto  doppio  della  curva  è una  generatrice 
rettilinea  reale  della  superficie  (§§  81,  85).  Viceversa,  se  la 
curva  comune  a due  superfìcie  ha  un  punto  doppio  che  non 
sia  un  punto  conico  nè  per  l’ una  nè  per  l’ altra  superfi- 
cie, in  quel  punto  le  due  superficie  si  toccano,  poiché  ogni 
piano  condotto  per  quel  punto  taglia  le  due  superficie 
secondo  curve  che  hanno  fra  loro  un  contatto  bipunto  nel 
punto  doppio.  Nel  caso  in  cui  si  tratti  di  superfìcie  del  se- 
condo grado,  e che  si  considerino  tutte  quelle  che  passano 
per  la  linea  sezione,  il  piano  tangente  comune  a tutte 
queste  superficie  nel  punto  doppio  della  curva  sezione  le 
taglia  in  coppie  di  generatrici  rettilinee,  le  quali  formano 
un’involuzione,  i cui  raggi  doppi  sono  le  tangenti  alla 
curva  sezione  nel  punto  doppio. 

Ili)  Una  superficie  di  secondo  grado,  ed  un  cono  di  secondo  gra- 
do, il  cui  vertice  giace  nella  prima  superficie  e di  cui 
una  generatrice  è tangente  alla  prima  superficie , si  ta- 
gliano fra  loro  secondo  una  curva  gobba  di  quarto  ordine, 
la  quale  ha  un  punto  di  regresso  nel  vertice  del  cono,  il 
che  facilmente  si  deduce  come  conseguenza  dalla  prece- 
dente Osservazione.  Le  caratteristiche  di  questa  curva 
sono  date  dal  § 83,  Oss.  IX»,  c)  (Cfr.  § 85). 

IV)  La  curva  gobba  del  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso 
determina  con  ogni  punto  dello  spazio  una  superficie  ri- 
gata di  secondo  grado.  Il  piano  tangente  comune  a tutte 
quelle  superficie  nel  punto  di  regresso  M*  (Cfr.  Fig.  105) 
le  taglia  in  coppie  di  generatrici  rettilinee,  le  quali  formano 
colle  generatrici  di  contatto  dei  coni  M*  M 8',  e il*  St*  dei 
gruppi  armonici  — ossia  queste  generatrici  sono  i raggi 
doppi  di  quella  involuzione.  — Il  piano  stazionario  sega 
le  dette  superficie  secondo  coniche  che  formano  un  fascio, 
poiché  hanno  un  contatto  quadripunto  comune  nel  punto 
di  contatto  del  piano. 

V)  La  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  secondo  ordine 
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determina  con  ogni  punto  P dello  spazio  una  superfìcie 
di  secondo  ordine,  la  quale  contiene  la  curva  data  — poi- 
ché ogni  piano  della  stella  che  ha  il  centro  in  P taglia  la 

curva  data  in  quattro  punti,  i quali  insieme  al  punto  P 
determinano  una  conica  ; il  luogo  formato  da  queste  co- 
niche è una  superficie  di  secondo  ordine,  perchè  non  solo 
i piani  che  passano  per  P,  ma  anche  qualunque  piano 
dello  spazio  lo  taglia  secondo  una  conica  ; infatti,  questo 
piano  verrà  segato  da  un  piano  qualunque  della  stella  se- 
condo una  retta  che  non  potrà  incontrare  che  in  duo 
punti  la  superfìcie,  e quindi  la  curva  sezione  del  nuovo 
piano,  non  potendo  essere  incontrata  che  in  due  punti  da 
una  retta  qualunque,  sarà  una  conica.  Per  la  curva  d’in- 
tersezione di  due  superfìcie  di  secondo  ordine  passano 
quindi  infinite  superfìcie  di  secondo  ordine,  ed  il  loro  com- 
plesso costituisce  un,  fascio  di  superficie. 

VI)  Una  curva  gobba  del  terzo  ordine  ed  una  retta  che  la  incon- 
tra in  due  punti  determinano  con  ogni  punto  P dello 
spazio  una  superfìcie  di  secondo  ordine,  la  quale  contiene 
entrambe  quelle  linee.  Ogni  piano  condotto  per  P taglia 
infatti  la  curva  del  terzo  ordine  in  tre  punti  e la  retta  in 
uno,  talché  si  può  ripetere  quanto  si  è detto  nella  pre- 
cedente Osservazione.  È necessario  che  la  retta  tagli  la 
cubica  gobba,  altrimenti  il  piano  determinato  dal  punto  P 
e dalla  retta  taglierebbe  la  cubica  in  tre  punti,  i quali 
in  generale  non  sono  in  linea  retta  con  P,  e per  conse- 
guenza una  linea  del  secondo  ordine  non  può  contenere 
la  retta  e questi  quattro  punti.  Due  delle  superficie  di 
questo  fascio  sono  superficie  coniche,  tutte  le  altre,  su- 
perfìcie rigate  di  secondo  grado  (Cfr.  § 81). 

VII)  Per  un  punto  qualunque  P dello  spazio  passano  due  rette , 
lo  quali  tagliano  la  curva  di  intersezione  di  due  superfìcie 
di  secondo  ordine  in  due  punti , e queste  sono  le  due  ge- 
neratrici rettilinee  che  passano  per  P della  superfìcie  di 
secondo  ordine  determinata  dalla  curva  e da  P.  Si  ha 
quindi  h = 2 (Cfr.  § 82,  c;  § 83,  Oss.  IX*).  Ma  si  vede 
che  queste  due  generatrici  possono  essere  anche  imma- 
ginarie, ed  inoltre,  che  non  può  essere  reale  una  sola  di 
esse  ; esse  sono  reali,  se  la  superfìcie  di  secondo  ordine 
che  passa  pel  punto  P e per  la  curva  è una  superfìcie 
rigala  (Cfr.  Fig.  156  e Tav.  III). 

Vili)  I piani  polari  di  P rispetto  a due  superfìcie  di  secondo  ordine 
si  tagliano  secondo  una  retta  p,  la  quale  determina  con  P 
un  piano  che  taglia  la  curva  di  intersezione  delle  due  su- 


Digitized  by  Google 


172 


PARTE  SECONDA. 


perfide  in  quattro  punti,  e questi  formano  un  quadran- 
golo, di  cui  P è un  punto  diagonale  e nel  quale  p è la 
retta  che  congiunge  gli  altri  due  punti  diagonali,  poiché 
p è la  polare  di  P tanto  rispetto  alla  conica  sezione 
del  piano  p P colla  prima  superficie,  quanto  rispetto  alla 
conica  determinata  dalla  seconda  superficie. 

IX)  Segue  da  ciò  che  i piani  polari  di  un  punto  P rispetto  a tutte 

le  superfìcie  di  un  fascio  di  superficie  di  secondo  ordine 
formano  un  fascio  di  piani,  cioè  essi  si  tagliano  secondo 
una  retta  p. 

X)  Le  rette  polari  di  una  retta  P,P,  rispetto  a tutte  le  superfi- 

cie di  secondo  ordine  che  costituiscono  un  fascio,  formano 
uno  dei  sistemi  delle  generatrici  rettilinee  di  un  iperbo- 
loide ad  una  falda  — poiché  esse  sono  le  intersezioni  delle 
coppie  di  piani  corrispondenti  dei  due  fasci  proiettivi  for- 
mati dai  piani  polari  di  P,  e di  P,  e di  cui  gli  assi  sonop,, 
p , (Oss.  IX). 

XI)  I poli  di  un  piano  P,  P,  P3  rispetto  a tutte  le  superficie  di  un 

fascio  di  superficie  di  secondo  ordine  formano  una  curva 
gobba  del  terzo  ordine  — poiché  tali  poli  trovansi  nelle 
teme  di  piani  corrispondenti  dei  tre  fasci  di  piani  pro- 
iettivi, i cui  assi  sono  le  rette  p, , p, , p,  ; ossia  formano 
la  curva  di  intersezione  di  due  iperboloidi  ad  una  falda, 
i quali  hanno  una  generatrice  in  comune,  per  es.  pt,  se 
per  costruirli  si  prendono  i fasci  di  piani  che  hanno  per 
assi  p,,  p,  ; p„p4.  (Cfr.  § 99). 

XII)  Se  dei  punti  della  quaderna  di  poli  armonici  comune  a due 

superficie  di  secondo  ordine  se  ne  conoscono  tre,  il 
quarto  si  trova,  determinandolo  come  polo  rispetto  ad 
entrambe  le  superfìcie  del  piano  di  quei  tre  punti. 

XIII)  Se  dei  punti  della  quaderna  di  poli  armonici  comune  a due 

superficie  di  secondo  ordine  se  ne  conoscono  due,  gli  altri 
si  ottengono,  osservando  che  giacciono  nella  polare  co- 
mune alle  due  superfìcie  della  retta  che  unisce  quei  punti, 
e sono  la  coppia  comune  delle  due  involuzioni  di  poli  ar- 
monici determinate  su  questa  retta  dalle  superficie.  Que- 
sti due  punti  sono  dunque  insieme  reali,  oppure  immagi- 
nàri (§  80). 

XIV)  Se  dei  punti  della  quaderna  di  poli  armonici  comune  a due 

superficie  di  secondo  grado  uno  è conosciuto,  gli  altri  tre 
sono  nel  piano  polare  di  quello  comune  ad  entrambe  le 
superficie  e formano  la  terna  di  poli  armonici  (§  32)  co- 
mune alle  due  coniche,  che  sono  le  intersezioni  di  quel 
piano  polare  colle  due  superficie. 
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XV)  Un  fascio  di  superficie  di  secondo  ordine  è segato  da  un  piano 
secondo  un  fascio  di  curve  di  secondo  ordine,  cioè  se- 
condo un  fascio  di  coniche,  il  quale  ha  per  punti  base  quei 
quattro  punti,  in  generale  distinti,  nei  quali  il  piano  taglia 
la  curva  del  quarto  ordine  base  del  fascio  di  superficie. 

XVI)  Se  il  piano  che  taglia  il  fascio  di  superficie  contiene  una  tan- 
gente alla  curva  di  quarto  ordine,  comune  a tutte  le 
superficie  del  fàscio , il  fascio  di  coniche  che  risulta 
dalla  sezione  di  quel  piano  colle  superficie  sarà  formato 
da  curve  che  si  toccano  in  un  punto  e si  tagliano  in  due 
altri. 

XVII)  Se  il  piano  secante  contiene  due  tangenti  alla  curva  di  quarto 
ordine,  ossia  è uno  dei  piani  tangenti  del  cono  doppia- 
mente proiettante,  il  fascio  di  coniche  sarà  formato  da  cur- 
ve, le  quali  si  toccheranno  1’  un  l’altra  in  due  punti  fissi. 

XVIII)  Se  il  piano  della  sezione  è un  piano  osculatore  della  curva 
di  quarto  ordine,  le  coniche  del  fascio  hanno  tra  loro  un 
contatto  tripunto  nel  punto  corrispondente  della  curva 
gobba  e si  tagliano  in  un  altro  punto  fisso. 

XIX)  I piani  stazionari  della  curva  gobba  di  quarto  ordine  tagliano 
il  fascio  di  superficie  secondo  coniche,  le  quali  hanno  nel 
punto  corrispondente  di  quella  curva  gobba  un  contatto 
quadripunto. 

XX)  Il  piano  tangente  comune  ai  due  coni  di  secondo  grado,  i 
quali  danno  nella  loro  intersezione  (§85)  la  curva  di 
quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso,  taglia  il  corri- 
spondente fascio  di  superficie  di  secondo  ordine  secondo 
un  fascio  di  coniche  formato  da  coppie  di  rette,  le  quali 
passano  pel  punto  di  regresso,  cioè  secondo  una  involu- 
zione di  raggi  (Oss.  IV),  i cui  elementi  doppi  sono  le  cor- 
rispondenti generatrici  dei  coni.  Tutte  le  superficie  di 
questo  fascio  sono  quindi  rigate. 

Esercizi.  1)  Costruire  l’intersezione  di  un  paraboloide  ellittico  con  un  ci- 
lindro di  rotazione,  il  cui  asse  coincide  coll’asse  del  pa- 
raboloide. 

2)  Come  si  modifica  il  Teorema  dell’ Oss.  VI,  se  la  retta  è tan- 

gente alla  linea  del  terzo  ordine? 

3)  Si  spieghi  il  metodo  di  costruzione  degli  assi  di  una  superfi- 

cie di  secondo  ordine,  che  fu  esposto  nel  § 97  come  un 
caso  particolare  della  costruzione  generale  contenuta  nel- 
T Oss.  XIV  (Cfr.  §95,  Oss.  X). 

4)  Si  costruisca  la  quaderna  di  poli  armonici  comune  a due 

superficie  di  secondo  ordine.  Si  fissino  perciò  due  piani 
qualunque — uno  dei  quali  potrebbe  essere  anche  il  piano 
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all’i ufi nito  — e si  costruiscano  le  due  cubiche  gobbe,  luo- 
ghi dei  poli  di  quei  piani  rispetto  al  fascio  di  superficie 
determinato  dalle  due  superficie  date  (Oss.  XI).  Tali  cu- 
biche gobbe  si  segano,  perchè  trovansi  sull’iperboloide 
che  corrisponde  alla  retta  di  intersezione  dei  due  piani 
(Oss.  X),  ed  i punti  di  intersezione  delle  due  cubiche 
sono  i punti  della  quaderna  di  poli  cercata.  Si  può  dimo- 
strare direttamente  con  facilità  che  quelle  due  cubiche 
gobbe  non  possono  avere  in  comune  pili  di  quattro  punti. 
La  cubica  gobba  che  corrisponde  al  piano  all'infinito  è il 
luogo  dei  centri  delle  superficie  del  fascio  — i punti  della 
quaderna  di  poli  comuni  si  devono  trovare  su  questa 
curva  come  vertici  delle  superficie  coniche  di  secondo 
grado  che  passano  per  la  curva  d’ intersezione  delle  due 
superficie  date. 

5)  Se  le  date  superficie  di  secondo  ordine  si  riducono  a curve 
situate  in  un  piano  — supponendo  che  diventi  nulla  la 
lunghezza  del  diametro  coniugato  a questo  piano  — dalla 
precedente  costruzione  si  ottiene  quella  che  serve  alla 
determinazione  della  terna  di  poli  armonici  comuni  a 
due  coniche. 

ti)  Dove  trovasi  la  quaderna  di  poli  armonici  comuni  nei  casi 
particolari,  nei  quali  la  curva  di  intersezione  ha  un  punto 
doppio  (Oss.  11),  oppure  ha  un  punto  di  regresso  (Oss.  111)'.' 
(Cfr.  § 85). 

7)  Si  mostri  come  quel  fascio  di  coniche  ottenuto  nell’ Oss.  XX 
si  possa  avere  tagliando  il  fascio  di  superficie  di  secondo 
ordine,  determinato  dalla  curva  di  quarto  ordine  con  un 
punto  di  regresso,  con  piani,  i quali  contengono  un  ver- 
tice od  entrambi  i vertici  dei  coni  che  possono  generare 
quella  curva  di  quarto  ordine. 

101.  Il  metodo  seguito  nelle  ricerche  contenute  nei  §§  pre- 
cedenti è applicabile  anche  alla  risoluzione  dei  problemi  che  si 
riferiscono  alla  costruzione  della  sviluppabile  circoscritta  a 
due  superficie  di  secondo  grado.  Ma  noi  preferiamo  di  esporre 
il  metodo,  pel  quale  la  soluzione  generale  di  questi  pro- 
blemi si  riconduce  a quella  già  nota  dei  problemi  relativi  alla 
curva  di  intersezione  di  due  superficie.  — Tale  metodo  è 
fondato  sul  principio  di  reciprocità,  che  non  è che  un  caso  par 
ticolare  del  principio  di  dualità  esposto  nel  § 23. 

Rispetto  ad  una  superficie  fissa  di  secondo  ordine  che  di- 
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remo  direttrice  e che  potrebbe  essere  per  es.  una  sfera,  ad  ogni 
punto  dello  spazio  corrisponde  un  piano  polare,  ad  ogni  piano 
dello  spazio  un  polo;  ai  punti  di  un  piano  corrispondono  i piani 
che  passano  per  un  punto,  ec.  (Cfr.  § 9'i).  Ai. punti  successivi 
di  una  curva  piana  corrispondono,  come  piani  polari,  i piani 
tangenti  successivi  di  una  superficie  conica,  il  vertice  della 
quale  è il  polo  del  piano  della  curva,  e viceversa,  ai  piani  tan- 
genti ad  un  cono  corrisponde  la  curva  dei  relativi  poli  nel  piano 
polare  del  vertice  del  cono  ; alle  tangenti  della  curva  piana 
corrispondono  le  generatrici  della  superficie  conica,  e viceversa. 

Ai  successivi  punti  di  una  curva  gobba  corrisponde  la  se- 
rie dei  relativi  piani  polari , i quali  inviluppano  una  sviluppa- 
bile ; alle  successive  tangenti  di  quella  corrispondono  le  ge- 
neratrici di  questa , cioè  alla  retta  che  congiunge  due  punti 
infinitamente  vicini  della  curva  corrisponde  la  retta  d’inter- 
sezione di  due  piani  tangenti  infinitamente  vicini  della  svi- 
luppabile. Ai  successivi  piani  osculatori  della  curva  gobba 
corrispondono  i punti  dello  spigolo  di  regresso  della  svilup- 
pabile, cioè  al  piano  che  passa  per  tre  punti  infinitamente 
vicini  della  curva,  il  punto  d’intersezione  di  tre  piani  tangenti 
della  sviluppabile  infinitamente  vicini. 

Ad  una  superficie  curva  corrisponde  un’altra  superficie 
curva;  i piani  polari  dei  punti  della  prima  sono  i piani  tan- 
genti della  seconda,  i poli  dei  piani  tangenti  alla  prima  sono  i 
punti  della  seconda  ; ad  una  sezione  piana  della  prima  corri- 
sponde il  cono  tangente  della  seconda  che  ha  il  vertice  nel  polo 
del  piano  della  sezione , e viceversa,  ad  un  cono  tangente  alla 
seconda  superficie  corrisponde  la  sezione  della  prima  col 
piano  polare  del  vertice  del  cono.  In  particolare,  ad  una  su- 
perficie di  secondo  ordine  e di  seconda  classe  corrisponde  di 
nuovo  una  superficie  di  seconda  classe  e di  secondo  ordine. 

Se  un  punto  ed  un  piano  sono  respettivamentepoloe  piano 
polare  rispetto  ad  una  superficie  di  secondo  ordine,  a loro  cor- 
rispondono un  piano  ed  un  punto,  i quali  rispetto  alla  corri- 
spondente superficie  di  secondo  grado  sono  piano  polare  e polo 

A due  superficie  di  secondo  grado  F, , F,  corrispondono 
quindi  due  altre  superficie  di  secondo  grado  F,*,  F,*,  però  in 
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modo  che  ai  punti  dell'  una  corrispondono  i piani  tangenti  del- 
l’ altra.  Alla  curva  di  intersezione  delle  prime  due  superficie 
corrisponde  la  sviluppabile  circoscritta  alle  altre  due.  Se  un 
punto  ed  un  piano  sono  polo  e piano  polare  rispetto  ad  en- 
trambe le  prime  superficie,  a loro  corrispondono  un  piano  ed 
un  punto,  i quali  rispetto  ad  entrambe  le  altre  superficie  sono 
piano  polare  e polo  ; quindi  alla  quaderna  di  poli  armonici  co- 
muni alle  prime  superficie  corrisponde  la  quaderna  di  piani 
polari  armonici  comuni  alle  seconde,  e viceversa. 

Segue  da  tutto  ciò  che  l’ ordine  m della  curva  di  interse- 
zione delle  superficie  F è uguale  alla  classe  ri*  della  sviluppa- 
bile comune  circoscritta  alle  due  superficie  F*  , 

m = n*  = h. 

Una  retta  qualunque  incontra  otto  delle  tangenti  alla 
curva  di  intersezione  delle  superficie  F (§  100,  Oss.  I);  quindi 
otto  delle  generatrici  della  sviluppabile  circoscritta  alle  super- 
ficie F*  giacciono  in  un  piano  con  una  retta  qualunque, 

r=  r*  = 8. 

Dodici  dei  piani  osculatori  della  curva  di  intersezione  delle 
superficie  F passano  per  un  punto  (§  83,  Oss.  IX*,  b),  per  cui 
dodici  punti  dello  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  circo- 
scritta  alle  superficie  F*  trovansi  in  un  piano, 
n -=»»**=  12. 

Per  un  punto  passano  due  sole  rette  , le  quali  hanno  in  co- 
mune due  punti  colla  curva  d’intersezione  delle  superficie  F 
(§  83,  Oss.  IX*,  b)\  quindi  in  un  piano  giacciono  due  sole 
rette,  per  le  quali  passano  due  piani  tangenti  della  sviluppa- 
bile comune  alle  superficie  F* 

? = A*  = 38. 

Dai  teoremi  enunciati  nella  colonna  a sinistra  e già  dimo- 
strati dedurremo  quindi  quelli  della  colonna  a destra. 


I punii  delia  curva  comune  alle 
due  superficie  F giacciono  in  coppie 
sulle  generatrici  di  quattro  coni  di 
secondo  grado,  i cui  vertici  sono  i 


I piani  della  sviluppabile  co- 
mune alle  due  superficie  F*  passano 
in  coppie  per  le  tangenti  di  quattro 
curve  di  secondo  grado,  i cui  piani 
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quattro  punti  della  quaderna  di  poli 
armonici  comune  alle  due  superficie. 

Le  tangenti  alla  curva  comune 
alle  superficie  F si  tagliano  due  a due 
nei  punti  di  quattro  curve  piane  di 
quarto  ordine,  i cui  piani  sono  quelli 
determinati  dalla  quaderna  di  poli 
armonici  comuni 

i/  = 4-  2,  a;  = 4 4. 

Ai  punti  di  intersezione  della 
curva  sezione  con  questi  quattro 
piani  appartengono  i sedici  piani 
stazionari,  nei  quali  giacciono  quat- 
tro punti  successivi  della  curva.  La 
curva  non  ha  in  generale  punti  sta- 
zionari 

a = 10,  |3=0. 

Per  la  curva  comune  a due  su- 
perficie di  secondo  grado  passano 
infinite  altre  superficie  di  secondo 
grado  che  formano  un  fascio,  ognuna 
delle  quali  è determinata  da  un  solo 
punto  P fuori  della  curva  base,  per- 
ché sono  determinate  le  intersezioni 
di  questa  superficie  con  ogni  piano 
che  passa  pel  punto  P;  quattro  di 
quelle  superficie  sono  coni,  due  di 
questi  determinano  la  curva  (§  80). 


sono  i quattro  piani  della  quaderna 
di  piani  polari  armonici  comune  alle 
due  superficie. 

Le  generatrici  della  sviluppabile 
comune  alle  superficie  F*  giacciono 
due  a due  nei  piani  tangenti  di  quat- 
tro coni  di  quarta  classe,  i cui  vertici 
sono  i punti  determinati  dalla  qua- 
derna di  piani  polari  armonici  comuni 

35*  = 4 • 2 , ;/*  = 4 • 4. 

Ai  piani  della  sviluppabile  co- 
mune che  passano  per  questi  punti 
appartengono  i sedici  punti  stazio- 
nari, pei  quali  passano  quattro  piani 
successivi  della  sviluppabile.  La  svi- 
luppabile in  generale  non  ha  piani 
stazionari 

j3*«=1G,  a*  = 0. 

La  sviluppabile  comune  a due 
superficie  di  secondo  grado  inviluppa 
infinite  altre  superficie  di  secondo 
grado  che  formano  una  serie,  ognuna 
di  quelle  superficie  è determinata  da 
un  suo  piano  tangente  P fuori  della 
sviluppabile,  perchè  sono  determi- 
nati i coni  tangenti  alla  superficie  che 
hanno  il  vertice  in  un  punto  del  piano 
P;  quattro  di  quelle  superficie  sono 
delle  coniche,  due  di  esse  determi- 
nano la  sviluppabile  (§84,  Es.  13; 
§85,  Oss.  II). 


Per  la  costruzione  di  questa  linea  d’ intersezione  e di  que- 
sta sviluppabile  comune  si  ha  in  particolare  ciò  che  segue  : 

Se  supponiamo  che  sia  nota  la  quaderna  armonica  comune 
alle  due  superficie  (§  100,  Es.  4),  e che  Mlt  M„  M„  Mk  siano  i 
punti , ed  M, , M,,  M3,  M,  i piani  respettivamente  opposti  della 
quaderna, 

allora  ogni  coppia  di  piani  die  passa  allora  ogni  coppia  di  punti  posti  per 
per  es.  per  Io  spigolo  M,  Af,  ed  è es.  sullo  spigolo  M,  M,  e che  è co- 
coniugata armonicamente  coi  piani  niugata  armonicamente  coi  vertici 
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Mj,  M,,  die  passano  per  lo  stesso 
spigolo,  taglia  la  superfìcie  secondo 
coniche,  le  quali  forniscono  colle 
loro  reciproche  intersezioni  otto  pun- 
ti della  curva  comune  alle  due  su- 
perficie. Con  tali  punti  si  possono  for- 
mare quattro  coppie  in  modo  che 
le  rette,  che  passano  pei  punti  di  una 
coppia,  contengano  anche  uno  dei  poli 
armonici;  le  tangenti  alla  curva  di 
intersezione  in  questi  otto  punti  si 
incontrano  a coppie  nei  piani  della 
quaderna. 

Le  otto  tangenti  nei  punti  di  un 
gruppo (Cfr.  §86,  Es.  10,  il  determi- 
nano in  ogni  piano  colle  loro  inter- 
sezioni otto  punti  di  una  conica  e con 
ogni  punto  dello  spazio  otto  piani  tan- 
genti di  un  cono  di  secondo  grado; 
quelle  tangenti  sono  quindi  genera- 
trici di  un  iperboloide  ad  una  falda, 
sul  quale  trovasi  descritta  la  curva 
(§  92,  Oss.  I). 


M3,  il/,,  che  trovansi  sullo  stesso 
spigolo,  determina  dei  coni  tangenti 
alla  superficie,  i quali  forniscono  coi 
loro  piani  tangenti  comuni  otto  piani 
della  sviluppabile  comune  alle  due 
superficie.  Con  tali  piani  si  possono 
formare  quattro  coppie  in  modo  che 
le  rette,  nelle  quali  si  tagliano  i piani 
di  una  coppia,  si  trovino  nei  quattro 
piani  della  quaderna  ; le  generatrici 
della  sviluppabile  in  quegli  otto  piani 
giacciono  a coppie  sopra  piani  che 
passano  pei  punti  della  quaderna. 

Le  otto  generatrici  nei  piani  di 
un  gruppo  determinano  con  ogni 
punto  otto  piani  tangenti  di  una  su- 
perficie conica  di  secondo  grado  e 
con  ogni  piano  dello  spazio  otto  punti 
di  una  conica;  quelle  generatrici  sono 
quindi  otto  generatrici  di  un  iperbo- 
loide ad  una  falda,  al  quale  è circo- 
scritta  la  sviluppabile. 


Osservai.  I)  Una  applicazione  del  problema  della  costruzione  della  svi- 
luppabile circoscritta  a due  superficie  si  ha  nella  teoria 
delle  ombre;  infatti,  se  una  delle  superficie  si  considera 
come  luminosa,  la  linea  di  contatto  della  seconda  superficie 
colla  sviluppabile  — in  generale  composta  di  due  parti  — 
è il  contorno  su  quella  superficie  dell'ombra  e quello  della 
penombra,  mentre  la  sviluppabile  al  di  là  del  corpo  illu- 
minato determina  due  regioni  che  sono  l’ima  nell’ ombra, 
l’altra  nella  penombra,  portate  dalla  seconda  superficie. 

II)  La  congiungente  e dei  poli  di  un  piano  E rispetto  a duo  date 
superficie  di  secondo  ordine  incontra  il  piano  E in  un 
punto,  pel  quale  passano  quattro  piani  tangenti  alla  svi- 
luppabile comune  alle  due  superficie  e questi  si  interse- 
cano due  a due  secondo  rette  che  si  trovano  sul  piano  E. 

Ili)  La  sviluppabile  della  curva  gobba  di  quarto  ordine  con  un 
punto  di  regresso  è la  sviluppabile  comune  circoscritta  ad 
infinite  superficie  di  secondo  grado,  le  quali  hanno  colla 
sviluppabile  un  contatto  stazionario  nel  punto  della  curva 
che  corrisponde  al  piano  stazionario  - analogamente  la 
curva  stessa  è la  curva  d’ intersezione  di  infinite  superfi- 
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eie  di  secondo  grado,  le  quali  hanno  un  contatto  stazio- 
nario nel  punto  stazionario. 

IV)  Me  per  una  sviluppabile  di  quarta  classe  una  delle  curve  no- 
dali è una  data  conica  A',  e l'altra  A',  è un  cerchio  nel  piani, 
all’  infinito  col  centro  nel  punto  all’  infinito  della  normale 
al  piano  di  A', , le  generatrici  ed  i piani  tangenti  della  svi- 
luppabile sono  egualmente  inclinati  rispetto  alla  normale 
al  piano  della  conica  A',.  Se  il  piano  di  quest’ ultima  A 
orizzontale,  quella  sviluppabile  si  può  considerare  come 
una  sviluppabile  d’egual  pendenza  per  una  sezione  co- 
nica orizzontale,  come  l’ elicoide  sviluppabile  è la  super- 
ficie di  egual  pendenza  per  una  sviluppante  di  cerchio 
orizzontale.  Si  dimostra  facilmente  che  le  altre  due  coni- 
che doppie  della  sviluppabile  giacciono  in  quei  piani  che 
sono  normali  al  piano  di  A',  o passano  per  gli  assi  della 
conica  stessa. 

V)  Se  la  sviluppabile  comune  a più  superficie  del  secondo  ordine 
ha  una  conica  doppia  all’infinito,  quelle  superficie  hanno 
il  medesimo  centro,  poiché  uno  dei  piani  della  quaderna 
di  piani  armonici  comuni  è il  piano  all’infinito. 

VI)  Se  il  cerchio  immaginario  all'infinito  è una  delle  curve  no- 
dali della  sviluppabile,  tutte  le  superficie  di  secondo  or- 
dine inscritte  nella  sviluppabile  sono  concentriche  ed 
hanno  gli  stessi  piani  principali;  i quali  costituiscono  gli 
altri  tre  piani  della  quaderna;  le  curve  nodali  giacciono 
in  questi,  e due  di  esse  sono  reali. 

Ora  (Teorema  correlativo  a quello  dell’  Oss.  IX,  § 100)  i poli  di 
un  piano  rispetto  a tutte  le  superficie  di  secondo  ordine 
inscritte  in  una  sviluppabile  formano  una  punteggiata,  e 
siccome  (§  95,  Oss.  X)  una  retta  ed  un  piano,  o due  rette 
sono  coniugate  rispetto  al  cerchio  immaginano  all' infi- 
nito quando  sono  tra  loro  normali,  cosi  i poli  di  un  piano 
rispetto  alle  superficie  della  serie  si  trovano  in  una  retta 
normale  al  piano. 

Segue  da  ciò  che  le  sezioni  principali  di  tutte  queste  su- 
perficie hanno  gli  stessi  fuochi  (Cfr.  § 35);  tali  superfi- 
cie diconsi  perciò  superficie  di  secondo  grado  omofocali 
e le  coniche  doppie  si  dicono  curve  focali.  La  Fig.  18t! 
mostra  le  curve  focali  P,,  F2  dell’ellissoide,  i cui  assi, 
disposti  per  ordine  di  grandezza,  sono  AB,  CD,  EF.  I 
fuochi  della  sezione  principale  ABCD  sono  (?,,  H,  ; 
G„  H,  sono  quelli  della  sezione  ABEF  e (?,,  /A,  quelli 
di  CD  EF;  1’  ellisse  focale  P,  nel  piano  ABCD  passa  per 
O,,  Ht,  G3  ed  7f3 ; G,,  II,  ne  sono  i fuochi;  l’iperbole 
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focale  F,  nel  piano  ABEF  passa  per  Gx,  Hl  ed  ha  per 
fuochi  Gt,  Ht ; essa  attraversa  la  superficie  nelle  coppie 
di  punti  circolari  A', , K, . Le  sezioni  diametrali  circolari 
corrispondenti  sono  A’,*,  Kt *. 

Fig.  182. 


VII)  Per  ogni  punto  dello  spazio  passano  tre  superficie  della  serie 
di  superficie  omofocali , le  quali  sono  tra  loro  ortogo- 
nali ; i piani  tangenti  a queste  superficie  in  quel  punto 
che  è comune  a tutte  e tre  sono  i tre  piani  tra  loro  per- 
pendicolari, i quali  sono  in  pari  tempo  tra  loro  coniugati 
rispetto  alle  date  superficie  di  secondo  ordine  od  alle  date 
curve  nodali  della  sviluppabile. 

Vili)  Le  curve  focali  formano  il  luogo  dei  vertici  di  quei  coni 
circolari,  che  si  possono  circoscrivere  alle  superficie  della 
serie  ; tali  curve  intersecano  quindi  normalmente  le  super- 
ficie nei  loro  ombilichi , nei  quali  il  cono  di  rotazione  si 
riduce  al  piano  tangente,  e ciascuna  passa  pei  fuochi  del- 
l’altra (Cfr.  §70,  Es.  7). 

IX)  11  centro  di  collineazione  tra  una  sfera  ed  una  superficie  di 
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secondo  ordine  trovasi  in  una  curva  focale  di  quest’ ul- 
tima. La  tangente  alla  curva  focale  in  quel  punto  è il 
raggio  di  collineazione  che  passa  pel  centro  della  sfera 
(Cfr.  § 98);  nelle  figure  di  questa  collineazione  (Fig.  176, 
177)  una  delle  curve  focali  è quindi  determinata  da  cin- 
que punti  e dalle  relative  tangenti. 

X)  La  curva  di  intersezione  di  due  superficie  di  secondo  ordine 
omofocali  è una  curva  gobba  di  quarto  ordine , la  quale 
ha  la  proprietà  che  tanto  le  normali  all' una  superfi- 
cie nei  successivi  punti  della  curva,  quanto  le  normali 
all’  altra  si  tagliano  fra  loro,  perchè  due  normali  succes- 
sive all’  una  superficie  giacciono  in  un  piano  tangente  al- 
l’altra; questa  curva  dicesi  linea  di  curvatura  delle  due 
superfìcie  (§  78,  Oss.  IH  e IV). 

XI)  Per  ogni  punto  di  una  superficie  di  secondo  ordine  passano 

due  linee  di  curvatura,  e queste  sono  tra  loro  perpendi- 
colari (Oss.  VI). 

XII)  Le  proiezioni  ortogonali  delle  linee  di  curvatura  di  una  su- 

perfìcie di  secondo  ordine  sopra  i suoi  piani  principali 
sono  coniche , gli  assi  delle  quali  coincidono  con  quelli 
di  queste  sezioni  principali,  ec.  (§  100). 

Esercizi.  1)  I contorni  della  penombra  e dell’ ombra  di  una  superficie  di 
secondo  grado , illuminata  da  un’altra  superficie  di  se- 
condo grado,  sono  curve  gobbe  del  quarto  ordine. 

2)  Eseguire  la  costruzione  della  sviluppabile  circoscritta  a due 

coniche,  od  in  generale  a due  curve  piane;  problema 
. correlativo  a quello  della  costruzione  della  curva  di  inter- 

sezione di  due  coni. 

3)  Discutere  in  quali  condizioni  si  presentano  dei  piani  doppi  ed 

in  particolare  dei  piani  stazionarli  nella  costruzione  della 
sviluppabile  ottenuta  nell’  Esercizio  precedente  (Cfr.  § 85; 
§ 104,  Oss.  III). 

4)  Mostrare,  fondandosi  sulla  eseguita  costruzione,  che  nei  piani 

delle  coniche  doppie  della  sviluppabile  giacciono  quattro 
generatrici  della  stessa,  e che  pei  vertici  dei  coni  di  se- 
condo grado  doppiamente  proiettanti  la  curva  d'interse- 
zione passano  quattro  tangenti  della  stessa.  Ciò  concorda 
da  una  parte  con  r*  = 8 e dall’  altra  con  r — 8. 

5)  Un  piano  qualunque  E dello  spazio  contiene  due  rette,  per 

le  quali  passano  due  piani  osculatori  della  sviluppabile 
comune  a due  superficie  di  secondo  ordine  (Oss.  II).  Di- 
mostrare che  sono  le  due  generatrici  situale  nel  piano  E 
di  quella  superficie  di  secondo  ordine  tangente  a)  piano 
E e circoscritta  dalla  sviluppabile.  Queste  rette  possono 
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essere  anche  immaginarie,  poiché  la  superficie  del  secondo 
ordine  anzidetta  può  essere  non  rigata. 

6)  A quali  condizioni  bisogna  sottoporre  una  delle  superficie  di 

secondo  grado  inscritte  in  una  tale  sviluppabile,  affinchè 
divenga  una  superficie  rigata?  (Cfr.  § Ì00,  Oss.  VII). 

7)  Sviluppare  il  metodo  di  generazione  delle  superficie  di  se- 

condo grado  reciproco  a quello  contenuto  nel  §98,  Es.  8. 

8)  Si  enuncino  i teoremi  e le  costruzioni  correlativi  secondo  il 

principio  di  reciprocità  a quelli  contenuti  nelle  Oss.  IX- 
XIV  ed  Es.  3,  4 del  § 100. 

9)  Eseguire  la  costruzione  della  sviluppabile  circoscritta  a due 

coniche  A', , Kt  poste  nei  piani  M, , M} , e determinare  i 
piani  delle  altre  due  coniche  doppie  di  questa  svilup- 
. pabile. 

10)  Caratterizzare  la  sviluppabile  circoscritta  a due  superfìcie  di 

secondo  grado  pel  caso  che  queste  si  tocchino  in  un  punto, 
e mostrare  come  essa  possa  essere  generata  in  doppio 
modo  col  mezzo  di  due  coniche  (Cfr.  § 100,  Oss.  II  ; § 85 
e § 81). 

11)  Quando  è che  la  sviluppabile  circoscritta  a due  superficie  di 

secondo  grado  possiede  un  piano  stazionario,  ed  in  qual 
modo  può  essere  generata  una  tale  superficie  come  su- 
perficie limite  della  penombra  e dell’  ombra  formate  da 
una  conica  luminosa  con  un’  altra  conica?  (Cfr.  § 85). 

12)  Si  determini  la  posizione  dei  piani  delle  due  coniche  per  la 

sviluppabile  d’ eguale  pendenza  rispetto  ad  una  sezione 
conica  situata  in  un  piano  obliquo  (Oss.  III).  Il  centro  del 
cerchio  all’  infinito  sia  la  direzione  della  verticale. 

13)  Lo  generatrici  della  sviluppabile  vengono  divise  nello  stesso 

rapporto  dalle  tre  coniche  doppie  della  superficie  situate 
a distanza  finita. 

14)  Si  mostri  che  per  la  conica  doppia  À', — supposta  un’iper- 

bole — la  sviluppabile  d’  uniforme  pendenza  ha  quattro 
generatrici  reali  nel  piano  all’  infinito. 

15)  Enunciare  i teoremi  e i problemi  correlativi  a quelli  delle 

Oss.  XV-XX  del  precedente  §. 

102.  Le  superficie  di  secondo  grado  mostrano  un  esempio 
semplice  e completo  del  doppio  modo,  col  quale  una  super- 
ficie curva  può  essere  generata  come  luogo  di  punti  od 
anche  come  luogo  di  curve  descritte  sulla  stessa,  e come 
inviluppo  di  piani,  ossia  possiamo  anche  dire  di  sviluppa- 
bili circoscritte.  Esse  dimostrano  inoltre  che  questo  doppio 
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modo  di  considerare  le  superficie  curve  come  una  doppia  infi- 
nità di  punti , e come  l’inviluppo  di  una  doppia  infinità  di  piani 
— mentre  le  curve  e le  superficie  sviluppabili  si  considerano 
resp.  come  generate  da  una  semplice  infinità  di  punti  e di 
piani  — vale  per  tutte  le  superficie,  e ciò  fornisce  per  queste  un 
teorema  importante  per  la  Geometria  descrittiva. 

Se  P è un  punto  di  una  superficie  curva  F ed  indichiamo 
con  P il  corrispondente  piano  tangente,  si  potrà  sempre  far 
passare  per  P una  superficie  del  secondo  grado  F,  tale  che  ab- 
bia per  piano  tangente  in  P il  piano  P;  basta  infatti  per  ciò 
che  la  superficie  F,  oltre  al  punto  P contenga  due  punti  qua- 
lunque Px , Pt  del  piano  P infinitamente  vicini  a P.  La  curva 
di  intersezione  delle  due  superficie  F ed  F,  ha  allora  in  P un 
punto  doppio  (§  100,  Oss.  II).  I piani  che  passano  per  le  tan- 
genti ai  due  rami  della  curva  sezione  che  si  incontrano  in  P 
hanno  riunite  in  questo  punto  tre  delle  intersezioni  colla  curva, 
ossia  tagliano  le  due  superficie  F ed  F,  secondo  linee  che 
hanno  in  P un  contatto  tripunto,  che  cioè  si  osculano  in  P ; 
ma  se  nel  piano  P oltre  a queste  due  rette  ve  ne  fosse  una 
terza  che  passasse  per  P e tale  che  ogni  piano  condotto  per 
essa  tagliasse  le  due  superficie  secondo  curve  osculatrici  in  P , 
questo  punto  dovrebbe  essere  un  punto  triplo  della  curva  se- 
zione , e quindi  1*  anzidetta  proprietà  apparterrebbe  a tutte 
quante  le  rette  che  passano  per  P e sono  situate  nel  piano  P. 
Se  dunque  le  due  superficie  sono  tali  che  le  sezioni  in  esse 
prodotte  dai  piani  di  tre  fasci,  i cui  assi  sono  nel  piano  P e 
passano  per  P,  si  osculano  in  questo  punto,  tutte  le  sezioni 
prodotte  nelle  due  superficie  da  piani  che  passano  per  P si 
osculano  in  questo  punto.  Ciò  posto,  per  P conduciamo  tre 
piani  P,,  P,,  P3,  prendiamo  sopra  ciascuna  delle  sezioni  pro- 
dotte da  questi  piani  e dalla  superficie  F due  punti  infinita- 
mente vicini  a P ed  indichiamoli  con  Pt , Pt*  ; P, * ; Ps , P f 

respetti vamente,  potremo  sempre  far  passare  la  superficie  Ft 
per  tutti  questi  punti , e siccome  le  sezioni  fatte  coi  piani  P, , 
P„  Pj  nelle  due  superficie  F ed  F2  sono  fra  loro  osculatrici 
in  P,  così  tutte  le  sezioni  piane  della  superficie  F,  che  pas- 
sano per  P in  questo  punto  sono  osculatrici  alle  corrispondenti 
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sezioni  della  superficie  F.  La  superficie  Fs  si  dice  allora  oscu- 
latrice alla  superficie  F nel  punto  P,  e si  vede  che  per  ogni 
punto  di  una  superficie  curva  possono  essere  determinate  in- 
finite superficie  di  secondo  grado  osculatrici  ad  essa. 

Ma  le  due  superficie  F,  F,  hanno  a comune  il  piano  tan- 
gente non  soltanto  in  P , ma  anche  nei  punti  a quello  infini- 
tamente vicini  Pt,  Pt — e le  relazioni  che  passano  fra  i piani 
tangenti  e le  tangenti  alla  superficie  F,  in  P e nei  punti  in- 
finitamente vicini  ad  esso  coincidono  completamente  colle 
relazioni  che  esistono  fra  i piani  tangenti  e le  tangenti  alla 
superficie  F nei  punti  corrispondenti.  Quindi  le  rette  oscu- 
latrici alla  superficie  F nel  punto  P hanno  in  comune  tre 
punti  anche  coll’ anzidetta  superficie  F,,  cioè  esse  sono  le  sue 
generatrici  che  passano  pel  punto  P;  le  tangenti  alla  su- 
perficie F,  nel  punto  P sono  a due  a due  coniugate  (§  94, 
Oss.  X)  per  modo  che  il  piano  tangente  alla  superficie  nel 
punto  infinitamente  vicino  a P di  una  tangente  passa  per  l’ al- 
tra, cosi  anche  le  tangenti  della  superficie  curva  F sono  fra 
loro  coniugate;  queste  coppie  di  tangenti  formano  una  invo- 
luzione , la  quale  ha  per  raggi  doppi  le  rette  osculatrici 
di  F,  ossia  le  generatrici  della  superficie  di  secondo  grado 
F,  che  passano  per  P. 

Se  si  immagina  un  piano  P*  infinitamente  vicino  e paral- 
lelo al  piano  tangente  P,  il  quale  tagli  le  due  superficie  F ed 
F,,  questo  piano  conterrà  i punti  P,  e P*  infinitamente  vicini 
al  piano  tangente  P,  e poiché  tali  punti  sono  comuni  alla  su- 
perficie F ed  alla  superficie  osculatrice  F,,  cosi  quel  piano 
P*  taglia  la  superficie  data  e la  superficie  di  secondo  ordine 
in  una  conica;  cioè:  un  piano  infinitamente  vicino  e pa- 
rallelo ad  un  piano  tangente  ad  una  superficie  curva  taglia 
la  superficie  secondo  una  curva,  che  si  può  considerare  in 
quella  parte  che  è infinitamente  vicina  al  punto  di  contatto 
del  piano  tangente,  come  una  conica  K infinitamente  piccola. 
Se  M è il  centro  delia  superficie  Ft,  il  centro  di  questa  conica 
infinitesima  giace  nell’intersezione  del  diametro  MP,  coniugato 
al  piano  P,  col  piano  della  sezione;  e poiché  tutte  le  sezioni 
parallele  di  F,  sono  tra  loro  simili  e similmente  poste,  cosi  i 
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diametri  coniugati  di  K formano  una  involuzione,  la  quale  è 
uguale  all’involuzione  delle  tangenti  coniugate  nel  punto  P 
delle  superficie  F,  ed  F,  ed  i cui  raggi  doppi  sono  paralleli  a 
quelli  dell'involuzione  in  P. 

La  conica  K è quindi  un’ ellisse  od  un’iperbole  a seconda 
che  P è un  punto  ellittico  od  un  punto  iperbolico;  gli  assintoti 
della  curva  determinano  allora  le  rette  osculatrici  in  P.  Final- 
mente K sarà  una  parabola,  se  P sarà  un  punto  parabolico  della 
superficie  e la  direzione  dell’  asse  darà  allora  la  retta  oscula- 
trice in  P.  Per  tutte  queste  proprietà  la  conica  infinitamente 
piccola  K dicesi  l' indicatrice  della  superficie  F nel  punto  P. 

Osservai.  1)  Se  il  punto  P è un  punto  parabolico  della  superficie  F , os- 
sia se  le  sue  rette  osculatrici  coincidono , la  superficie  F, 
osculatrice  nel  punto  P avendo  un  punto  parabolico  è 
necessariamente  un  cono  di  secondo  grado  (§  89,  Oss.). 
Se  Pi  è il  punto  il  più  prossimo  a P della  retta  oscula- 
trice, eh’  è al  tempo  stesso  generatrice  del  cono,  il  piano 
tangente  in  P tocca  il  cono  e quindi  la  superficie  F an- 
che in  Pi,  cioè  il  piano  tangente  ad  una  superficie  curva 
in  un  punto  parabolico  tocca  la  superficie  stessa  in  due 
punti  successivi,  e perciò  dicesi  piano  tangente  staziona- 
rio della  superficie. 

II)  Se  P è un  punto  parabolico  della  superficie  F,  i piani  tan- 
genti alla  superficie  nei  punti  infinitamente  vicini  a P, 
da  una  parte  qualsiasi,  passano  per  la  tangente  oscula- 
trice in  P e formano  per  conseguenza  un  fascio. 

Ili)  Se  P è un  ombilico  della  superficie  osculatrice  F,,  l’ indica- 
trice di  quel  punto  è un  cerchio , si  dice  allora  che  esso 
è un  ombilico  anche  della  superficie  F ; tra  le  superficie 
osculatrici  di  secondo  grado  in  quel  punto  si  ha  allora 
anche  una  sfera. 

IV)  Se  le  due  superficie  curve  F , F*  si  toccano  in  un  punto  P, 
cioè  hanno  in  questo  punto  Io  stesso  piano  tangente  P, 
in  generale  esse  hanno  in  quel  punto  una  coppia  comune 
di  tangenti  coniugate  (§  31 , Es.  11). 

V)  Se  da  un  punto  M dello  spazio  si  tirano  due  tangenti  ad  una 
superficie  F,  le  quali  formino  tra  loro  un  angolo  piccolis- 
simo, e tali  che  tocchino  la  superficie  resp.  nei  punti  P,  P,, 
cosicché  PP,  sia  un  elemento  di  curva  sulla  superficie  F, 
PP,,  P.Vf  saranno  una  coppia  di  tangenti  coniugate  in  P, 
per  la  superficie  F,  osculatrice  alla  F , poiché  PP,  è nel 

FlBDi.KR-  — Geometria  descrittiva.  2.'» 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECONDA. 


;i8f> 


piano  polare  di  AI,  quindi  anche  per  la  superfìcie  P sa- 
ranno una  coppia  di  tangenti  coniugate;  tali  tangenti  for- 
mano quindi  colle  rette  osculatrici  della  superficie  F in  P 
un  gruppo  armonico. 

VI)  Segue  da  ciò  che,  se  si  ha  una  superficie  sviluppabile  D 
circoscritta  ad  una  superficie  F lungo  una  curva  C,  la 
tangente  t di  C in  nn  punto  P,  la  generatrice  c di  D che 
passa  per  quel  punto  e le  rette  osculatrici  di  F in  P sono 
due  coppie  di  un  gruppo  armonico. 

MI)  Se  la  superficie  curva  è circoscritta  da  un  cono  tangente  col 
vertice  in  M , in  ogni  punto  P della  curva  di  contatto  la 
tangente  alla  curva  è coniugata  armonicamente  alla  ge- 
neratrice del  cono  che  passa  per  quel  punto,  rispetto  alla 
coppia  di  rette  osculatrici  della  superficie,  ossia  esse 
formano  una  involuzione  con  due  coppie  qualunque  di 
diametri  coniugati  dell’  indicatrice  della  superficie  in  P. 

Vili)  Il  cono  delle  tangenti  condotte  da  M ad  una  superficie  F è 
inviluppato  dai  piani  tangenti  della  superficie  che  pas- 
sano per  il/.  La  classe  del  cono  tangente  ò la  classe  della 
superficie  F. 

IX)  Tra  le  superfìcie  di  secondo  grado  osculatrici  in  P ad  una 
superficie  data  ve  ne  è un  numero  infinito  che  hanno  un 
vertice  in  P. 

103.  Poiché,  come  si  è veduto  precedentemente,  ogni  su- 
perficie può  essere  generata  da  curve  quando  si  considera  come 
luogo  di  punti  o da  superficie  sviluppabili  quando  si  consi- 
dera come  inviluppo,  nasce  spontanea  la  domanda:  Quali  sono 
le  curve  della  superficie,  le  cui  sviluppabili  osculatrici  sono 
tangenti  alla  superficie  stessa! 

La  risposta  generale  a questa  domanda  è la  seguente:  Que- 
ste sono  quelle  curve  gobbe  tracciate  sulla  superficie,  i cui  piani 
osculatori  sono  tangenti  alla  superficie  stessa.  Ora  dalla  Oss.  V 
del  § precedente  segue  che,  affinché  una  sviluppabile  D circo- 
scritta  alla  superficie  F abbia  per  spigolo  di  regresso  la  linea 
di  contatto,  è necessario  e sufficiente  che  le  generatrici  della 
sviluppabile  siano  pel  punto  di  contatto  rette  osculatrici  della 
superficie,  poiché  debbono  contenere  le  tangenti  che  loro  sono 
coniugate.  Se  quindi  sulla  superficie  si  immagina  una  curva, 
la  quale  sia  toccata  in  ogni  suo  punto  da  una  delle  rette  oscu- 
latrici corrispondenti  a quel  punto,  i piani  osculatori  di  una 
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tale  curva  godono  la  proprietà  cercata,  di  toccare  cioè  la  su- 
perfìcie. 

Se  da  un  punto  qualunque  della  superfìcie  preso  come 
origine  si  immagina  un  elemento  infinitamente  piccolo  nella 
direzione  di  una  delle  rette  osculatrici  e quindi  all’estremo  di 
questo  il  successivo  elemento  nella  direzione  della  retta  oscu- 
latrice successiva,  ec.,  e cosi  di  seguito,  si  ottiene  una  curva 
che  dicesi  curva  delle  l’ette  osculatrici,  od  anche  curva  assinlo- 
lica  della  superficie  — quest’  ultima  denominazione  le  è data, 
perchè  nei  punti  in  cui  le  rette  osculatrici  sono  reali,  cioè  nei 
punti  iperbolici,  gli  elementi  di  quella  curva  sono  tangenti  ad 
uno  degli  assintoti  della  corrispondente  indicatrice  della  su- 
perfìcie. 

a)  Si  vede  che  per  ogni  punto  della  superficie  passano  in 
generale  due  di  tali  curve,  che  cioè  sulla  superficie  possono 
essere  tracciate  due  serie  di  tali  curve;  ciascuna  di  queste 
serie  di  curve  genera  la  superficie  o come  luogo  di  punti  o co- 
me inviluppo  delle  sviluppabili  osculatrici  alle  curve  stesse. 
Si  vede  anche  che  queste  curve  non  sono  reali  e distinte  che 
per  i punti  iperbolici  della  superficie  curva,  e che  pei  punti 
parabolici  le  due  curve  si  riuniscono  in  una  sola.  Tra  le  su- 
perficie di  secondo  grado  soltanto  quelle  rigate  hanno  le  loro 
curve  assintotiche  reali , e queste  sono  le  generatrici  rettilinee 
della  superficie;  le  superficie  coniche  hanno  un’unica  serie  di 
curve  assintotiche. 

b)  Nello 'studio  delle  superficie  sviluppabili  (§  72,  nota 
alla  pag.  229)  si  è osservato  non  solo  per  tali  superficie,  ma 
anche  in  generale,  che  la  linea  geodetica  tra  due  punti  qua- 
lunque della  superficie  è caratterizzata  dall’  avere  il  piano 
osculatore  in  ogni  suo  punto  normale  alla  superficie,  ossia  tale 
che  passa  per  la  relativa  normale  alla  superficie. 

c ) Finalmente  si  ottiene  dal  Teorema  del  precedente  §, 
che  partendo  da  un  punto  P e muovendosi  nelle  direzioni  degli 
assi  dell’ indicatrice  di  P,  e soltanto  per  queste  direzioni,  ha 
luogo  la  proprietà,  che  le  normali  alla  superficie  in  punti  infi- 
nitamente vicini  a P incontrano  la  normale  in  P,  ossia  giac- 
ciono in  un  piano  con  questa. 
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Infatti,  se  nei  punti  dell’  indicatrice  si  immaginano  le  nor- 
mali alla  superficie,  queste  si  proiettano  nel  piano  dell’ indica- 
trice stessa,  secondo  delle  normali  alla  curva;  quindi  non  vi 
sono  che  le  normali  alla  superficie  nei  vertici  di  uno  stesso 
asse  dell’ indicatrice  che  si  incontrino,  perchè  i loro  piani  pro- 
iettanti coincidono  in  un  piano  che  passa  pel  centro  dell’  indi- 
catrice. 

Se  quindi  partendo  dal  punto  qualunque  P della  superficie 
si  immagina  un  elemento  lineare  sulla  stessa  nella  direzione  di 
uno  degli  assi  dell*  indicatrice,  ed  all’estremo  di  questo  elemento 
si  immagina  un  elemento  successivo  nella  direzione  di  uno  degli 
assi  dell’ indicatrice  corrispondente  a questo  nuovo  punto,  ec., 
si  ottiene  una  curva  situata  sulla  superficie,  la  quale  gode  della 
proprietà  che  le  normali  alla  superficie  nei  punti  successivi 
della  curva  stessa  formano  una  sviluppabile. 

Si  vede  quindi  che  in  ogni  superfìcie  esistono  due  serie 
reali  di  tali  curve,  le  quali  dappertutto  si  segano  ad  angolo  retto. 
Tali  curve  diconsi  linee  di  curvatura  della  superficie.  Le  direzioni 
delle  due  linee  di  curvatura  in  un  punto  della  superficie  bi- 
secano gli  angoli  formati  dalle  direzioni  delle  due  curve  assin- 
totiche  della  superficie  in  quel  punto. 

d)  Se  noi  immaginiamo  le  normali  ad  una  superficie  nei 
punti  che  sono  infinitamente  vicini  a P , queste  normali  hanno 
delle  particolari  proprietà. 

Costruiamo  una  superficie  di  secondo  grado  osculatrice 
alla  superficie  data  nel  punto  P e supponiamd  che  in  questo 
punto  la  superficie  di  secondo  grado  abbia  un  vertice  (§  102, 
Oss.  IX),  allora  l’ indicatrice  nel  punto  P sarà  simile  e simil- 
mente posta  alla  sezione  principale  della  superficie  di  secondo 
grado,  il  cui  piano  è perpendicolare  all’asse  che  passa  per  P ; 
gli  assi  dell’  indicatrice  sono  le  rette  d’ intersezione  del  di  lei 
piano  cogli  altri  due  piani  principali  della  superficie.  I punti 
della  superficie  infinitamente  vicini  a P e che  trovansi  sull’uno 
o sull’altro  dei  due  piani  principali  che  passano  per  la  nor- 
male in  P si  proiettano  nel  punto  P stesso  sopra  l’altro  piano 
principale,  e le  normali  alla  superficie  nei  punti  infinitamente 
vicini  a P si  proiettano  in  rette  che  passano  pei  centri  di  cur- 
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vatura  À',,  Kt  delle  due  sezioni  principali  pel  punto  P;  dunque 
le  normali  alla  superficie  nei  punti  infinitamente  vicini  a P in- 
contrano le  rette  che  passano  per  A',,  A',,  e che  sono  perpendi- 
colari ai  piani  principali  delle  superficie  di  secondo  ordine  che 
hanno  un  vertice  in  P e sono  osculatrici  in  P alla  superficie  data. 

Se  indichiamo  con  N, , N,  le  sezioni  normali  principali  della 
superficie  nel  punto  P , cioè  le  sezioni  fatte  coi  piani  che  pas- 
sano per  la  normale  n alla  superficie  in  quel  punto  e per  le  di- 
rezioni delle  linee  di  curvatura,  ossia  degli  assi  dell’  indicatrice 
della  superficie  nel  punto  stesso,  e se  Kt,  K,  sono  sulla  retta  n 
i centri  di  curvatura  delle  due  sezioni  principali  della  super- 
ficie data  e quindi  anche  della  superficie  di  secondo  ordine 
osculatrice  in  P,  le  normali  alla  superficie  nei  punti  infinita- 
mente vicini  a P tagliano  le  due  rette  glt  gt,  le  quali  passano 
per  Kt,  Kt  e sono  respetti vamente  normali  ai  piani  N,,  N,. 
Da  ciò  deducesi  di  nuovo , che  la  normale  n non  è incontrata 
che  dalle  normali  nei  vertici  dell’ indicatrice. 

Se  sono  conosciuti  i centri  di  curvatura  K„  Kt  delle  se- 
zioni normali  principali  nel  punto  P della  superficie,  il  Teo- 
rema qui  enunciato  dà  il  mezzo  di  costruire  la  normale 
alla  superficie  in  un  punto  qualunque  infinitamente  prossimo 
a P (Cfr.  § 103.  a,  4). 

Esercizi.  1)  Si  dimostri  che  il  cono  tangente  ad  una  superficie  curva  col 
vertice  in  un  punto  dato  fuori  della  superficie  ha  come 
generatrici  di  regresso  quelle  che  sono  rette  osculatrici 
della  superfìcie  nei  punti  della  linea  di  contatto  (§  84,  a). 

2)  Quale  è il  Teorema  correlativo  di  questo? 
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C.  Pelle  superficie  ridate  non  sviluppabili. 


104.  Una  serie  semplicemente  infinita  di  punti  distribuiti 
nello  spazio  in  un  modo  continuo  e con  una  legge  determinata 
costituisce  una  curva  gobba  ; una  serie  semplicemente  infinita 
di  piani  genera  una  sviluppabile;  una  serie  semplicemente  in- 
finita di  rette  costituisce  una  superficie  rigata  della  specie  la 
più  generale,  vale  a dire  una  superficie  generata  dal  moto  di 
una  retta.  Formerà  argomento  di  questo  Capitolo  lo  studio  di 
queste  superficie  rigate  che  non  sono  sviluppabili  e che  per- 
ciò son  dette  gobbe.  Le  forme  le  più  semplici  di  superficie  gob- 
be, cioè  l’iperboloide  ad  una  falda  ed  il  paraboloide  iperbolico, 
sono  già  state  studiate  fra  le  superficie  del  secondo  ordine. 

Due  sono  i modi  coi  quali  queste  superficie  possono  essere 
generate;  si  possono  considerare  come  il  luogo  delle  posizioni 
di  una  retta  e punteggiata  che  ha  sempre  a comune  un  punto 
con  tre  curve  fisse  o direttrici  Clt  Ct , C„  sulle  quali  si  appog- 
gia, oppure  come  il  luogo  delle  posizioni  di  una  retta  e,  asse  di 
un  fascio  di  piani,  che  con  tre  sviluppabili  fisse  o direttrici 
D,,  D,,  D3  ha  sempre  a comune  un  piano,  vale  a dire  di  una 
retta  tale  che  per  essa  si  può  condurre  un  piano  tangente  a 
ciascuna  delle  tre  sviluppabili  direttrici. 


Se  C, , C, , Cs  sono  le  tre  curve 
direttrici , date  per  mezzo  delle  loro 
proiezioni,  si  ottengono  le  differenti 
generatrici  e della  superficie,  quando 
si  faccia  percorrere  ad  un  punto  Af,  la 
prima  curva  c per  ogni  sua  posizione 
si  costruiscano  le  generatrici  comuni 
ai  due  coni  che  hanno  per  vertice  il 
punto  Af,  e per  direttrici  le  altre 
due  curve  C,,  Cs;  queste  generatrici 
comuni  sono  le  generatrici  della  su- 


Se  D(,  Ds,  D,  sono  le  tre  svi- 
luppabili direttrici,  date  per  mezzo 
delle  loro  proiezioni,  si  ottengono  le 
differenti  generatrici  c della  superfì- 
cie, quando  si  faccia  inviluppare  la 
prima  superfìcie  D,  da  un  piano  M, 
ed  in  ogni  sua  posizione  si  costrui- 
scano le  tangenti  comuni  alle  due 
curve,  secondo  le  quali  il  piano  ta- 
glia le  altre  due  sviluppabili  D,,  D,; 
queste  tangenti  comuni  sono  le  gc- 
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perfido  rigata  che  passano  per  Mr 
Ogni  punto  P di  una  tale  generatrice 
è un  punto  della  superfìcie  ed  il 
piano  tangente  nel  punto  P in  gene- 
rale è unico  e determinato;  la  gene- 
ratrice c stessa  è una  retta  oscula- 
trice della  superficie  in  P e l'altra 
retta  osculatrice  t può  essere  trovala, 
quando  la  si  consideri  come  la  tra- 
sversale che  da  P va  a tagliare  le 
due  generatrici  infinitamente  pros- 
sime e,,  e,;  il  piano  et  è allora  il 
piano  tangente  in  P. 
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neratrici  della  superficie  rigata  che 
sono  situate  in  M,.  Ogni  piano  P con- 
dotto per  una  tale  generatrice  è un 
piano  tangente  alla  superficie  rigata 
ed  il  suo  punto  di  contatto  è in  ge- 
nerale unico  e determinato;  la  gene- 
ratrice e è una  delle  rette  osculatrici 
della  superficie  situate  in  Pel’  altra 
retta  osculatrice  t può  essere  trovata, 
quando  la  si  consideri  come  la  trasver- 
sale che  giace  in  P e che  incon- 
tra le  generatrici  en  et  infinitamente 
prossime  ad  e;  il  punto  et  è il  punto 
di  contatto  del  piano  P. 


Le  più  semplici  linee  descritte  sopra  una  superfìcie  gobba 
sono  quindi  le  punteggiate  situate  nelle  sue  generatrici  rettili- 
nee, e le  sue  sviluppabili  circoscritte  più  semplici  sono  i fasci 
di  piani  che  hanno  per  assi  le  generatrici  stesse.  Questa  osser- 
vazione dà  luogo  al  più  esatto  metodo  per  lo  studio  grafico  delle 
proprietà  di  queste  superficie. 

In  seguito  useremo  di  preferenza  la  generazione  delle 
superficie  rigate,  partendo  da  tre  curve  direttrici,  e soltanto  in 
alcune  occasioni  ci  serviremo  dell’altro  metodo. 

Le  linee  direttrici  sono  linee  multiple  della  superficie  ed  il 
grado  di  moltiplicità  di  una  qualunque  di  esse,  cioè  il  numero 
delle  generatrici  che  passano  per  ogni  suo  punto,  è espresso 
dal  prodotto  degli  ordini  delle  altre  due  direttrici,  supposto 
naturalmente  che  queste  siano  curve  algebriche.  Infatti  quelle 
generatrici  sono  le  rette  comuni  di  due  coni  che  hanno  lo 
stesso  vertice  e di  cui  gli  ordini  sono  respettivamente  uguali 
agli  ordini  delle  due  curve. 

Parimente  le  sviluppabili  direttrici  sono  sviluppabili  cir- 
coscritte più  volte  alla  superficie,  ed  il  grado  di  moltiplicità 
per  ognuna  di  esse  è eguale  al  prodotto  dei  numeri  che  indi- 
cano le  classi  delle  altre  due. 


Esercizi,  i)  Eseguire  ambedue  le  costruzioni  per  l'iperboloide  ad  una 
falda  e pel  paraboloide  iperbolico. 
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2)  Indicare  in  qual  modo  i punti  delle  direttrici  ed  i piani  delle 

sviluppabili  direttrici  facciano  eccezione  ad  avere  un 
piano  tangente  od  un  punto  di  contatto  determinato,  e in- 
dicare perchè  una  tale  eccezione  non  ha  luogo  per  l’iper- 
boloide. 

3)  Mostrare  direttamente  per  la  superficie  gobba  generata , 

partendo  da  due  fasci  di  piani  ed  un  cono  del  secondo 
grado  come  sviluppabili  direttrici,  che  i fasci  di  piani 
sono  sviluppabili  doppiamente  circoscritte  alla  superficie. 

Ossen’az.  I)  Immaginiamoci,  per  fissare  le  idee,  che  la  seconda  e la 
terza  curva  direttrice  siano  delle  coniche,  i due  coni 
che  hanno  il  vertice  in  un  punto  della  prima  curva  hanno 
allora  quattro  generatrici  comuni,  le  quali  possono  es- 
sere o tutte  e quattro  reali,  o due  reali  e due  immagina- 
rie , o tutte  e quattro  immaginarie  a seconda  delle  posi- 
zioni del  vertice.  Le  parti  della  prima  curva  possono 
quindi  considerarsi  o come  quadruple,  o come  doppie,  o 
come  isolate.  Questi  tre  casi  si  seguono  con  continuità: 
ciò  che  succede  passando  dal  primo  al  secondo  è eguale 
a ciò  che  succede  passando  dal  secondo  al  terzo.  Il  pas- 
saggio dal  caso  in  cui  i due  coni  si  tagliano  a quello  in  cui 
non  si  tagliano,  si  compie  passando  per  una  posizione  nella 
quale  i due  coni  si  toccano,  cioè  per  ogni  posizione  di  pas- 
saggio da  un  caso  all’  altro  si  presentano  due  generatrici 
che  nelle  posizioni  infinitamente  prossime  appartenevano 
a due  differenti  falde  e che  vengono  a coincidere  in  una 
sola,  presentando  il  carattere  di  una  linea  limite  o di  una 
generatrice  di  regresso.  Nel  punto  della  prima  direttrice 
in  cui  ciò  ha  luogo  si  tagliano  le  generatrici  consecutive, 
limiti  della  striscia  infinitamente  sottile  lungo  la  quale  i 
coni  si  toccano;  esso  ha  quindi  un  carattere  eccezionale 
tra  tutti  i punti  della  superficie  gobba.  E se  le  diret- 
trici non  hanno  flessi  o cuspidi,  gli  indicati  punti  sin- 
golari della  superficie  gobba  nascono  soltanto  nel  detto 
modo. 

II)  Il  ragionamento  correlativo  al  precedente  mostra  che  anche 
le  sviluppabili  direttrici  si  scindono  in  egual  modo  in 
parti  che  sono  multiple  di  gradi  che  differiscono  fra  loro 
di  numeri  pari  ed  in  parti  isolate,  e che  si  passa  dall' una 
parte  all' altra  in  modo  analogo.  Nel  passaggio  il  piano 
della  prima  sviluppabile  taglia  la  seconda  e la  terza  se- 
condo curve  che  si  toccano,  talché  due  delle  loro  tan- 
genti comuni  in  quella  posizione  si  riuniscono  e poscia 
scompariscono.  In  quel  piano  si  trovano  quindi  riunite 
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duo  generatrici  successive , di  cui  va  considerato  come 
intersezione  il  punto  di  contatto  di  quelle  due  curve 
(Cfr.  § 109). 

Ili)  Le  precedenti  considerazioni  spiegano  alcune  cose  osservate 
nella  generazione  delle  curve  gobbe  e delle  sviluppabili, 
che  prima  non  sono  state  ottenute  in  questo  modo.  Quando 
una  curva  gobba  insieme  alla  sua  sviluppabile  osculatrice 
si  considera  come  l’ intersezione  di  due  coni,  come  il  luogo 
cioè  dei  loro  punti  comuni,  mentre  la  sviluppabile  è il  luogo 
delle  retteche  uniscono  due  punti  consecutivi  della  sezione, 
e quando  una  sviluppabile  e la  sua  linea  di  regresso  si  con- 
siderano come  formate  dall’  inviluppo  dei  piani  tangenti 
comuni  a due  curve  piane  e dalle  intersezioni  di  tre  piani 
consecutivi  (§  101),  non  si  ha  altro  che  un  caso  partico- 
lare della  generazione  delle  superfìcie  gobbe,  quel  caso 
che  corrisponde  alla  condizione  che  le  generatrici  succes- 
sive si  taglino,  ossia  si  trovino  in  un  piano:  le  generatrici 
dell’  un  cono  tagliano  le  generatrici  dell’  altro  ed  i corri- 
spondenti piani  tangenti  danno  colle  loro  intersezioni  le 
generatrici  della  sviluppabile  nel  primo  caso;  nel  secondo 
caso  invece  le  tangenti  della  prima  curva  tagliano  le  tan- 
genti dell’  altra  e le  rette  che  congiungono  i loro  punti  di 
contatto  danno  le  generatrici  della  superficie.  Il  numero 
delle  sezioni  che  fornisce  una  generatrice  o una  tangente 
passa  quindi  in  generale  da  0 a 2,  da  2 a 4,  cc.,  ed  inver- 
samente e nel  momento  del  passaggio  ha  luogo  un  contatto 
delle  generatrici  dell’  un  cono  colle  generatrici  dell’altro, 
oppure  una  sezione  coll’ altra  curva  della  tangente  ad  una 
delle  curve  direttrici.  Il  piano  ausiliario  condotto  pel  vertice 
dell’un  cono  tocca  allora  l’altro  cono,  il  punto  ausiliario 
trovasi  nella  linea  d’intersezione  dei  piani  sopra  una  delle 
curve.  Ad  una  tale  posizione  di  passaggio  ecco  che  cosa  vi 
corrisponde:  tre  successive  generatrici  della  sviluppabile, 
ossia  quattro  punti  consecutivi  della  curva  gobba  trovansi 
in  un  piano,  oppure  tre  successive  generatrici  situate  in 
quattro  piani  consecutivi  della  sviluppabile  passano  per 
un  punto,  cioè  questi  passaggi  danno  i piani  stazionari 
ed  i punti  stazionari  della  sviluppabile  e della  curva. 

Esercizio  4)  Applicare  le  considerazioni  fatte  nell’  Oss.  Ili  alla  interse- 
zione di  due  coni  del  secondo  grado  che  hanno  in  co- 
mune un  piano  principale  (Tav.  Ili),  aggiungere  la  co- 
struzione correlativa  ed  il  suo  significato.  Lo  spigolo  di 
regresso  della  sviluppabile  passa  per  ogni  punto  di  pas- 
saggio delle  sue  direttrici. 
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105.  L’iperboloide  ad  una  falda  ha  per  curve  direttrici 
tre  rette,  oppure  per  sviluppabili  direttrici  tre  fasci  di  piani, 
le  altre  superficie  gobbe  si  classificano  secondo  tre  tipi  prin- 
cipali. 

a)  Superficie  gobbe  che  hanno  due  direttrici  rettilinee 
gt,  gt  ed  una  curvilinea  C,,  oppure  per  sviluppabili  direttrici 
due  fasci  di  piani  Gs,  G,  ed  una  sviluppabile  qualunque  D,. 

Per  la  loro  costruzione  si  considerano  i punti  della  diret- 
trice curvilinea  C,  o i piani  della  sviluppabile  direttrice  D,, 
poiché  tanto  quei  punti  quanto  questi  piani  sono  semplici  per 
la  superficie  gobba  e determinano  soltanto  una  generatrice. 

Se  una  delle  rette  g è infinitamente  lontana,  cioè  è rap- 
presentata dalla  retta  comune  ad  un  sistema  di  piani  paralleli, 
le  superficie  gobbe  di  questo  tipo  sono  dette  conoidi,  e quando 
la  retta  g situata  a distanza  finita  è normale  al  piano  che  de- 
termina la  posizione  dell’altra,  ossia  quando  le  due  rette  sono 
perpendicolari  fra  loro,  il  conoide  dicesi  retto. 

Sono  esempi  importanti  di  conoidi  retti  : 

1)  l’ elicoide  a piano 
direttore  (superficie  del- 
la vite  a filetto  rettan- 
golare) (Fig.  183)  e 

2)  la  superficie  del- 
la vòlta  dell'  ingresso  in 
una  torre  rotonda. 

Per  la  prima  le  di- 
rettrici sono  l’ elica  ci- 
lindrica C,,  l’asse  3,  del 
cilindro  e la  retta  all’in- 
finito g , del  piano  norma- 
le a quest’  asse;  per  ogni 
punto  dell’  elica  passa 
una  generatrice  della 
superficie  che  è la  nor- 
male abbassata  dal  pun- 
to sull'asse  del  cilindro. 
La  seconda  super- 


Flg.  183. 
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fide  ha  per  direttrice 
U,  una  curva  traccia- 
ta sopra  un  cilindro  ; 
le  direttrici  gì  e g,  in 
questo  caso  sono  l’as- 
se del  cilindro  e la 
retta  all'infinito  del  " 
piano  ad  esso  norma-  | 
le;  la  generatrice  che  I _ 
passa  per  un  punto 
di  C,  è la  normale  ab- 
bassata da  quel  punto 
sull’asse  del  cilindro.  ; » 
La  superficie  viene 
ordinariamente  limi- 
tata  nell*  interno  da 
un  cilindro  circolare  J 
retto  che  ha  il  mede- 
simo asse  del  cilindro 
esterno. 

3)  Un  conoide 

obliquo  semplice  si 
determina,  prendendo 
per  curve  direttrici 
un  cerchio  C,  paral- 
lelo al  piano  di  proie-  c / 
zione  XOZ  — oppure  — 4. 

invece  una  sfera  che  \ 

deve  essere  toccata  da 

tutte  le  generatrici  — 
una  retta  gt  obliqua 
e la  retta  all’  infinito 
g 8 dell’altro  piano  di  / 

proiezione  XOY  (Fi-  v/ 
gura  185). 

4)  Una  superfi- 
cie dello  stesso  tipo,  « 


Fig.  181. 


Fig.  185. 
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ma  che  non  è un  conoi- 
de, si  ha,  prendendo 
per  direttrici  una  co- 
nica C,  e due  rette  pa- 
rallele agli  assi  delia 
conica  condotte  per 
due  punti  della  retta, 
normale  al  piano  della 
conica  stessa,  e che 
passa  pel  di  lei  centro 
(Fig.  186).  Ricordan- 
do i resultati  conte- 
nuti nel  § 103,  il) , 
chiameremo  questa 
superficie  la  rete  delle 
normali. 

b)  Il  secondo 
tipo  delle  superficie 
gobbe  è quello  che  ha 
una  direttrice  g3  ret- 
tilinea e due  diret- 
trici C, , C,  curvilinee 
— oppure  ha  per  svi- 
luppabili direttrici  un 
fascio  di  piani  e due 
sviluppabili  qualun- 
que. Si  prendano  per 
eseguire  la  costruzio- 
ne i punti  di  una  delle 
direttrici  curvilinee, 
ed  avremo  per  ognu- 
no di  essi  tante  gene- 
ratrici, quante  unità 
sono  nell'ordine  del- 
T altra  curva  (Cfr. 
§ 104).  Come  primo 
esempio  di  questo  tipo 
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consideriamo  l'elicoide  gobbo  (superficie  della  vite  a filetto 
triangolare),  le  direttrici  sono  allora  un’elica  cilindrica  Ct, 
l’asse  del  cilindro  sul  quale  quest’elica  è tracciata  ed  un 
cerchio  C,  situato  nel  piano  normale  all’asse,  infinitamente 
lontano  ed  il  cui  centro  è sull’  asse  del  cilindro  ; od  in  altre 
parole,  il  circolo  nel  piano  all’infinito  di  un  cono  circolare 
retto  (il  cono  direttore),  di  cui  l’asse  è g,  (Fig.  187).  Per  ogni 
punto  P dell’elica  passano  due  generatrici  che  si  ottengono 
come  rette  parallele  a quelle  generatrici  del  cono,  che  in  un 
piano  normale  all’  asse  dell’elica  hanno  per  proiezione  la  retta 
che  unisce  il  punto  P colla  traccia  dell’  asse;  la  Figura  dà  sol- 
tanto una  delle  generatrici  che  passano  per  ogni  punto. 

Altro  esempio  di  superficie  gobba  di  questo  tipo  è la  super- 
ficie della  vòlta  a 
sbieco  {biais  pas- 
se), per  la  quale 
servono  di  diret- 
trici due  circoli 
eguali  C„  C,  in 
piani  paralleli  e 
la  normale  g,  ai 
piani  dei  due  cir- 
coli che  passa 
pel  punto  di  mez- 
zo della  retta  che 
unisce  i centri 
(Fig.  188).  Se  si 
considera  il  pun- 
to 3/  dell’  un  cer- 
chio C,,  per  esso 
passano  due  ge- 
neratrici che  so- 
no l’intersezione  del  piano  Mg,  col  cono  di  secondo  grado  3/C,; 
di  queste  generatrici  una  passa  sempre  pel  punto  di  mezzo 
della  retta  dei  centri;  si  ha  cioè,  oltre  alla  superficie  gobba,  un 
cono  che  non  è disegnato  nella  Fig.  188  e che  ha  per  vertice 
il  punto  di  mezzo  della  retta  dei  centri. 
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Un  altro  esempio  è il  cilindroide,  che  si  costruisce  cosi: 
Due  curve  C,,  C,*( Fig.  189)  sono  sezioni  verticali  non  parallele 
del  medesimo  cilindro  ad  asse  orizzontale,  le  coppie  di  punti 

-Un»  ec., 

sono  situate  sulle  stesse 
generatrici  del  cilindro: 
immaginiamoci  che  una 
di  queste  curve  si  innalzi 
nel  suo  piano  parallela- 
mente  a se  stessa  di  una 
certa  quantità  e dalla  po- 
sizione C,*  venga  in  C, , 
se  si  congiungono  le  nuo- 
ve posizioni  dei  punti  M* 
coi  punti  M corrispon- 
denti, la  superficie  cosi 
generata  sarà  il  cilin- 
droide. La  direttrice  ret- 
tilinea ga  è allora  la  retta 
all’ infinito  dei  piani  pa- 
ralleli alla  intersezione 
dei  piani  di  C,,  C,  ed  alle 
generatrici  del  cilindro. 

c)  Il  terzo  tipo  di 
superficie  gobbe  è quel- 
lo in  cui  le  tre  direttrici 
sono  curvilinee,  oppure 
le  tre  sviluppabili  sono 
qualunque.  La  loro  costruzione  si  nell’uno  come  nell’altro 
caso  è quella  indicata  nel  § 104. 

Tutti  gli  sviluppi  si  riferiranno  a questo  ultimo  tipo,  che  è 
il  più  generale. 

106.  L’ordine  e la  classe  di  una  superficie  rigata  gobba 
sono  eguali  fra  loro.  Infatti  una  retta  g qualunque  incontra 
una  superficie  gobba  dell’  ordine  rn  in  m punti,  per  ognuno 
di  questi  passa  una  generatrice  della  superficie,  la  quale  deter- 
mina colla  retta  secante  un  piano  tangente  alla  superficie,  vi- 
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ceversa  un  piano  tangente  condotto  per  g contiene  una  gene- 
ratrice della  superficie  che  incontra  la  retta  g in  un  punto;  vi 
sono  quindi  sopra  una  retta  qualunque  tanti  punti  d’ interse- 
zione, quanti  sono  i piani  tangenti  alla  superficie  che  per  essa 
si  possono  condurre.  Si  dice  quindi  che  le  superficie  gobbe 
sono  di  grado  n (§  94,  Oss.  VII). 

Il  numero  n,  che  esprime  il  grado  di  una  superficie  gobba, 
si  può  dedurre  dai  numeri  che  indicano  gli  ordini  delle  linee 
direttrici;  se  le  direttrici  sono  linee  algebriche  Clt  C,,  C„  e 
resp.  degli  ordini  mlt  mt,  ms,  dico  che  si  ha  n 
Infatti  n indica  il  numero  delle  intersezioni  di  una  retta 
qualunque  g colla  superficie,  cioè  il  numero  delle  generatrici 
della  superficie  che  sono  incontrate  da  una  retta  qualunque: 
immaginiamo  ora  una  superficie  gobba  che  abbia  per  direttrici 
Ct,  C,  e la  retta  qualunque  g,  e consideriamo  i punti  di  inter- 
sezione di  questa  superficie  colla  curva  C, , essi  saranno  tanti, 
quanti  sono  quelli  d’ intersezione  di  g colla  prima  superficie; 
infatti , se  A è un  punto  in  cui  C,  incontra  la  seconda  superfi- 
cie, la  generatrice  che  passa  per  A incontra  g , C„  C, , quindi  può 
essere  considerata  come  una  generatrice  della  prima  superficie 
che  incontra  g,  avremo  dunque  »■=)»,•«„  se  con  n,  si  indica  il 
grado  della  seconda  superficie  gobba  (§  80).  E con  ragiona- 
mento analogo  si  avrà  n,  = mt  ■ nt , ove  »4  è il  grado  della  su- 
perficie rigata  che  ha  per  direttrici  C, , g ed  un’  altra  retta  ar- 
bitraria l;  finalmente  nt  = 2»z,,  perchè  la  superficie  che  ha  per 
direttrici  le  tre  rette  g,  l,  h è un  iperboloide,  il  cui  grado  è 2. 
Si  ha  dunque,  sostituendo 

n =■  2 »i, 

ciò  che  si  voleva  provare. 

Il  grado  della  superficie  gobba  è minore  di  2 >«,  m,  ms, 
quando  le  direttrici  hanno  punti  comuni;  infatti  ogni  punto 
che  è comune  a due  di  esse  dà  origine  colla  terza  curva  ad  un 
cono,  che  soltanto  impropriamente  appartiene  alla  superficie 
gobba.  Se  quindi  Ct,  C,  hanno  s,  punti  comuni,  C,,  C,  ne 
hanno  s,  e finalmente  C„  C,  ne  hanno  s, , il  grado  della  su- 
perficie viene  diminuito  di 

s,  mt  -h  stm , -+-  s,  tnr 
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Contemporaneamente  diminuisce  il  grado  di  moltiplicità  delle 
direttrici  C,,  C,,  C,  (§  104),  ed  invece  dei  valori  che  avevano  in 
generale,  ora  divengono  multiple  degli  ordini 

mt  ìh1 — s,  ; mlml — st  ; mjni — s,  respetti  vamente. 

Tali  riduzioni,  che  han  luogo  per  il  presentarsi  di  superfì- 
cie sviluppabili,  possono  anche  provenire  dall’ assumere  le  di- 
rettrici posizioni  scambievoli  che  presentino  delle  speciali  sim- 
metrie. 

Osserva 1)  Le  superfìcie  rigate  del  tipo  a)  sono  di  grado  2m,,  se  mt  è 
l’ordine  della  direttrice  curvilinea;  quelle  del  tipo  b ) 
sono  di  grado  2>n,»n},  ove  m,,  «i,  sono  gli  ordini  delle 
due  direttrici  curvilinee. 

II)  La  superfìcie  gobba,  che  ha  per  direttrici  una  conica  K e due 
rette  gt,  g3,  è in  generale  del  grado  n = 4 e le  due  rette 
sono  due  linee  doppie  della  superficie.  Cosi  accade  nel 
caso  della  rete  di  normali. 

Se  una  delle  rette,  per  es.  g j,  taglia  una  volta  la  conica,  si  ha 
n = 3e  soltanto  la  retta  g , è una  retta  doppia  della  su- 
perficie. 

Ma  se  ognuna  delle  rette  taglia  la  conica,  si  ha  una  superficie 
rigata  del  secondo  grado,  per  la  quale  le  due  direttrici 
rettilinee  non  sono  linee  doppie.  Finalmente  se  le  rette 
si  tagliano  fra  di  loro  ed  ognuna  taglia  la  conica,  non  si 
ha  più  una  superficie  gobba , ed  è n = 0. 

Esercizi.  4)  Studiare  il  caso  dcll’Oss.  precedente,  in  cui  la  retta  g3  taglia 
due  volte  la  conica. 

2)  Per  la  superficie  gobba  che  ha  per  direttrici  due  coniche  À't, 
A',  e una  retta  gr3 , il  grado  è n =8  ; le  coniche  sono  linee 
doppie,  la  retta  linea  quadrupla  della  superficie.  Il  grado 
si  riduce  a 7 quando  le  coniche  hanno  un  punto  comune  e 
la  retta  è allora  linea  tripla  per  la  superficie.  Si  ha  n = 6 
se  g3  taglia  una  volta  una  delle  coniche,  per  es.  A’,,  allora 
la  retta  è quadrupla , la  conica  A'.  rimane  doppia  e la  co- 
nica A',  diviene  semplice;  si  ha  n — G anche  se  À",  e A, 
hanno  due  punti  comuni,  allora  la  retta  g}  diviene  linea 
doppia  per  la  superficie.  Si  ha  n = 4 se  g3  taglia  le  due 
coniche  una  volta,  oppure  se  A',  taglia  due  volte  A',  ed 
una  volta  g3.  Si  ha  n = 3 se  ogni  coppia  di  direttrici  ha 
un  punto  comune.  Finalmente  si  ha  n — 2 se  le  coniche 
si  tagliano  fra  loro  due  volte  ed  hanno  ognuna  un  punto 
comune  colla  retta.  Quand’  è che  si  ha  n — 5? 
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.'!)  Studiare  il  caso  in  cui  son  date  tre  coniche  come  direttrici  ed 
indicare  le  riduzioni  che  possano  presentarsi;  quand’ è 
che  la  superficie  diverrà  di  secondo  grado? 

•4)  Una  curva  gobba  del  terzo  ordine  C3  con  due  rette  gr, , gt  de- 
termina in  generale  una  superficie  gobba  del  sesto  grado, 
di  cui  le  rette  sono  linee  triple.  Se  C,  taglia  la  retta  gx  od 
ambedue  le  rette  gxt  g,  una  sol  volta,  la  superficie  diviene 
del  quinto  o del  quarto  grado  respettivamente ; se  C,  ta- 
glia due  volto  la  retta  gx,  n = 4;  se  essa  taglia  g,  due 
volte  e gt  una  volta , « = 3 e se  essa  taglia  ambedue  le 
rette  due  volte,  n ==  2.  Nel  caso  di  « = 3 la  retta  gt  ò 
una  retta  doppia  della  superficie. 

5)  Quali  superficie  gobbe  e di  qual  grado  si  ottengono,  pren- 

dendo per  direttrici  una  curva  gobba  del  terzo  ordine  C,, 
una  conica  Kt  ed  una  retta  </,? 

6)  Come  si  può  generare  una  superficie  gobba  del  terzo  grado 

per  mezzo  di  sviluppabili  direttrici?  Si  hanno  allora  da 
considerare  quelle  proprietà  che  secondo  la  legge  di  dua- 
lità derivano  dalle  considerazioni  fatte  nel  testo. 

7)  La  superficie  della  vòlta  a sbieco  già  considerata  (§  105,  b,  2) 

sarebbe  del  grado  ottavo,  perchè  ha  per  direttrici  due  se- 
zioni coniche  ed  una  retta  ; ma  poiché  i cerchi  in  piani 
paralleli  hanno  a comune  i punti  immaginari  circolari 
all’ infinito,  cosi  si  separano  dalla  superficie  due  piani  im- 
maginari che  passano  per  la  retta  e per  ciascuno  di  quei 
punti;  si  ha  quindi  »i=6  per  tutte  le  superficie  che  hanno 
per  direttrici  due  cerchi  in  piani  paralleli  ed  una  retta. 
Inoltre  essendo  eguali  fra  loro  i due  circoli  e la  retta  es- 
sendo disposta  simmetricamente  rispetto  ad  essi,  nel  caso 
dell’  arco  a sbieco  si  genera  un  cono  del  secondo  ordine 
che  fa  parte  della  superficie;  quindi  la  porzione  di  su- 
perficie gobba  che  serve  come  superficie  della  vòlta  è sol- 
tanto del  quarto  grado.  Le  stesse  caratteristiche  possono 
rimanere  anche  per  circoli  diseguali. 

107.  Sopra  una  generatrice  della  superficie  trovansi  infiniti 
punti,  i quali  sono  immediatamente  determinati  per  mezzo 
di  una  delle  loro  proiezioni,  quando  si  hanno  le  proiezioni  della 
generatrice  stessa;  per  una  generatrice  passano  anche  infiniti 
piani  tangenti,  i quali  son  dati  dalle  loro  tracce.  Questi  punti  e 
questi  piani  due  a due  si  corrispondono  come  punti  di  contatto 
e piani  tangenti:  cerchiamo  ora  la  legge  di  questa  corrispon- 
denza. 
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Immaginiamoci  perciò  tre  generatrici  della  superficie  suc- 
cessive ed  infinitamente  vicine  <?,,  ct,  e,  e sulla  prima  la  punteg- 
giata A,t,  A,lt  d,,,...,  per  ognuno  di  questi  punti  la  retta  e,  è 
una  delle  rette  osculatrici  della  superficie  e l’altra  può  essere 
direttamente  determinata,  considerandola  come  la  retta  tu  che 
parte  da  A„  e incontra  le  generatrici  e,,  e„.  L’insieme  di  queste 
rette  osculatrici  che  passano  pei  punti  di  e,  forma  un  iperboloide 
ad  una  falda,  che  in  tutti  i punti  di  e,  non  solamente  ha  lo  stesso 
piano  tangente  della  data  superficie  gobba,  ma  anche  oscula 
questa  superficie,  poiché  nel  punto,  in  cui  un  piano  qualunque 
incontra  e,,  vi  sono  riuniti  tre  punti  che  appartengono  all’  iper- 
boloide ed  alla  data  superficie;  queste  rette  osculatrici  determi- 
nano sulle  generatrici  vicine  e,,  e3  le  punteggiate A3,,  A,t,  At3,...; 
A „,  Aw  d3J, ... , che  sono  proiettive  alla  punteggiata  Ai{,  Alt,  AIS, ... , 
si  ha  quindi  : 

(e,  • /4„^lj,.4„...)  = (/1„/1M = {AllAltAlì...) , 

cioè  : il  fascio  dei  piani  tangenti,  che  ha  per  asse  una  generatrice 
della  superficie  gobba,  è proiettivo  alla  punteggiata  dei  punti  di 
contatto  dei  piani  stessi  che  è situata  sopra  quella  generatrice. 

Segue  da  ciò  che,  fissati  tre  piani  tangenti  che  passano  per 
una  generatrice  ed  i loro  corrispondenti  punti  di  contatto, 
tutti  gli  altri  piani  tangenti  che  passano  per  quella  generatrice 
sono  linearmente  determinati  per  mezzo  dei  punti  di  contatto, 
e viceversa. 

Se  quindi  son  date  tre  direttrici  C,,  Ct,  C3,  colle  quali  la 
generatrice  e ha  in  comune  i punti  Pt,  P.,  Pt,  e s et,,  t3 

sono  le  tangenti  che  a quei  punti  corrispondono,  talché  et, , ett,  et, 
sono  i piani  tangenti  P, , P, , P,  della  superficie  gobba  nei  punti 
P, , P,,  P3  respetti vamente , se  finalmente  si  indica  con  P,  un 
punto  qualunque  della  generatrice  e con  P,  il  piano  tangente 
in  quel  punto,  si  deduce  il  piano  tangente  dalla  posizione  del 
punto  di  contatto  per  mezzo  della  relazione  di  proiettività 

(e  P,P5P3P,)  = (P.P.P.P,), 

o parimente  si  può,  dato  il  piano  tangente,  ottenere  il  suo  punto 
di  contatto. 
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Se  si  hanno  tre  sviluppabili  direttrici  D,,  D,,  D,,  colle 
quali  la  generatrice  e ha  in  comune  i piani  P,,  P,,  P,,  e se 
l,,  tit  f,  sono  le  corrispondenti  generatrici  delle  sviluppabili  si- 
tuate in  quei  piani,  allora  ett,el,,et,,...  sono  respettivamente  i 
punti  di  contatto  P,,  P,,  P,....  della  superficie  gobba  con  quei 
piani,  ed  il  punto  di  contatto  P,  di  un  piano  qualunque  P,  che 
passa  per  la  stessa  generatrice  viene  determinato  dalla  re- 
lazione 

(«•P,P,P3P)  = ( P.P.P.P,), 

e viceversa. 

Il  fascio  di  piani  tangenti,  che  ha  per  asse  una  generatrice 
della  superficie,  determina  quindi  per  mezzo  delle  sue  interse- 
zioni con  una  retta  qualunque,  per  es.  coll’asse  OX,  una  pun- 
teggiata proiettiva  alla  punteggiata  formata  dai  punti  di  con- 
tatto, e quindi  an- 
che proiettiva  colle 
punteggiate  forma- 
te sopra  la  prima  o 
sopra  la  seconda 
proiezione  della  ge- 
neratrice. Nella  Fi- 
gura 190  s,‘,  .s,5,  */ 
sono  le  tracce  oriz- 
zontali degli  indi- 
cati piani  tangenti: 
per  la  punteggiata 
formata  dalle  inter- 
sezioni coll’  asse  x 
e la  punteggiata 
formata  dai  punti 
di  contatto  l’asse  di 
prospettiva  è l , 

(§  17),  coll’  aiuto  di 
quest’asse  è deter- 
minato per  il  punto 
di  contatto  P situato  sopra  c il  piano  tangente  P che  ha  le 
tracce  s„  s,  (Cfr.  § 9! , Fig.  168). 
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Per  la  vòlta  dell’arco  a sbieco  (§  105,  b,  2),  per  la  quale  i cir- 
coli direttori  C,,  C3  sono  in  piani  paralleli  al  piano  della  seconda 
proiezione  e quindi  la  direttrice  rettilinea  g3  è parallela  al- 
l’asse OY  (Fig.  191),  si  hanno  nei  punti  Pt,  P„  P3  situati  sulle 
linee  direttrici  e sulla  generatrice  e le  rette  l,,  l3  come  tangenti 
ai  cerchi  Clt  C,  in  P,,  P,  e l , che  è identica  a g3,  quindi  si 
hanno  i piani  tangenti  et,,  e/,,  et3. 

Per  mezzo  della  punteggiata  situata  sull’  asse  OX  nella 
Fig.  191  sono  stati  costruiti  il  piano  tangente  P,  che  tocca  la  su- 
perficie nel  punto  Pt  della  generatrice  e,  ed  il  punto  di  contatto 
P,  del  piano  tangente  P5. 

Eig.  191. 


Osservai.  I)  Se  due  superficie  gobbe  hanno  a comune  una  generatrice  e,  ed 
in  tre  punti  di  essa  hanno  lo  stesso  piano  tangente,  per 
tutti  i punti  di  e esse  hanno  lo  stesso  piano  tangente;  re- 
ciprocamente se  tre  dei  piani  tangenti  che  passano  per  c 
toccano  le  due  superficie  negli  stessi  punti  di  contatto, 
tulli  i piani  condoni  per  e toccano  le  due  superficie  negli 
stessi  punti  (Cfr.  § 91,  Es.  10). 

Il)  Data  una  superficie  gobba,  si  possono  determinare  infiniti 
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iperboloidi  ad  una  falda  ed  infiniti  paraboloidi  iperbolici 
tali  che  tocchino  la  superficie  lungo  una  generatrice  qua- 
lunque c;  essi  sono  infiniti,  poiché  si  può  obbligare  ogni 
iperboloide  a contenere  anche  una  retta  arbitraria  e*  che 
non  sia  in  un  piano  con  e (§  91 , Es.  11).  Tre  piani  tangenti 
P,,  P,,PS  della  superficie  gobba  che  passano  per  e determi- 
nano su  questa  retta  tre  punti  di  contatto  P„  JP„  P,  e sopra 
e\  tre  punti  P,*,  Pt»,  P*;  le  rette  P,  P,*,  P5  P,*,  P3Pa* 
sono  Ire  generatrici  dell'  iperboloide  che  appartengono  al 
sistema , di  cui  non  fa  parte  e.  Esistono  quindi  anche 
infiniti  iperboloidi  che  contengono  un  determinato  punto, 
oppure  che  toccano  un  determinato  piano  e che  inoltre 
toccano  una  superficie  gobba  lungo  una  data  generatrice  ; 
cioè  sono  tanti,  quante  sono  le  rette  che  si  possono  con- 
durre o per  quel  punto  od  in  quel  piano. 

Ili)  11  piano  tangente  alla  superficie  rigata  nel  punto  all' infinito 
di  e — che  si  determina  coi  metodi  indicati  nel  testo  — 
essendo  un  piano  assintotico  per  le  superficie  del  secondo 
grado  tangenti  lungo  la  generatrice  e,  contiene  i centri  di 
tutte  queste  superficie.  Si  possono  quindi  determinare  in- 
finiti iperboloidi  tangenti  lungo  una  generatrice  ed  i loro 
centri  si  trovano  in  un  piano  fisso  ; vi  è sempre  uno  di  que- 
sti iperboloidi,  il  cui  centro  si  trova  sopra  una  retta  data. 

IV)  Per  i paraboloidi  iperbolici  tangenti  alla  superficie  rigata 
lungo  la  generatrice  e,  il  piano  assintotico  della  superficie 
rigata  corrispondente  ad  e — cioè  il  piano  tangente  nel 
punto  all'infinito  di  c — è un  piano  direttore  comune  a tutti. 

V)  Si  può  costruire  lungo  la  generatrice  e di  una  superficie 
gobba  un  solo  paraboloide  iperbolico  tangente,  il  cui  asse 
abbia  una  data  direzione;  il  punto  all’ infinito  dell’asse 
deve  essere  un  punto  della  retta  all’  infinito  del  piano 
assintotico  corrispondente  ad  e. 

VI)  Due  iperboloidi  ad  una  falda,  che  toccano  lungo  la  stessa  ge- 
neratrice e una  data  superficie  gobba  e quindi  tangenti  fra 
loro,  si  tagliano  secondo  due  generatrici  dell’altro  sistema 
(Cfr.  § 93,  Oss.  II)  e queste  incontrano  la  generatrice  e in 
due  punti,  in  cui  i due  iperboloidi  si  osculano  fra  di  loro, 
poiché  ogni  piano  condotto  per  ciascuno  di  quei  punti 
ivi  ha  riuniti  tre  punti  d’intersezione  colla  curva,  secondo 
la  quale  si  tagliano  i due  iperboloidi.  Ne  segue  che  un 
iperboloide  tangente  lungo  e alla  superficie  gobba,  oscu- 
lando in  due  punti  l’iperboloide  osculatore  alla  superfi- 
cie lungo  la  medesima  generatrice,  oscula  in  due  punti  la 
superficie  stessa. 
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Esercìzi.  1)  Come  si  determina  nell'ultimo  caso  dell' Oss.  I sopra  c*  il 
punto  di  contatto  del  piano  dato  coll'  iperboloide  cercato? 
Nel  primo  caso,  come  si  determina  il  piano  tangente  che 
passa  per  e*  e tocca  l’iperboloide  nel  punto  dato? 

2)  Se  e*  è una  retta  infinitamente  lontana,  cioè  la  retta  all’ in- 

finito di  un  sistema  di  piani  paralleli,  essa  determina  un 
paraboloide  iperbolico  tangente,  pel  quale  un  piano  di- 
rettore è parallelo  al  dato  sistema  di  piani  paralleli.  Come 
si  determina  la  direzione  detrasse  del  paraboloide? 

3)  Le  intersezioni  di  una  serie  di  piani  paralleli  condotti  pei 

punti  di  una  generatrice  coi  corrispondenti  piani  tangenti 
alla  superfìcie,  costituiscono  un  paraboloide  iperbolico  che 
tocca  la  superfìcie  gobba  lungo  quella  generatrice  (Cfr. 
§ 91 , Es.  13).  Come  si  genera  in  modo  analogo  un  iper- 
boloide tangente  lungo  una  generatrice  ? 

Fig.  192.  ’ 


La  Fig.  192  contiene  l'iperboloide  che  tocca  lungo  una  ge- 
neratrice 1,  la  superficie  gobba  rete  delle  normali,  che  ha 
1 In  questa  Figura  per  errore  vi  è c'  in  luogo  dì  C. 


Digitized  by  Googli 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE.  407 

per  direttrici  la  ellisse,  di  cui  le  estremità  degli  assi  sono 
A,  B e C e le  rette  y , h — la  prima  normale  al  secondo 
piano  di  proiezione,  la  seconda  parallela  all’asse  x e si- 
tuata nel  secondo  piano  di  proiezione  ; — l’ iperboloide 
contiene  1’  asse  AB  dell’ellisse  direttrice,  ossia  l'asse  di 
proiezione  x.  Pei  tre  punti  Pt,Pt,  -P3 della  generatrice  1, 
situati  sulle  direttrici  passano  le  tre  generatrici  g, , y3 , y3 
dell'iperboloide  tangente,  ebe  si  ottengono,  unendo  i 
punti  P, ,P,,P,  coi  punti  di  intersezione  dei  respettivi 
piani  tangenti  alla  superficie  colla  retta  AB.  Si  hanno  al- 
lora le  generatrici  dell’iperboloide  che  passano  pei  punti 
di  g3,  per  es.  t,  che  passa  pel  punto  3 e quindi  respettiva- 
mente  i contorni,  e la  prima  e seconda  D'accia  dell’  iper- 
boloide. Per  mezzo  dell’asse  prospettivo  tit  delle  pun- 
teggiate che  sono  determinate  da  gt,  gt,  g3  in  l,,  llt  si 
possono  trovare  altre  generatrici  del  sistema  y.  Il  contorno 
dell’ iperboloide  è disegnato  nella  seconda  proiezione,  esso 
tocca  i,"  in  Pj". 

4)  Costruire  i piani  tangenti  ad  un  elicoide  gobbo  a piano  di- 
rettore in  tre  punti  di  una  generatrice,  quando  Tasse 
dell’elica  è parallelo  ad  OX  ; parimente  costruire  i punti 
di  contatto  per  quei  due  piani  tangenti,  i quali  passano 
per  la  generatrice  e ed  hanno  una  inclinazione  a,  data , 
per  es.  = 45°,  rispetto  all’  asse  dell’  elica  e per  quelli  che 
sono  normali  ai  piani  di  proiezione. 

•r>)  Eseguire  le  analoghe  costruzioni  per  la  superficie  della  vòlta 
dell’ingresso  di  una  torre  rotonda,  quando  Tasse  della 
torre  è parallelo  all’  asse  OX ; por  T elicoide  gobbo  che  ha 
parimente  Tasse  parallelo  ad  OX.  ; per  il  conoide  sfe- 
rico, § 105,  a,  3 ; per  la  rete  delle  normali,  § 105,  a,  4 ; 
per  il  cilindroide  del  § 105,  b,  3,  quando  g3  è la  retta  al- 
T infinito  del  secondo  piano  di  proiezione. 

0)  Costruire  per  la  generatrice  e di  una  superficie  rigata,  data 
per  mezzo  delle  sue  tre  direttrici,  un  iperboloide  tan- 
gente elio  : a)  contenga  Tasse  0 Y del  sistema  di  proie- 
zione, oppure  b)  la  normale  al  quadro  nella  proiezione 
centrale.  Gli  iperboloidi  tangenti  per  la  superficie  della 
vòlta  a sbieco,  i quali  corrispondono  alle  sue  differenti  ge- 
neratrici e contengono  Tasse  verticale  della  superficie, 
passano  anche  per  la  di  lei  direttrice  rettilinea. 

7)  Costruire  per  la  generatrice  e di  una  superficie  rigata,  data 
per  mezzo  delle  sue  tre  direttrici,  per  es.  l’elicoide  gobbo, 
il  paraboloide  tangente  clic  ha  per  piano  direttore  il  qua- 
dro, oppure  uno  dei  piani  di  proiezione. 
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Nella  Fig.  193  è costruito  per  la  generatrice  i,  che  passa  pel 
punto  P,  dell’  elica  da  prima  il  paraboloide  tangente  col 
piano  direttore  XOY , poscia  quello  che  ha  per  piano  di- 
rettore XOZ  : le  generatrici  del  primo  sono  indicate  con 
g,  l;  quelle  del  secondo  con  g*,  l *.  I piani  tangenti  in  P„  Pt 

X-ig.  103. 


e nel  punto  all’infinito  della  generatrice,  hanno  respetti  va- 
mente  per  tracce  , s,’,  s,“  ed  ss',  «,*,  ss“  ; il  piano  s“  è un 
piano  direttore  comune  ai  due  paraboloidi,  ad  esso  sono  pa- 
rallele le  rette  l e le  rette  1*.  I punti  P , , P s danno  pel  primo 
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paraboloide  le  generatrici  </, , gt\  pel  secondo  le  generatrici 
g*,  gt*.  Pel  primo  paraboloide  è allora  costruita  la  gene- 
ratrice lt  che  passa  pel  punto  D di  gt , e (piindi  si  hanno 
le  generatrici  gk,...  gt  del  sistema  g;  il  contorno  oriz- 
zontale è manifesto.  Del  secondo  paraboloide  è pel  punto 
D della  generatrice  g,*  determinata  la  generatrice  l.* , e 
quindi  sono  determinate  le  generatrici  </,*,  g*, ...  g7m  del 
sistema  g * ; il  contorno  nel  piano  verticale  è manifesto. 

108.  Se  per  una  generatrice  e di  una  superficie  gobba  con- 
duciamo delle  coppie  di  piani  normali  fra  loro,  queste  formano 
un  fascio  di  piani  in  involuzione,  il  cui  asseti  la  rettale  quindi 
i loro  punti  di  contatto  formano  in  e una  punteggiata  in  invo- 
luzione ; in  questa  il  centro  è il  punto  di  contatto  del  piano 
tangente  normale  al  piano  assintotico  della  generatrice,  e questo 
centro  è tra  i punti  della  generatrice  (§  10,  Es.  0)  quello,  in  cui 
essa  è incontrata  dalla  minima  distanza  fra  lei  e la  generatrice 
successiva,  è il  punto  della  linea  di  stringimento  della  superfi- 
cie rigata  che  appartiene  alla  generatrice  e (Cfr.  § lJl , Oss.  II). 

Pei  punti  di  contatto  di  due  piani  tangenti  alla  superficie 
che  passano  per  la  medesima  generatrice  e e sono  normali  fra 
loro,  ossia  per  una  coppia  di  punti  della  involuzione  or  ora  de- 
terminata, il  prodotto  delle  distanze  dal  punto  centrale  è co- 
stante — lo  diremo  potenza  proiettiva  della  generatrice  e;  od 
anche  seguendo  Chasles,  diremo  parametro  della  generatrice  la 
media  geometrica  di  quelle  distanze  (Cfr.  §§  Ili,  20,  Es.  6). 
Quando  la  generatrice  e taglia  la  generatrice  successiva,  il 
punto  d’ intersezione  appartiene  alla  linea  di  stringimento 
della  superficie  ; il  piano  delle  due  generatrici  tocca  allora  la 
superficie  in  tutti  i punti  delle  generatrici  stesse,  la  super- 
ficie possiede  un  elemento  piano,  ossia  è sviluppabile  lungo 
quella  generatrice.  Abbiamo  considerato  nel  § 104  (Oss.  I 
e II)  il  modo  col  quale  si  presentano  tali  singolari  genera- 
trici, studiamole  ora  in  alcuni  casi  particolari.  I conoidi 
che  hanno  per  direttrice  curvilinea  una  linea  chiusa  presen- 
tano sulla  direttrice  rettilinea  situata  a distanza  finita , la 
quale  è una  linea  multipla  per  la  superficie,  il  passaggio  da 
punti  reali  a punti  isolati  o parasiti  - passaggio  che  ha  luogo 
nei  punti,  in  cui  la  direttrice  rettilinea  è incontrata  dai  piani 
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tangenti  alla  direttrice  curvilinea  paralleli  al  piano  direttore. 
Le  generatrici  situate  in  quei  piani  tangenti  e che  incontrano 
la  direttrice  rettilinea  nei  punti  di  passaggio,  tagliano  le  gene- 
ratrici infinitamente  vicine.  Questo  esempio  può  anche  dar 
luogo  ad  osservare  generatrici  consecutive  che  si  tagliano  ed 
hanno  un  carattere  speciale.  Se  ci  immaginiamo  una  tangente 
alla  direttrice  curva  tale  che  incontri  la  direttrice  rettilinea  si- 
tuata a distanza  finita,  pei  punti  infinitamente  vicini  che  quella 
tangente  ha  a comune  colla  curva  passano  due  generatrici  conse- 
cutive della  superficie  che  sono  parallele,  poiché  sono  le  inter- 
sezioni di  due  piani  paralleli  col  piano  determinato  da  quella 
tangente  e dalla  direttrice  rettilinea  situata  a distanza  finita. 
Il  punto  all’  infinito  di  queste  due  generatrici  però  non  può 
dirsi  che  appartenga  alla  linea  di  stringimento  della  superficie, 
poiché  le  due  rette  sono  ovunque  egualmente  distanti. 

Osscrvaz.  I)  Le  normali  ad  una  superficie  gobba  nei  punti  di  una  gene- 
ratrice formano  un  paraboloide  iperbolico,  che  diremo  il 
paraboloide  delle  normali  corrispondente  a quella  genera- 
trice ; il  piano  normale  alla  generatrice  c quello  che  passa 
per  la  generatrice,  ed  è normale  al  piano  assintotico  della 
generatrice  stessa,  sono  i piani  direttori  del  paraboloide, 
il  quale  è dunque  (§  90,  Es.  13)  equilatero.  II  punto  cen- 
trale della  involuzione  situata  sulla  generatrice  è il  vertice 
del  paraboloide. 

Il)  Se  un  iperboloide  di  rotazione  è tangente  ad  una  data  super- 
ficie gobba  lungo  una  generatrice,  il  suo  centro  trovasi  in 
un  punto  della  normale  alla  superficie  nel  punto  centrale 
della  involuzione  situata  sulla  generatrice. 

Esercizi.  1)  Rappresentare  il  paraboloide  delle  normali  per  una  data  ge- 
neratrice di  un  elicoide  gobbo,  o di  un  elicoide  gobbo  a 
piano  direttore. 

‘2)  Determinare  un  iperboloide  di  rotazione  tangente  ad  una 
superficie  gobba  lungo  una  generatrice  per  modo  che  sia 
tangente  ad  un  piano  dato  parallelo  ad  uno  dei  suoi  assi. 

3)  Se  due  iperboloidi  di  rotazione  hanno  lo  stesso  parametro  per 
una  generatrice  e dell’  uno  ed  una  generatrice  e*  dell’al- 
tro , essi  possono  essere  portati  in  tale  posizione  che  si 
tocchino  lungo  una  generatrice;  basta  perciò  portare  la 
generatrice  e sulla  generatrice  e*,  e far  coincidere  i punti 
centrali  : la  generatrice  e,  e*  è la  generatrice  di  contatto. 
Cosa  si  ricava  di  qui  per  due  superficie  gobbe  qualunque'.' 
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4)  Costruire  alcuni  punti  della  linea  di  stringimento  della  rete 

delle  normali  (§  105,  a,  4). 

5)  La  linea  di  stringimento  dell’ elicoide  gobbo  e quella  del- 

l’elicoide gobbo  a piano  direttore  coincidono  coll’asse  del- 
l' elica.  Quale  differenza  si  ha  per  le  due  superfìcie  ? 

6)  La  linea  di  stringimento  di  un  conoide  retto  è la  direttrice 

rettilinea  a distanza  finita;  la  proiezione  ortogonale  della 
linea  di  stringimento  di  un  conoide  qualunque  sul  suo 


Fig.  194. 


piano  direttore  è l’ inviluppo  delle  corrispondenti  proie- 
zioni delle  sue  generatrici. 

7)  La  linea  di  stringimento  di  una  superfìcie  gobba  che  ha  una 
direttrice  rettilinea,  ed  ha  un  cono  direttore  che  è di  rota- 
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zione  con  quella  direttrice  rettilinea  per  asse , è precisa- 
mente  la  direttrice  rettilinea. 

8)  Costruire  le  generatrici  successive  che  si  tagliano,  e quelle  che 

sono  parallele  fra  loro  del  conoide  sferico.  Quali  sono  que- 
ste generatrici  pel  conoide  circolare (§  105,  a,  Fig.  185)? 

Pel  conoide  sferico  le  generatrici  successive  che  si  tagliano 
sono  quelle  che  trovansi  in  quei  piani  tangenti  alla  sfera 
che  passano  per  le  direttrici  rettilinee.  Nella  Fig.  194  è 
disegnato  il  conoide  sferico  nella  prima  e seconda  proie- 
zione, nella  ipotesi  che  la  direttrice  rettilinea  g a distanza 
finita  sia  parallela  al  piano  A' 02,  e la  direttrice  rettilinea 
situala  a distanza  infinita  sia  la  retta  all’infinito  del  piano 
A'OV.  Allora  un  gruppo  di  quelle  rette  — quale?  — è 
formato  dalla  generatrice  più  alta  e da  quella  più  bassa 
e„,en\  l’altro  dalle  generatrici  c,  e*  che  partono  dai 
punti  di  contatto  A,  B della  sfera  coi  piani  che  pas- 
sano per  g. 

9)  Mostrare  che  un  cilindroide  ha  due  generatrici,  le  quali  sono 

parallele  alle  loro  consecutive. 

10)  La  superficie  dell’  arco  a sbieco  ha  due  generatrici  clic  tagliano 
le  loro  vicine  e duo  altre  parallele  alle  loro  successive  ; 
costruirle. 

109.  I punti  singolari  di  una  superficie  gobba,  nei  quali  si 
tagliano  due  generatrici  consecutive,  sono  inclusi  naturalmente 
tra  quelli,  in  cui  si  tagliano  due  generatrici  qualunque  (in  ge- 
nerale non  consecutive).  È evidente,  se  si  osserva  la  molti pli- 
cità  delle  direttrici,  che  sopra  ciascuna  generatrice  esistono  dei 
punti,  pei  quali  passano  anche  altre  generatrici.  Ora  conside- 
riamo un  piano  che  passa  per  la  generatrice  e,  esso  tocca  la 
superficie  in  un  punto  \i  di  c e taglia  la  superficie’  stessa, 
supposta  di  grado  n,  secondo  una  linea  dell’ordine  n — 1 , che 
toccherà  la  generatrice  e in  g.  e la  taglierà  in  altri  n — 2 punti, 
ciascuno  dei  quali  sarà  un  punto,  pel  quale  passeranno  due  ge- 
neratrici della  superficie  ; poiché  la  nostra  curva  di  ordine  n — 1 
è il  luogo  delle  intersezioni  delle  generatrici  della  superficie  col 
piano:  ora,  se  per  quei  punti  passano  due  generatrici  non  con- 
secutive della  superficie,  vi  saranno  due  piani  tangenti  di- 
stinti che  in  ciascuno  di  quei  punti  toccheranno  la  superficie, 
saranno  quei  piani  che  contengono  le  due  generatrici,  e le  rette 
che  passando  per  quei  punti  incontrano  quelle  generatrici  e le 
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loro  consecutive.  Questi  n — 2 punti  sono  dunque  punti  doppi 
della  superficie,  poiché  in  essi  vi  sono  due  piani  tangenti,  ma 
possiamo  verificare  che  sono  doppi  per  questa  ragione,  che  ogni 
retta  che  passa  per  uno  di  essi  incontra  soltanto  in  altri  n — 2 
punti  la  superficie;  infatti  non  può  incontrare  altro  che  n — 2 
generatrici,  oltre  le  due  che  si  incrociano  in  quel  punto.  Gli 
« — 2 punti  ora  considerati  sulla  generatrice  e godono  dun- 
que di  proprietà  che  sono  indipendenti  affatto  dalla  scelta  del 
piano  tangente  condotto  per  e,  quindi  debbono  rimanere  fissi 
sulla  retta  e,  quando  si  fa  girare  il  piano  tangente  attorno  ad 
essa.  Esiste  dunque  sopra  ogni  superficie  gobba  del  grado  n 
in  generale  una  curva  doppia  dell’ordine  n — 2,  che  è incon- 
trata da  ogni  generatrice  in  n— • 2 punti.  I punti  speciali,  in  cui 
due  generatrici  consecutive  si  toccano,  sono  sulla  curva  doppia, 
ed  hanno  la  proprietà  suaccennata  di  avere  un  piano  tangente 
unico,  e quindi  in  quei  punti  speciali  la  curva  doppia  si  com- 
porta come  lo  spigolo  di  regresso  nelle  sviluppabili. 

Prendiamo  sulla  generatrice  e un  punto  ad  arbito  rip.  e 
conduciamo  gli  infiniti  piani  che  passano  per  esso  e per  le  ge- 
neratrici della  superficie,  tutti  questi  piani  invilupperanno  un 
cono,  il  quale  sarà  della  classe  n — 1,  poiché  condotta  per  p una 
retta  arbitraria  questa  non  incontrerà  la  superficie  altro  che 
in  n — 1 punti  fuori  di  p,  e quindi  per  essa  non  potranno  con- 
dursi che  n — 1 piani  tangenti  al  cono  ; ma  per  la  generatrice  e, 
la  quale  non  incontra  che  altre  « — 2 generatrici  (nei  punti 
della  linea  doppia),  non  si  possono  condurre  che  n — 2 piani 
tangenti  al  cono,  oltre  al  piano  tangente  alla  superficie  in  p; 
donde  segue  che  per  ogni  generatrice  della  superficie  gobba 
si  possono  condurre  n — 2 piani  che  contengono  un'  altra  ge- 
neratrice, che  sono  cioè  bitangenti  alla  superficie;  tutti  questi 
piani  inviluppano  una  sviluppabile,  che  ha  n — 2 piani  tan- 
genti che  passano  per  ciascuna  generatrice  della  superficie. 
Chiameremo  questa  sviluppabile  la  sviluppabile  bilangente  alla 
superficie  gobba.  I piani  che  inviluppano  la  sviluppabile  bi- 
tangente  toccano  la  superficie  gobba  in  due  punti  distinti  in  ge- 
nerale, ma  quelli  che  contengono  due  generatrici  consecutive 
della  superficie  toccano  in  un  sol  punto  la  superficie  stessa. 
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Finalmente  ogni  superfìcie  gobba  in  generale  contiene  un 
certo  numero  di  generatrici  doppie,  vale  a dire  di  tali  rette,  in 
cui  vengono  a coincidere  due  posizioni  non  consecutive  delle 
generatrici;  ogni  retta  per  esempio  che  incontra  la  direttrice  C, 
in  due  punti  e le  direttrici  Ct,  C,  in  un  sol  punto  gode  di  questa 
proprietà.  Sia  C,  la  direttrice  che  deve  essere  tagliata  due  volte, 
il  numero  delle  intersezioni  di  C , colla  superficie  gobba  gene- 
rata dalle  rette  che  incontrano  una  volta  Ct  e due  volte  C,  dà 
il  numero  delle  generatrici  doppie  che  incontrano  due  volte  C,  ; 
ma  il  grado  della  superficie  gobba  generata  in  quest'ultimo  modo 
è eguale  ad  m%  volte  il  grado  della  superficie  generata  dalle 
rette  che  incontrano  due  volte  Ct  ed  una  volta  una  retta;  se 
s’ indica  quindi  con  A,  (Cfr.  § 82 , c)  il  numero  delle  rette  che 
da  un  punto  dello  spazio  possono  essere  condotte  in  modo  da 
incontrare  due  volte  la  linea  C, , avremo  per  il  grado  dell’  ul- 
tima superfìcie  gobba 

h -4 

^ 9 

infatti,  conducendo  un  piano  qualunque  per  la  retta  direttrice 
questo  taglia  C,  in  m , punti,  la  retta  sarà  una  linea  h,''pU 
della  sezione  (§  104,  Oss.  I)  e nel  piano  giaceranno 

»»t  (»»,  — 1) 

2 


generatrici  della  superficie  che  saranno  le  congiungenti  due  a 
due  di  quegli  ?«,  punti.  Dunque  la  sezione  piana  è una  linea  del- 
l’ ordine 

/,  ^ O,  - 1) 

II.  "T"  -r • 


Quindi  il  numero  delle  generatrici,  che  sono  doppie  perchè 
incontrano  due  volte  la  curva  C,,  è: 


e conseguentemente  il  numero  totale  delle  generatrici  doppie 
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della  superficie  gobba  che  ha  per  direttrici  le  curve  C„  Ct,  C,, 
cui  corrispondono  i numeri  mt , A,  ; m.,  A,  ; mit  A, , è dato  da 


t/j,  ni,  • mt 


( m , -+-  mt  ■+■  jh,  — 3 A,  A, 

V 2 + 


Osserva:.  I)  Poiché  le  curve  C,,  Ct,C , sono  respettivamente  degli  or- 
dini di  moltiplicità  w,  m3,  mims,  m,m, , ogni  genera- 
trice incontra  nei  punti  in  cui  si  appoggia  sulle  direttrici 

(ni,  wij  -i-  m,  -t-  tu,  »i s)  — 3 

generatrici,  ma  la  superficie  è di  grado  2tn1mt i»,  ed 
ogni  generatrice  deve  incontrare  in  2(rn,  m,  m3 — 4)  punti 
la  curva  doppia,  quindi  incontra  altre 

2»n,  m,  in,  — (ni,  m3- t-  m,ni3-i-  »n,  m,)  1 

generatrici  fuori  dei  punti  in  cui  si  appoggia  alle  diret- 
trici. Supponendo  m,  = m,  = 1 questo  numero  diviene 
eguale  a zero,  cioè  le  superficie  che  hanno  due  direttrici 
rettilinee  che  sono  linee  multiple  della  superfìcie  non 
hanno  nessuna  curva  doppia  propriamente  detta  ; ciò  vale 
per  es.  per  la  rete  delle  normali,  per  l’elicoide  gobbo  e pei 
conoidi.  La  superficie  gobba,  che  è del  sesto  grado  ed  ha 
per  direttrici  una  curva  gobba  del  terzo  ordine  e due  ret- 
te, non  ha  curva  doppia,  ma  quattro  generatrici  doppie. 
Esercizi.  I)  La  superficie  gobba  del  terzo  grado (§100,  Oss.ll)può  contenere 
soltanto  una  retta  doppia.  Ciò  potrebbe  dedursi  anche  dal- 
1’  osservare  che  una  curva  piana  del  terzo  ordine  non  può 
avere  che  un  sol  punto  doppio  (Cfr.  § 114). 

2)  La  superficie  della  vòlta  a sbieco  (§  105)  ha  generatrici  due 

a due  parallele,  possiede  quindi  all’  infinito  una  curva 
doppia;  dimostrare  che  questa  va  considerata  come  una 
conica. 

3)  Quale  è la  natura  della  curva  doppia  dell’elicoide  gobbo? 

Dimostrare  che  è un  sistema  di  eliche  che  hanno  lo  stesso 
asse  e lo  stesso  passo  dell’  elica  direttrice. 

4)  Disegnare  la  seconda  retta  osculatrice  della  superficie  gobba 

in  un  punto  della  generatrice  e;  costruendo  la  interse- 
zione della  superficie  col  piano  tangente  in  quel  punto, 
la  tangente  alla  sezione  in  quel  punto  è la  seconda  retta 
cercata. 

5)  Dati  tre  punti  P, , P, , P,  di  una  generatrice  e della  super- 

ficie gobba,  le  seconde  rette  osculatrici  della  superficie  in 
quei  punti  possono  considerarsi  come  generatrici  del- 
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l'iperboloide  che  oscula  la  superficie  lungo  la  generatrice 
e (§  107).  Per  eseguire  la  costruzione  dell’iperboloide 
osculatore  ad  una  superficie  gobba  lungo  una  generatrice 
e si  può  procedere  nel  modo,  di  cui  ora  diamo  un  esempio. 
Nella  Fig.  195  è costruito  l’ iperboloide  osculatore  lungo 
la  generatrice  1,  ad  una  superficie  gobba  del  terzo  grado, 
le  cui  direttrici  sono  un  circolo  K nel  piano  del  qua- 
dro, una  retta  yi  ossia  S,  0,'  che  taglia  il  cerchio,  ed  una 
rotta  gt  che  non  taglia  nè  il  cerchio  nè  la  retta  gt.  Di 
questo  iperboloide  si  ha  la  retta  f,  come  generatrice  di  un 
sistema,  e le  rette  g, , gt  come  generatrici  dell'altro  si- 
stema; rimane  quindi  da  cercare  un’altra  generatrice 
di  questo  secondo  sistema.  Si  costruisce  per  ciò  il  piano 

Fig.  105. 


Nn  ’-l  »' 

W 

tangente  sq'  alla  superficie  gobba  nel  punto  A di  l , (Cfr. 
§ 107)  e si  determina  la  conica,  secondo  la  quale  esso  taglia 
la  superficie  nll’infuori  di  l,:  di  questa  conica  sono  noti  a 
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priori  il  punto  A cd  i punti  B,  C,  il  primo  di  questi  ultimi 
due  trovasi  sul  cerchio  e sopra  s ed  il  secondo  sulla  retta 
due  altri  punti  I)  ed  E si  ottengono  come  intersezioni  del 
piano  colla  coppia  di  generatrici  che  partono  da  un  punto  F 
di  ; la  tangente  a questa  sezione  conica  in  A sarà  la  se- 
conda retta  osculatrice  della  superficie  in  A e per  conse- 
guenza anche  la  terza  generatrice  g3  cercata.  Se  si  deter- 
mina una  seconda  generatrice  1,  dell’altro  sistema,  peres. 
quella  che  passa  per  G in  </, , sono  determinati  la  traccia , 
la  linea  di  Fuga  ed  il  contorno  dell’  iperboloide  ; nella 
Fig.  195  è indicata  1'  ellisse  del  contorno;  1’  asse  di  pro- 
spettiva t,  delle  punteggiate  proiettive  determinate  da  g, , 
fft , ih  sopra  (, , 1,  dà  i punti  di  contatto  di  1, , 1,  col  contorno. 
I cinque  punti  S Sk  determinano  la  traccia  ellitti- 
ca, ec.  Questa  superficie  gobba  è rappresentata  completa- 
mente nella  Fig.  100  e la  generatrice  l , è rappresentata 
dalla  retta  SQ'  della  Figura. 

C)  Se  due  superficie  gobbe  si  toccano  lungo  una  generatrice 
(§  107,  Oss.  I),  esse  in  generale  si  tagliano  anche.secondo 
una  curva,  che  incontra  la  generatrice  di  contatto  in  due 
punti  ed  in  questi  le  due  superficie  si  osculano  fra  loro 
(Cfr.  § 107,  Oss.  VI).  Le  seconde  rette  osculatrici  in  quei 
punti  sono  le  tangenti  alla  curva  sezione  (Cfr.  § 93,  Oss.  II). 

7)  Quand’  è che  l’ iperboloide  osculatore  diviene  un  paraboloide 
iperbolico  ? Per  quali  delle  superfìcie  del  § 105  ? 

Osservai.  II)  Ogni  superficie  gobba  contiene  una  serie  di  curve  gobbe  de- 
scritte su  di  essa,  tali  che  permettono  di  considerare  la 
superfìcie  come  generata,  tanto  come  luogo  dei  loro 
punti,  quanto  come  inviluppo  delle  loro  sviluppabili  oscu- 
latrici (Cfr.  § 103,  a).  Esso  diconsi  le  linee  assintotiche 
della  superficie.  Se  sulla  superficie  gobba  vi  sono  delle 
generatrici  che  incontrano  le  loro  consecutive,  queste  linee 
passano  pei  punti  di  intersezione  e toccano  quelle  gene- 
ratrici in  quei  punti. 

Ili)  Siccome  le  seconde  rette  osculatrici  ad  una  superficie  gobba 
nei  punti  di  una  medesima  generatrice  e formano  un 
iperboloide  che  contiene  la  generatrice  successiva  e,,  e 
siccome  inoltre  le  porzioni  delle  rette  osculatrici  com- 
prese fra  e ed  e,  sono  elementi  di  curve  assintotiche,  cosi 
si  hanno  i seguenti  teoremi  : Le  curve  assintotiche  sopra 
una  superficie  gobba  determinano  sulle  sue  generatrici 
punteggiate  proiettive.  Tre  curve  assintotiche  sopra  una 
superficie  gobba  determinano  tutte  le  altre,  vale  a dire, 
note  che  siano  tre  curve  assintotiche  di  una  superficie 
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gobba,  si  può  determinare  la  curva  assintotica  clic  passa 
per  un  dato  punto  qualsiasi  della  superficie. 

Esercizi.  8)  Se  tra  le  direttrici  di  una  superficie  gobba  v’  è una  retta  infi- 
nitamente lontana,  le  curve  assintotiche  formano  sulle  ge- 
neratrici punteggiate  simili.  Due  sole  curve  assintotiche 
bastano  allora  a determinare  le  altre.  Un  caso  particolare 
di  questo  Teorema  si  presenta  nel  paraboloide  iperbolico. 

9)  Come  si  determinano  coll'  aiuto  delle  rette  osculatrici  in  un 
punto  della  superficie  gobba  le  direzioni  delle  linee  di 
curvatura?  (Cfr.  § 103). 

110.  La  sezione  di  una  superficie  gobba  di  grado  n con  un 
piano  qualunque  è una  curva  dell’ordine  n,  i cui  punti  si 
determinano  come  intersezioni  del  piano  colle  generatrici  della 
superficie,  e le  cui  tangenti  si  possono  determinare  come  inter- 
sezioni coi  corrispondenti  piani  tangenti  della  superficie. La  se- 
zione contiene  un  certo  numero  di  punti  doppi  ed  in  via  d’ ec- 
cezione anche  dei  cuspidi,  ciò  accade  quando  il  piano  contiene 
uno  di  quei  punti  singolari  della  superficie,  pel  quale  passano 
due  generatrici  successive  della  medesima. 

Questa  costruzione  e queste  proprietà  valgono  in  partico- 
lare per  le  tracce  delle  superficie  gobbe  sui  piani  di  proiezione 
o sul  quadro. 

Il  cono  circoscritto  alla  superficie  e che  ha  per  vertice  un 
punto  qualunque  dello  spazio  situato  fuori  della  superficie  stes- 
sa, è un  cono  della  classe  n**4"*,  che  ha  per  piani  tangenti  i piani 
che  uniscono-  il  suo  vertice  colle  generatrici  della  superficie  e 
per  generatrici  le  rette  che  dal  vertice  vanno  ai  punti  di  contatto 
corrispondenti  a quei  piani  tangenti.  Questo  cono  possiede  un 
certo  numero  di  piani  bitangenti , ma  solamente  in  alcuni  casi 
speciali  piani  tangenti  stazionari,  e ciò  quando  il  punto  scelto 
come  vertice  trovasi  in  uno  dei  piani  singolari  che  contengono 
due  generatrici  successive  della  superficie.  In  tal  modo  si  de- 
terminano i contorni  apparenti  della  superficie  sui  piani  di  pro- 
iezione; questi  contorni  sono  gli  inviluppi  delle  proiezioni 
omonime  delle  generatrici  e si  ottengono  i relativi  punti  di 
contatto,  quando  si  determinano  come  proiezioni  dei  punti 
di  contatto  dei  piani  proiettanti  che  passano  per  le  corrispon- 
denti generatrici.  Si  ottengono  cosi  anche  i contorni  dell’  om- 
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bra  portata  da  una  tale  superfìcie  sopra  un  piano  e come  caso 
particolare  sui  piani  di  proiezione  tanto  nel  caso  in  cui  i raggi 
luminosi  sono  paralleli,  quanto  in  quello  in  cui  emanano  da  un 
punto  situato  a distanza  finita  ; allora  la  curva  tracciata  sulla 
superficie  dai  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  che  passano 
pel  punto  luminoso  costituisce  la  linea  di  separazione  tra  la 
parte  illuminata  e la  parte  oscura  della  superficie,  costituisce 
cioè  il  contorno  dell’ombra  propria.  Si  potrà  determinare  (§  102, 
Oss.  V)la  tangente  al  contorno  dell'  ombra  propria  in  un  punto 
qualunque  se  si  conoscono  le  due  rette  osculatrici  alla  super- 
ficie in  quel  punto,  cioè  la  seconda  retta  osculatrice,  poiché  una 
è la  generatrice  rettilinea  stessa  (§  109,  Es.  5). 


Osserva :.  I*)  Due  sezioni  piane  qualunque  di  una  superficie  gobba  sono  in 
generale  riferite  fra  loro  per  modo  che  ad  un  punto  del- 
1’  una  corrisponde  un  punto  dell’altra,  ad  una  tangente 
dell’  una,  una  tangente  dell’altra;  esse  sono  quindi  (§62, 
nota)  dello  stesso  genere , cioè  il  numero 


(f*  — !)(,“- 


■2) 


(»-i)(y-2) 

2 


è lo  stesso  per  le  due  curve.  Si  ottengono  quindi  le  caratte- 
ristiche della  seconda  sezione,  supposto  noto  il  numero  p, 
quando  se  ne  conoscono  due.  Per  es.,  in  generale  abbiamo 
veduto  che  non  vi  sono  nelle  sezioni  punti  cuspidali,  quindi 
tao,  ed  abbiamo  visto  che  l’ordine  di  una  sezione  in 
generale  è uguale  alla  classe  della  superficie;  dunque  di 
queste  sezioni  generali  sono  note  le  caratteristiche. 

II*)  L’ordine  della  curva  doppia  di  una  superficie  gobba  è uguale 
alla  classe  della  sua  sviluppabile  bitangente. 

Indichiamo  infatti  con  x,  la  classe  della  sviluppabile,  il  cono 
circoscritto  alla  superficie  col  vertice  in  un  punto  qualun- 
que ha  allora  x,  piani  bitangenti , non  ha  piani  tangenti 
stazionari  ed  6 della  classe  n,  quindi  il  suo  ordine  è 

= n(n — i)  — 2x,; 

ma  l’ ordine  del  cono  è evidentemente  uguale  alla  classe 
della  curva,  che  si  ottiene  segando  la  superficie  gobba  con 
un  piano  che  passa  pel  vertice  del  cono;  e la  classe  di 
questa  curva  è 

i»(h— 1)  — 2x,, 
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se  x , è il  numero  dei  suoi  punti  doppi,  ossia  l'ordine  della 
curva  doppia  (chi*  la  sezione  non  può,  come  già  si  è os- 
servato, avere  in  generale  dei  cuspidi);  quindi  è 


*®1  — Xj . 

Esercizi,  1)  Disegnare  la  traccia  di  un  cilindroide (§105)  nel  piano  di  pro- 
iezione XOY  e mostrare  che  tutte  le  sezioni  fatte  in  esso 
da  piani,  che  passano  per  la  intersezione  dei  piani  delle 
due  curve  direttrici,  sono  uguali  alle  sezioni  corrispon- 
denti del  cilindro  originale;  quindi  a modo  di  esempio 
• sezioni  coniche  se  il  cilindro  originale  è di  secondo  grado. 

2)  Costruire  la  sezione  della  superficie  della  vòlta  a sbieco  con 

un  piano  normale  alla  direttrice  rettilinea. 

3)  Dimostrare  che  la  seziono  dell’  elicoide  gobbo  con  un  piano 

normale  all’asse  è una  spirale  di  Archimede.  Come  si  co- 
struisce coll’aiuto  della  sviluppante  del  cerchio  base? 
(Gir.  § 411). 

4)  Costruire  il  contorno  dell’  ombra  propria  tanto  per  1’  elicoide 

gobbo,  quanto  per  l’elicoide  gobbo  apiario  direttore,  nella 
ipotesi  che  i raggi  luminosi  emanino  da  un  punto  a di- 
stanza infinita. 

5)  I punti  di  intersezione  di  due  generatrici  consecutive  di  una 

superficie  gobba  appartengono,  qualunque  sia  la  direzione 
dei  raggi  luminosi  paralleli,  al  contorno  dell’ombra  pro- 
pria della  superficie,  e le  generatrici  corrispondenti  toc- 
cano in  quei  punti  la  linea  di  separazione  della  parte 
illuminata  da  quella  oscura.  Quei  punti  si  comportano 
analogamente  ai  vertici  dei  coni  ed  ai  punti  dello  spigolo 
di  regresso  delle  sviluppabili.  Le  loro  immagini  giacciono 
per  ogni  proiezione  nel  corrispondente  contorno  della 
superficie. 

0)  Costruire  il  contorno  dell’  ombra  propria  sulla  superficie 

della  vòlta  a sbieco  e su  quella  della  vòlta  dell’  ingresso 
nella  torre  rotonda,  e provare  per  la  prima  superficie 
che  le  generatrici  della  superficie,  che  sono  fra  loro  infi- 
nitamente vicine  e parallele  (§  108,  Es.  10),  debbono  es- 
sere assintoti  del  contorno  dell’  ombra  propria. 

1)  Se  si  conosce  l’iperboloide  osculatore  ad  una  superficie  gobba 

lungo  la  generatrice  e (cioè  tre  delle  generatrici  di  quel- 
l’ iperboloide),  la  tangente  al  contorno  dell' ombra  nel 
punto  di  questa  linea  che  trovasi  in  e si  può  costruire 
secondo  il  § 102 , Oss.  V ; essa  è coniugata  armonica- 
mente  al  raggio  di  luce  rispetto  alle  due  generatrici  del- 
l’ iperboloide  che  passano  per  quel  punto. 
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8)  Il  Teorema  dell’  Esercizio  precedente  fornisce  la  costruzione 
degli  assintoti  del  contorno  dell'  ombra , come  caso  par- 
ticolare di  quella  delle  tangenti  alla  curva,  di  quelle  tan- 
genti cioè  che  si  trovano  in  quei  piani  assintotici  della 
superficie  che  contengono  il  punto  luminoso.  I seguenti 
teoremi  si  deducono  dalla  divisione  armonica:  Per  un  cono 
tangente  ad  un  conoide  il  vertice  ed  un  assintoto  della 
curva  di  contatto  sono  equidistanti  dalla  generatrice  situata 
nel  piano  assintotico  della  superficie  che  passa  pel  vertice, 
l’el  cilindro  circoscritto  ad  una  superficie  gobba  l’ assintoto 
di  un  ramo  infinito  della  curva  di  contatto  giace  nel  piano 
assintotico  alla  superficie  che  contiene  la  direzione  delle 
generatrici  del  cilindro,  ed  è equidistante  dalla  genera- 
trice della  superficie  contenuta  in  questo  piano  e dalla  se- 
conda generatrice  che  trovasi  in  questo  piano  dell’  iperbo- 
loide osculatore  alla  superficie  lungo  la  prima  generatrice, 
fi)  Costruire  il  contorno  dell’elicoide  gobbo  in  un  piano  paral- 
lelo al  suo  asse.  Questo  ha  per  assintoti  due  serie  di  pa- 
rallele all’  asse  disposte  simmetricamente  ed  equidistanti 
(Cfr.  §111). 

10)  Il  numero  e la  posizione  degli  assintoti  di  una  sezione  piana 
di  una  superficie  gobba  si  determinano  per  mezzo  delle 
relazioni  del  piano  della  sezione  colla  sezione  piana  infi- 
nitamente lontana.  Applicare  questa  considerazione  ai 
due  elicoidi  gobbi,  alla  vòlta  dell’ ingresso  nella  torre 
rotonda  ed  al  cilindroide.  Questi  esempi  forniscono  dei 
rami  infiniti  nella  sezione  in  due  modi  diversi,  o perchè 
vi  sono  delle  generatrici  parallele  al  piano  secante,  o per- 
chè vi  sono  delle  generatrici  infinitamente  lontane. 

111.  Se  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  si  tirano  delle 
rette  parallele  alle  generatrici  consecutive  di  una  superficie 
gobba,  si  ha  un  cono  che  può  dirsi  il  cono  direttore  della 
superficie.  Questa  denominazione  va  presa  però  in  un  senso 
più  ristretto  che  per  le  sviluppabili  (§  73).  Infatti  il  piano  tan- 
gente al  cono  lungo  una  generatrice  è parallelo  soltanto  a quel 
piano  tangente  che  tocca  la  superficie  gobba  nel  punto  all’in- 
finito della  corrispondente  generatrice,  poiché  è parallelo  alla 
generatrice  successiva,  od  in  altre  parole  il  piano  tangente  al 
cono  è parallelo  al  piano  assintotico  corrispondente  alla  gene- 
ratrice parallela  a quella  di  contatto  del  cono. 

Il  cono  direttore  si  ottiene  immediatamente  per  l’ elicoide 
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gobbo,  esso  non  è altro  che  un  cono  circolare  retto  che  ha  per 
asse  l’asse  dell’elica  direttrice;  il  cono  direttore  rimpiazza 
sempre,  come  in  questo  caso,  una  direttrice  infinitamente  lon- 
tana e quindi  piana. 

Per  ogni  sezione  piana  della  superficie  il  cono  direttore 
determina  i rami  infiniti  della  curva  e gli  assintoti,  poiché  se- 
cando la  superficie  con  un  piano  qualunque  gli  assintoti  della 
curva  sezione  saranno  paralleli  alle  generatrici  del  cono  pa- 
rallele al  piano  secante;  inoltre,  siccome  le  rette  all’infinito 
dei  piani  tangenti  al  cono  lungo  quelle  generatrici  sono  pure 
le  rette  all’infinito  dei  piani  assintotici  alla  superficie,  cosi  si 
hanno  i piani  stessi,  osservando  che  essi  contengono  le  gene- 
ratrici della  superficie  parallele  alle  generatrici  di  contatto  del 
cono;  le  intersezioni  dei  piani  assintotici  col  piano  della  sezione 
sono  gli  assintoti  della  curva  sezione. 

Si  può  circoscrivere  alla  superficie  gobba  una  superficie 
sviluppabile  che  la  tocchi  lungo  la  sezione  piana  infinitamente 
distante,  prodotta  nella  superficie  gobba  dal  piano  all’infinito; 
questa  sviluppabile,  i cui  piani  tangenti  sono  i piani  assintotici 
della  superficie,  si  può  chiamare  la  sviluppabile  assinlotica  della 
superficie  gobba.  Le  sue  generatrici  sono  parallele  a quelle  del 
cono  direttore  ed  a quelle  della  superficie  gobba,  poiché  i piani 
che  la  inviluppano  sono  paralleli  ai  piani  tangenti  al  cono. 
Inoltre  essa  tocca  la  superficie  gobba  lungo  quelle  generatrici 
singolari  che  sono  incontrate  dalle  successive,  poiché  il  piano 
delle  due  generatrici  è allora  tangente  alla  superficie  gobba 
lungo  tutta  la  prima  generatrice,  quindi  anche  nel  suo  punto 
all’  infinito.  Preso  un  punto  ad  arbitrio  nello  spazio,  se  si  de- 
scrive un  cono  che  abbia  per  vertice  quel  punto  ed  inviluppi 
la  superficie  gobba,  se  la  linea  di  contatto  del  cono  colla  su- 
perficie ha  dei  rami  infiniti,  gli  assintoti  di  questi  rami  sono 
determinati  dai  piani  tangenti  alla  sviluppabile  assintotica  che 
passano  per  quel  punto  (Cfr.  § 110,  Es.  8). 

Esercizi.  1)  Nella  rappresentazione  di  una  superficie  gobba  per  mezzo 
della  proiezione  centrale  la  linea  di  fuga  della  superficie 
gobba  è contemporaneamente  la  linea  di  fuga  del  cono 
direttore  c quella  della  sviluppabile  assinlotica. 
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2)  Due  superficie  gobbe  si  toccano  lungo  una  generatrice  comune, 

quando  in  due  punti  di  questa  generatrice  esse  hanno  lo 
stesso  piano  tangente  e contemporaneamente  i loro  coni 
direttori,  supposti  concentrici , si  toccano  lungo  la  genera- 
trice parallela  alla  generatrice  comune  delle  due  superfìcie. 

3)  Quando  è che  una  sezione  piana  della  superfìcie  gobba  ha  un 

ramo  parabolico?  Quando  6 che  la  curva  di  contatto  della 
superficie  con  un  cono  circoscritto  ha  un  ramo  parabolico  ? 

4)  Mostrare  che  cosa  succede  , quando  la  sezione  piana  infinita- 

mente lontana  è una  linea  doppia  della  superficie  gobba, 
per  es.,  nel  caso  della  superfìcie  della  vòlta  a sbieco  (Cfr. 
Fig.  188,  § 105,  6,  2). 

5)  Per  P iperboloide  ad  una  falda  il  cono  direttore  che  ha  per 

vertice  il  centro  dell’iperboloide  e la  sviluppabile  assinto- 
tica  coincidono.  11  cono  direttore  di  una  superfìcie  gobba 
coincide  sempre  col  cono  direttore  della  sua  sviluppabile 
assintotica. 

6)  Il  cono  direttore  della  vòlta  a sbieco  taglia  i piani  normali 

alla  sua  direttrice  rettilinea  secondo  cerchi. 

7)  La  sviluppabile  assintotica  dell'  elicoide  gobbo  è un  elicoide 

sviluppabile.  Ed  in  generale:  Se  il  cono  direttore  della 
superfìcie  gobba  è un  cono  di  rivoluzione , lo  spigolo  di 
regresso  della  sua  sviluppabile  assintotica  è un’  elica  so- 
pra un  cilindro,  le  cui  generatrici  sono  parallele  all’asse 
del  cono  di  rotazione. 

8)  Costruire  per  mezzo  di  una  data  curva  C una  superficie  gobba 

che  abbia  per  superfìcie  assintotica  un  dato  cono  K — oc- 
corre perciò  considerare  i punti  di  intersezione  di  C coi 
piani  tangenti  di  K.  Come  si  può  fare  Io  stesso,  quando 
in  luogo  di  avere  una  curva  direttrice  si  ha  una  superfì- 
cie direttrice? 

0)  In  quale  relazione  sta  la  sviluppabile  assintotica  colla  svilup- 
pabile che  è circoscritta  alla  superficie  gobba  lungo  la 
sua  linea  di  stringimento  ? 

10)  Se  una  retta  si  muove  in  modo  che,  mentre  essa  ruota  unifor- 
memente attorno  ad  un  asse,  comunque  situato  nello  spa- 
zio, i suoi  punti  si  trasportano  parallelamente  a quell’asse 
con  moto  uniforme,  il  luogo  delle  posizioni  successive  di 
quella  retta  è una  superficie  rigata  che  potrebbe  dirsi  una 
superficie  rigata  elicoidale  ; queste  superficie  godono  della 
proprietà  che  per  ogni  loro  punto  passa  un’elica  ed  una 
retta,  e tutte  le  eliche  della  superficie  hanno  il  medesimo 
asse  (l’asse,  attorno  al  quale  ruota  la  retta  generatrice) 
ed  il  medesimo  passo;  tutte  le  generatrici  della  superfìcie 
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sono  parallele  alle  generatrici  di  un  cono  circolare  retto 
che  ha  per  asse  una  retta  parallela  all’  asse  di  rotazione. 
La  sviluppabile  assintotica  di  questa  superficie  è la  su- 
perficie formata  dalle  tangenti  all' elica  descritta  dal  punto 
della  generatrice  il  più  vicino  all’  asse.  Quest’  elica  è la 
linea  di  stringimento  della  superficie. 

Risolvere  per  queste  superficie  le  questioni  principali  fin  qui 
proposte  per  le  altre  superficie  rigate. 

1 12.  Una  retta  g ha  in  comune  con  una  superficie  gobba 
di  grado  n punti  P ed  n piani  tangenti  T.  Si  costruiscono 
i punti  P,  determinando  là  linea  di  intersezione  della  superficie 
con  un  piano  che  contenga  la  retta  (§  110)  e poscia  i punti  di 
intersezione  della  retta  e di  questa  curva;  nella  proiezione  pa- 
rallela si  fa  uso  a tal  uopo  di  uno  dei  piani  che  proiettano  la 
retta  g.  Si  costruiscono  al  contrario  i piani  tangenti  T che  pas- 
sano per  g,  determinando  il  cono  che  inviluppa  la  superficie, 
ed  ha  per  vertice  un  punto  qualunque  deHa  retta  g e quindi 
costruendo  quei  piani  tangenti  al  cono  che  contengono  la  retta 
g;  si  può  usare  perciò  anche  il  cilindro  che  inviluppa  la  su- 
perficie ed  ha  le  generatrici  parallele  alla  retta  g. 

Ma  anche  i punti  P conducono  alla  determinazione  dei 
piani  T,  poiché  questi  piani  contengono  la  retta  g e le  ge- 
neratrici della  superficie  che  incontrano  nei  punti  P la  retta 
data;  ed  inversamente  si  possono  determinare  i punti  P,  noti 
che  siano  i piani  T,  come  i punti  di  intersezione  di  g colle  ge- 
neratrici della  superficie,  sulle  quali  trovansi  i punti  di  con- 
tatto dei  piani  T (§  93). 

Se  la  retta  g è infinitamente  lontana,  ossia  è la  retta  al- 
l’infinito di  un  piano,  i punti  della  superficie  che  le  corrispon- 
dono sono  i punti  all’ infinito  di  quelle  generatrici  che  sono 
parallele  al  piano  dato.  I piani  che  contengono  queste  genera- 
trici della  superficie  e fanno  parte  del  sistema  di  piani  paralleli 
determinato  da  g,  sono  i piani  tangenti,  la  cui  determinazione 
forma  la  seconda  parte  del  problema. 

Esercizi.  1)  Costruire  la  seconda  proiezione  di  un  punto  di  uria  superficie 
gobba  quando  se  ne  conosco  la  prima  proiezione.  Per  es., 
■ per  la  superficie  della  vòlta  a sbieco,  oppure  per  la  rete 
delle  normali. 
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2)  Come  si  scmplicizza  la  determinazione  della  seconda  proie- 

zione di  un  punto  di  una  superficie  gobba  quando  è data 
la  prima,  se  la  superficie  possiede  una  direttrice,  la  quale 
giace  in  un  piano  colla  retta  corrispondente  che  proietta  il 
punto? 

Discutere  i casi  degli  elicoidi  e della  vòlta  d’ ingresso  nella 
torre  rotonda,  di  cui  l’asse  è parallelo  alla  retta  OZ,  data 
che  sia  la  prima  proiezione  del  punto;  e discutere  il  caso 
della  vòlta  a sbieco  coll'asse  parallelo  ad  OY,  data  che  sia 
la  seconda  proiezione  del  punto. 

3)  Determinare  i piani  tangenti  di  una  superficie  gobba  paral- 

leli al  primo  od  al  secondo  piano  di  proiezione. 

4)  Trovare  i punti  brillanti  di  una  superficie  gobba  illuminata 

da  raggi  paralleli,  i punti  cioè  in  cui  la  direzione  dei  raggi 
luminosi  è normale  alla  superficie.  Si  determinano  perciò 
col  mezzo  del  cono  direttore  quelle  generatrici  della  su- 
perficie parallele  al  piano  normale  alla  direzione  dei  raggi 
luminosi,  e si  ottengono  sopra  queste  generatrici  i punti 
. cercati  come  punti  di  contatto  della  superficie  coi  piani 

tangenti  che  passano  per  esse  e sono  normali  ai  raggi 
luminosi. 

113.  Una  superficie  gobba  considerata  insieme  a ciascuna 
delle  superficie  fino  ad  ora  studiate,  vale  a dire  insieme  ad  una 
superficie  di  secondo  grado,  ad  una  sviluppabile  o ad  un’altra 
superficie  gobba,  dà  luogo  ad  un  gran  numero  di  problemi,  di 
alcuno  dei  quali  ora  ci  occuperemo. 

Un  cono  od  un  cilindro  ba  in  comune  con  una  superficie 
gobba  una  curva  ed  in  generale  tra  le  generatrici  della  prima 
superficie  ve  ne  sono  alcune  tangenti  alla  superficie  gobba, 
come  pure  tra  i piani  tangenti  alla  prima  superficie  ve  ne  sono 
alcuni  tangenti  anche  alla  superficie  gobba.  Se  pel  vertice  del 
cono  o parallelamente  alle  generatrici  del  cilindro  e per  la  gene- 
ratrice e della  superficie  gobba  si  conduce  un  piano,  questo  ta- 
glia il  cono  od  il  cilindro  secondo  un  certo  numero  di  genera- 
trici e, , e, , ....  e la  superficie  gobba,  supposta  del  grado  n, 
secondo  la  generatrice  e ed  una  curva  Cn-\  dell’ordine  n — 1. 
I punti  che  le  generatrici  a hanno  in  comune  colla  curva  C. 
o colla  generatrice  e sono  punti  della  linea  di  intersezione  del 
cono  o del  cilindro  colla  superficie  gobba;  le  tangenti  corri- 
spondenti ai  punti  di  questa  linea  sono  le  intersezioni  dei  piani 
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tangenti  alle  due  superficie  in  quei  punti.  Questi  piani  secanti 
conterranno  s generatrici  del  cono  o del  cilindro,  se  tale  è il 
grado  della  superficie,  ognuna  di  queste  generatrici  incontra 
la  generatrice  e in  un  punto  e la  curva  C„_i  in  « — 1 punti; 
dunque  ogni  piano  contiene  r.  s punti  della  curva  di  intersezio- 
ne, ossia:  l’ordine  della  curva  di  intersezione  è uguale  al  pro- 
dotto dei  numeri  che  indicano  l’ ordine  del  cono  e quello  della 
superficie  gobba. 

Per  la  effettiva  costruzione  della  linea  di  intersezione  si 
trova  talvolta  più  comodo,  anziché  costruire  la  C„_ , , di  consi- 
derare soltanto  le  intersezioni  di  e colle  generatrici  del  cono; 
basta  allora  evidentemente  prendere  successivamente  tutte  le 
generatrici  e per  avere  l’ intera  linea. 

Se  si  costruiscono  i punti  di  contatto  P colla  superficie 
gobba  di  questi  piani  ausiliari,  condotti  per  tutte  le  generatrici  e 
per  il  vertice  del  cono,  si  ottengono  contemporaneamente  jl  cono 
circoscritto  alla  superficie  che  ha  per  vertice  il  vertice  del  cono 
dato  e la  sua  linea  di  contatto.  Le  generatrici  comuni  ai  due 
coni  sono  le  generatrici  del  cono  dato , che  sono  tangenti  alla 
superficie.  Parimente  i piani  tangenti  comuni  ai  due  coni  sono 
i piani  tangenti  al  cono  dato,  che  contemporaneamente  sono 
tangenti  anche  alla  superficie. 

Una  sviluppabile  D collo  spigolo  di  regresso  C ha  in  co- 
mune colla  superficie  gobba  R una  curva,  nella  quale  si  tro- 
vano alcuni  punti  dello  spigolo  di  regresso  ; tra  le  generatrici 
della  sviluppabile  ve  ne  sono  alcune  che  sono  tangenti  alla  su- 
perficie gobba,  e tra  i piani  osculatori  della  sviluppabile  ve  ne 
sono  alcuni  tangenti  alla  superficie  gobba.  Si  costruisce  la 
curva  comune,  determinando  i punti  d’ intersezione  delle  suc- 
cessive generatrici  della  sviluppabile  colla  superficie  gobba. 

Se  si  circoscrive  alla  superficie  gobba  una  sviluppabile  D* 
che  abbia  lo  stesso  cono  direttore  della  sviluppabile  D,  i piani 
tangenti  comuni  a queste  due  sviluppabili  debbono  essere  quei 
piani  tangenti  di  D che  sono  tangenti  anche  alla  superficie 
gobba.  La  costruzione  di  D*  si  può  eseguire  dietro  ciò  che  pre- 
cede, poiché  ogni  tangente  alla  linea  di  fuga  di  D dà  alcuni 
piani  tangenti  della  superficie  gobba,  la  cui  retta  all'  infinito  è 
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quella  determinata  da  quella  tangente  e le  tangenti  successive 
danno  i successivi  gruppi  di  piani  e le  corrispondenti  generatrici 
di  D*.  Si  possono  anche  costruire  i gruppi  dei  piani  osculatori 
di  questa  sviluppabile,  i quali  contengono  una  determinata  ge- 
neratrice della  superficie,  poiché  le  loro  rette  all’infinito  sono 
rappresentate  dalle  tangenti  alla  linea  di  fuga  della  sviluppa- 
bile data,  che  partono  dal  punto  di  fuga  della  generatrice. 

La  superficie  gobba  R ha  finalmente  in  comune  colla 
superficie  curva  F una  curva  C ed  una  sviluppabile  circo- 
scritta  D.  Si  costruirà  la  curva  come  il  luogo  dei  punti,  nei 
quali  le  generatrici  della  superficie  gobba  incontrano  l’altra 
superficie,  e la  tangente  in  un  punto  di  questa  curva  sarà  la 
retta,  secondo  la  quale  si  tagliano  i piani  tangenti  in  quel  punto 
alle  due  superficie.  La  sviluppabile  D si  determina  come  l’invi- 
luppo dei  piani  che  passano  per  le  generatrici  della  superficie 
rigata  e toccano  l’altra  superficie;  le  generatrici  di  questa  svi- 
luppabile sono  le  rette  che  uniscono  i punti  di  contatto  dei 
piani  ora  considerati  che  toccano  le  due  superficie. 

Osservai.  I)  Tutte  le  ombre  portate  sopra  una  superficie  gobba  sono  li- 
mitate dalle  linee  di  intersezione  della  superficie  gobba 
coi  cilindri  o coni  che  hanno  per  vertice  il  punto  lumi- 
noso e sono  circoscritti  alle  superficie  che  proiettano 
l’ ombra.  Si  ottengono  quindi  i punti  del  contorno  del- 
1’  ombra  sopra  una  generatrice  qualunque  della  superficie 
gobba,  determinando  i punti  in  cui  essa  interseca  quel  cilin- 
dro o cono,  il  che  si  può  fare,  conducendo  un  piano  per  la 
generatrice  e pel  punto  luminoso  e le  tangenti  alla  inter- 
sezione colla  superficie  opaca  che  partono  dal  punto  lu- 
minoso; si  possono  avere  anche  le  tangenti  al  contorno 
dell’ombra  portata,  determinando  le  intersezioni  dei  piani 
tangenti  al  cilindro  coi  piani  tangenti  alla  superficie  gobba. 

11)  Se  si  suppone,  quando  un  corpo  è illuminato  da  raggi  di  luce 
paralleli,  che  l'illuminazione  di  un  punto  dipenda  soltanto 
dal  seno  dell’  angolo  d' incidenza,  vale  a dire  dell’angolo 
che  il  piano  tangente  alla  superficie  in  quel  punto  fa  col 
raggio  di  luce,  e sia  proporzionale  a questo  seno,  i punti 
di  una  superficie,  che  sono  egualmente  illuminati,  sono 
quelli  in  cui  i piani  tangenti  hanno  la  medesima  inclina- 
zione rispetto  ai  raggi  luminosi.  L’insieme  di  tali  punti 
forma  sulla  superficie  delle  curve  che  diconsi  isofole: 
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ognuna  di  queste  può  considerarsi  come  ia  linea  di  con- 
tatto della  superficie  con  una  sviluppabile,  di  cui  il  cono 
direttore  è un  cono  circolare  che  ha  un  dato  angolo  al 
vertice  e per  asse  un  raggio  luminoso  (§  125  e seguenti). 
Esercizi.  1)  Una  curva  gobba  è data  per  mezzo  della  sua  prima  e della 
sua  seconda  proiezione , costruire  i punti  in  cui  essa  in- 
contra una  superficie  gobba  determinata  da  tre  direttrici. 
Far  uso  del  primo  cilindro  proiettante  la  curva  e della  sua 
intersezione  colla'  superficie. 

2)  Condurre  per  un  dato  punto  alla  vòlta  a sbieco,  ad  un  eli- 

coide gobbo  o ad  una  superficie  gobba  elicoidale  qualun- 
que (§  111,  Ks.  10),  quelle  tangenti  e quei  piani  tangenti 
che  sono  inclinati  di  45°  sopra  il  primo  piano  di  proiezione. 

3)  Costruire  in  proiezione  centrale  l’ intersezione  di  un  cilindro 

con  un  conoide,  di  cui  la  direttrice  rettilinea  a distanza 
finita  è parallela  al  quadro. 

4)  Costruire  il  contorno  dell’  ombra  portata  sopra  l’ elicoide 

gobbo  a piano  direttore  da  un  disco  circolare  o limitato 
da  un  esagono  regolare  disposto  per  modo  che  il  suo  piano 
sia  perpendicolare  all’asse  dell’elicoide,  e ciò  tanto  pel 
caso  in  cui  i raggi  luminosi  sono  paralleli,  quanto  pel  caso 
in  cui  la  luce  emana  da  un  punto  situato  a distanza  finita. 

5)  Costruire  in  proiezione  centrale  sopra  le  generatrici  di  una 

superficie  gobba  i punti,  in  cui  l’illuminazione  della  su- 
perficie è 0,  5 della  intensità  della  luce  incidente;  — per- 
ciò si  conducano  per  ogni  generatrice  quei  piani  che 
formano  coi  raggi  luminosi  1’  angolo  corrispondente 
( are  sen—  0,  5)  c si  determinino  i loro  punti  di  contatto 
(§  59,  Es.  8). 

C)  L’ elicoide  gobbo  a piano  direttore  ò tagliato  da  un  cilindro 
di  rotazione,  di  cui  una  generatrice  ò l’asse  stesso  del- 
l’elicoide e di  cui  il  diametro  del  circolo  base  è il  raggio 
dell’ elica  direttrice,  secondo  un’ elica,  il  cui  passo  è la 
metà  del  passo  dell’  elica  direttrice. 

7)  Le  intersezioni  di  superficie  gobbe,  le  quali  hanno  il  mede- 

simo piano  direttore,  si  costruiscono  mediante  piani  ausi- 
liari paralleli  al  piano  direttore.  Si  possono  dedurre  ana- 
loghe semplicizzazioni  per  la  costruzione  della  linea  di 
intersezione  di  due  superficie  gobbe,  quando  queste  hanno 
una  direttrice  comune. 

8)  Una  superficie  rigata  elicoidale  qualunque  ed  un  elicoide 

gobbo  a piano  direttore  che  hanno  il  medesimo  asse  si 
tagliano  secondo  un’elica.  L’intersezione  di  un  conoide 
che  ha  il  piano  direttore  orizzontale  con  una  superficie 
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elicoidale  ad  asse  verticale  può  quindi  ottenersi,  facendo 
uso  di  elicoidi  a piano  direttore  come  superficie  ausiliario. 

9)  Quali  scmplicizzazioni  si  ottengono  per  la  costruzione  della 
sviluppabile  circoscritta  ad  una  superficie  gobba  c ad  una 
superficie  di  secondo  grado,  quando  questa  è una  sfera? 

Questa  costruzione  dà  il  contorno  dell’  ombra  e della  penom- 
bra sulla  superficie  gobba,  quando  si  considera  la  sfera 
come  sorgente  luminosa. 

114.  Le  superficie  gobbe  del  terzo  ordine  sono  insieme  al- 
l’iperboloide ed  al  paraboloide  iperbolico  le  più  semplici  tra 
le  superficie  gobbe  algebriche;  applicando  ad  esse  qualcuno 
dei  precedenti  sviluppi , avremo  un  importante  esempio  del 
modo  col  quale  tali  quistioni  vanno  trattate.  Abbiamo  già  tro- 
vato differenti  modi  per  generare  queste  superficie  gobbe  del 
terzo  ordine  nel  § 106,  cioè: 

a)  prendendo  per  direttrici  una  conica  Kx  e due  rette 
y„  <?,,  di  cui  una  g , taglia  la  conica;  , 

b)  prendendo  per  direttrici  due  coniche  A',,  K%  ed  una 
retta  per  modo  che  ogni  coppia  di  direttrici  abbia  un  punto 
comune; 

c)  prendendo  per  direttrici  una  cubica  gobba  Cs  e due 
rette  gt , gt,  delle  quali  la  prima  taglia  una  volta  e la  se- 
conda due  volte  la  curva:  nei  casi  a)  e b)  la  retta  g,  e nel  caso 
c)  la  retta  g,  appariscono  come  linee  doppie  della  superfi- 
cie— e possiamo  dire  come  le  rette  doppie  della  superficie, 
poiché  nel  § 109  si  è visto  che  tali  superficie  non  possono 
avere  che  una  retta  doppia.  Dal  § 109  si  deduce  altresi  che, 
qualunque  siano  le  sviluppabili  direttrici  che  possono  servire 
a determinare  una  superficie  gobba  del  terzo  grado,  deve  esi- 
stere un  fascio  di  piani  bitangenti  alla  superficie,  tale  che  il 
suo  asse  si  trovi  sulla  superficie,  giacché  le  rette  che  congiun- 
gono i due  punti  di  contatto  di  quei  piani  e che  debbono  essere 
sopra  la  superficie,  poiché  hanno  quattro  punti  comuni  colla 
superficie,  incontrano  1*  asse  del  fascio  in  punti  differenti,  poi- 
ché altrimenti  la  superficie  si  cangierebbe  in  un  cono;  dunque  i 
differenti  punti  dell’  asse  del  fascio  sono  sopra  la  superficie.  Si 
riconosce  facilmente  che  le  tre  superficie  generate  secondo  i me- 
todi a),  b)  e e)  sono  identiche.  Infatti  ogni  superficie  gobba  del 
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terzo  ordine  ammette  sempre  due  direttrici  rettilinee,  vale  a 
dire  contiene  sempre  due  rette  che  sono  tagliate  da  tutte  le 
generatrici:  siano  infatti  e,,  <?„  e,,  e„  quattro  generatrici  della 
superfìcie,  esistono  sempre  due,  e due  sole  rette  g„  g,  che  le 
incontrano  tutte  e quattro,  queste  rette  (§§  87  e 93)  sono  sulla 
superficie,  poiché  hanno  quattro  punti  a comune  con  essa,  dico 
che  sono  tagliate  da  tutte  le  generatrici  della  superficie;  difatti, 
se  e5  è una  nuova  generatrice  della  superficie  e si  suppone  che  le 
trasversali  delle  rette  e, , e„  e,,es  siano  le  rette  gt',g,',  l’ iperbo- 
loide determinato  dalle  rette  e,,  e,,  c,  avrebbe  a comune  colla 
superficie  data  le  sette  rette  e,,  e,,  e„  g,,  g,,  gì,  gì  e farebbe 
quindi  parte  della  superficie  stessa;  dunque  ogni  superficie 
gobba  del  terzo  ordine  ha  due  direttrici  rettilinee.  Il  piano  de- 
terminato da  gt  e da  una  generatrice  qualunque  e,  taglia  la  su- 
perficie cubica  secondo  una  terza  retta  e,*;  se  le  rette  eit  e*  ta- 
gliano la  retta  gt  in  puliti  differenti,  esse  dovranno  tagliare  g, 
nel  medesimo  punto,  nel  punto  cioè  in  cui  incontra  il  piano 
e,  e*  gt  ; dunque  una  delle  due  direttrici  rettilinee  è la  retta 
doppia  della  superficie.  L’ altra  retta  direttrice  fa  parte  della 
sviluppabile  bitangente,  cioè  é l' asse  del  fascio  di  piani  bitan- 
genti  alla  superficie,  poiché  ogni  piano  che  passa  per  quella 
retta  contiene  due  generatrici  della  superficie.  Ora  considerando 
un  piano  tangente  qualunque  alla  superficie,  questo  contiene  una 
generatrice  e sega  la  superficie  secondo  una  conica,  la  quale  è 
incontrata  dalla  generatrice  in  due  punti , e questi  sono  i due 
punti  doppi,  in  virtù  dei  quali  la  sezione,  che  in  generale  è una 
curva  del  terzo  ordine,  si  risolve  in  una  retta  ed  una  conica. 
Ma  anche  il  punto,  in  cui  il  piano  incontra  la  retta  doppia,  è un 
punto  doppio  della  sezione;  dunque  uno  dei  punti,  in  cui  la 
generatrice  incontra  la  conica,  è un  punto  della  retta  doppia, 
l’ altro  è il  punto  di  contatto  del  piano:  ma  i punti  delia  conica 
sono  il  luogo  dei  punti,  in  cui  le  generatrici  incontrano  il  piano 
tangente,  dunque  sopra  ogni  superficie  gobba  esistono  due  di- 
rettrici rettilinee  ed  una  direttrice  conica  che  incontra  una 
delle  direttrici  rettilinee  in  un  punto , ossia  tutte  le  superficie 
gobbe  del  terz’  ordine  si  possono  generare  nel  modo  a),  donde 
rilevasi  la  identità  delle  tre  superficie. 
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Le  Fig.  196  e 197  mostrano  la  costruzione  delle  superficie 
gobbe  di  terz'  ordine  in  proiezione  centrale,  nella  ipotesi  che 
la  direttrice  conica  (per  semplicità  si  è preso  un  cerchio)  K sia 
nel  piano  del  quadro  e che  delle  direttrici  glt  </t  la  prima  tagli 
la  conica  e la  seconda  non  la  tagli. 


Fig.  196. 


Facciamo  allora  percorrere  ad  un  punto  A>  la  retta  glt  da 
ognuna  delle  sue  posizioni  partono  due  generatrici  e„  e*  della 
superficie,  le  quali  si  ottengono  tagliando  il  cono  A,  K col  piano 
A(  gt.  Se  St  Q\  ed  S,  Q',  sono  le  immagini  delle  rette  g,,  gt,  il 
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punto  ò’,  sarà  un  punto  di  K,  tirando  da  S , una  parallela  a 
Qi  Qi,  ed  indicando  con  B<  1*  intersezione  di  questa  retta  colla 
retta  Qì  Ai,  avremo  in  S,B(  la  traccia  del  cercato  piano  A,  gu 
poiché  il  punto  B{  non  è altro  che  la  traccia  della  parallela  a 
<?,  condotta  da  At:  i punti  Sit  Sf,  in  cui  la  retta  StB{  incontra 


Fig.  197. 


la  conica,  sono  le  traccie  delle  generatrici  e„  e*  della  superfi- 
cie; per  avere  i punti  di  fuga  di  queste  generatrici  osserviamo 
che  essi  si  trovano  sopra  le  immagini  delle  generatrici  stesse 
A\  5, A't  S*  e sopra  la  retta  di  fuga  del  piano  A,  g,. 

La  costruzione  si  può  eseguire  anche  così:  Si  faccia  girare 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE.  433 

attorno  al  punto  S,  un  raggio  che  tagli  il  cerchio  K nei  punti 
S,  S*,  da  Q,'  si  conduca  una  parallela  alla  secante  e da  Q,'  si 
tirino  delle  parallele  alle  rette  S,S,  queste  incontrano  la 
parallela  già  condotta  da  (?,'  nei  punti  Q',  Q*';  le  rette  Q'  S, 
Q'*S*  sono  le  irahiagini  delle  generatrici  della  superfìcie  che 
passano  pel  punto  A di  , il  quale  trovasi  altresì  nella  inter- 
sezione di  quelle  due  rette. 

In  seguito  a questa  costruzione  le  punteggiate  Ait  At, 
At...\  Bt,  Bt,  B,....  sono  omologiche  ed  il  centro  di  omologia  è 
il  punto  Qt',  le  coppie  di  punti  S , S*  costituiscono  una  involu- 
zione sulla  conica  K col  polo  in  St,  ed  i gruppi  di  questa  invo- 
luzione corrispondono  ai  punti  della  punteggiata  A per  modo 
che  ad  un  punto  A{  corrisponde  un  gruppo  della  involuzione, 
e viceversa;  le  rette  che  congiungono  i punti  che  cosi  si  corri- 
spondono sulla  retta  e sulla  conica  sono  le  generatrici  della 
superfìcie,  talché  si  vede  che  fissata  sulla  conica  la  involuzione 
e sulla  retta  g,  la  punteggiata  proiettiva,  la  retta  e la  conica 
bastano  alla  determinazione  della  superficie. 

Le  coppie  di  piani  <?,<?,,  e,,  p,  e,*; ...  sono  le  cop- 

pie di  una  involuzione  di  piani,  perchè  le  loro  tracce  nel  piano 
della  figura  costituiscono  un  fascio  di  rette  in  involuzione;  ogni 
coppia  di  piani  tocca  la  superficie  nel  medesimo  punto  della 
retta  doppia.  Se  ci  immaginiamo  determinata  la  polare  st  di  St 
rispetto  alla  conica  (essa  è disegnata  soltanto  nella  Fig.  197),  i 
punti  K0,  Kn  in  cui  essa  incontra  la  conica  K sono  i punti  doppi 
della  involuzione  determinata  sulla  conica  dai  raggi  che  par- 
tono da  St;  le  rette  S,  K„,  S, K,  determinano  sulla  parallela 
alla  retta  Qt'  Qi  condotta  da  St  i punti  B0,Bn  che  uniti  con  Qt' 
determinano  in  gt'  i punti  Aa,  A„,  i quali  godono  di  speciali  pro- 
prietà facilmente  riconoscibili  (§  104):  Le  rette  A0K0  ed  A„K„ 
rappresentano  ognuna  una  coppia  di  generatrici  infinitamente 
vicine  e0e*,  ene*  che  si  tagliano  respetti vamente  in  A0,  An\  nei 
punti  Aa,  An  della  linea  doppia  la  superficie  ha  soltanto  un 
piano  tangente  e questo  tocca  la  superficie  lungo  una  intera  ge- 
neratrice— ossia  in  Aof  A,  la  linea  doppia  è per  un  elemento 
una  linea  cuspidale,  e lungo  e„,  e„  la  superficie  gobba  è svilup- 
pabile per  un  elemento. 

Kiedlcr*  — Granittria  descrittivo. 
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La  retta  doppia  ù divisa  in  due  segmenti  dai  punti  A0,  ^ln: 
nei  punti  di  uno  di  questi  segmenti  si  tagliano  due  generatrici 
reali  della  superficie;  nei  punti  dell’altro  si  tagliano  due  ge- 
neratrici immaginarie,  quest’  ultimo  segmento  si  presenta  nella 
superficie  come  una  retta  isolata. 

Se  la  polare  st  non  taglia  la  conica  K in  punti  reali,  nella  retta 
doppia  non  si  hanno  quei  punti  A0 , An,  e per  ogni  punto  del  la  retta 
doppia  passano  due  generatrici  reali  e distinte  della  superficie. 

L’ involuzione  di  piani  testé  considerata  taglia  la  retta  gt 
in  una  involuzione  di  punti  C,,  C*  che  corrispondono  alle  gene- 
ratrici eit  ef*  che  partono  dai  punti  A,.  Questa  involuzione  è 
proiettiva  alla  punteggiata  formata  dai  punti  A,  sulla  <7,;  quindi 
si  può  anche  dire  che  si  genera  una  superficie  gobba  del  terzo  or- 
dine mediante  una  punteggiata  ed  una  involuzione  situate  in 
due  rette  che  non  si  tagliano , quando  involuzione  e punteg- 
giata sono  proiettive  fra  loro  e che  si  congiunge  ogni  gruppo 
della  involuzione  col  punto  corrispondente  nella  punteggiata. 
Si  esprime  lo  stesso  concetto,  ma  in  modo  differente,  vale  a dire, 
considerando  la  generazione  per  mezzo  di  sviluppabili  diret- 
trici (§  104),  dicendo  che  le  superficie  rigate’  del  terzo  ordine 
si  possono  generare  per  mezzo  delle  intersezioni  dei  piani  di 
un  fascio  che  ha  per  asse  g,  e per  punteggiata  direttiva  la 
punteggiata  formata  dalle  A{  coi  corrispondenti  piani  del  fa- 
scio in  involuzione  che  ha  per  asse  <7,  ed  è prospettivo  alla 
involuzione  dei  punti  Cit  C*. 

La  linea  di  fuga  E1,  della  superficie,  la  quale  si  può  co- 
struire date  che  siano  le  generatrici  della  superficie,  è una  li- 
nea del  terzo  ordine  con  un  punto  doppio  <?/,  nel  punto  di  fuga 
di  <7,,  e questo  sarà  0 un  punto  doppio  pel  quale  passano  rami 
reali  (Fig.  196),  oppure  un  punto  doppio  isolato  (Fig.  197)  a 
seconda  che  sarà  sull’  uno  0 sull’  altro  dei  segmenti  determi- 
nati sulla  retta  doppia  dai  punti  limiti  A0,  An.  Lo  stesso  del 
resto  vale  per  tutte  le  sezioni  piane  della  superficie.  Se  esistono 
punti  limiti  Aof  A„  reali,  le  sezioni  piane  che  passano  per  essi 
hanno  in  quei  punti  un  cuspide,  la  tangente  cuspidale  è la  in- 
tersezione del  piano  secante  col  piano  tangente  corrispondente 
a quel  punto  singolare  (Cfr.  § 76). 
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Ogni  piano  condotto  per  una  generatrice  e tocca  la  super- 
ficie e la  taglia  secondo  una  conica,  la  quale  incontra  la  retta 
e nel  punto  di  contatto  del  piano  e nel  punto  in  cui  il  piano 
incontra  la  retta  doppia;  quindi  tutte  le  coniche  situate  sopra 
una  superficie  gobba  di  terzo  ordine  hanno  un  punto  situato 
sulla  retta  doppia  (Cfr.  § 109,  Es.  5 e la  Fig.  195). 

La  linea  di  fuga  del  piano  ora  considerato  che  contiene  la 
generatrice  e è una  retta  che  passa  pel  punto  di  fuga  della 
generatrice,  e taglia  la  linea  di  fuga  della  superficie  in  altri 
due  punti  reali  od  immaginari  a seconda  che  la  corrispondente 
conica  ha  due  punti  reali  od  immaginari  a distanza  infinita;  sa- 
ranno quindi  reali  od  immaginaria  seconda  che  la  conica  sarà 
una  iperbole  od  una  ellisse;  se  la  retta  di  fuga  del  piano,  oltre 
al  passare  per  il  punto  di  fuga  della  generatrice  e,  è tangente 
alla  F,  in  un  altro  punto,  la  conica  corrispondente  è una  pa- 
rabola e dal  momento  che  la  Fa  avendo  un  punto  doppio  è della 
quarta  classe  (§  02 , Oss.  I , a),  così  si  vede  che  per  due  differenti 
posizioni  del  piano  secante  condotto  per  e la  sezione  ò una  pa- 
rabola. La  sezione  può  anche  divenire  un  cerchio  per  tre  deter- 
minate posizioni  del  punto  di  fuga  della  generatrice  e e per  de- 
terminate posizioni  del  piano  secante.  Ma  non  ci  estenderemo 
maggiormente  nella  dimostrazione  delle  proprietà  di  queste 
notevoli  superficie,  rimandando  perciò  alle  monografie  speciali. 

Esercizi,  t)  Data  una  superficie  di  terzo  ordine  gobba  e preso  sopra  di 
essa  un  punto  che  non  giaccia  in  una  delle  due  direttrici 
rettilinee,  esso  è il  vertice  di  un  cono  del  secondo  grado 
circoscritto  alla  superficie. 

2)  La  retta  doppia  incontra  nella  stessa  coppia  di  punti  (reali  od 

immaginari)  tutti  i coni  di  secondo  grado  circoscritti  alla 
superficie. 

3)  Se  un  iperboloide  ad  una  falda  che  ha  come  generatrice  la 

retta  doppia  della  superficie  taglia  la  superficie  gobba  del 
terzo  ordine,  questa  retta  doppia  conta  per  due  rette  nel- 
l’ordine della  sezione  della  superficie  e dell’iperboloide; 
quindi  all’ infuori  di  essa  queste  due  superficie  hanno  in 
comune  una  linea  del  quarto  ordine.  Siccome  l’iperbo- 
loide può  essere  generato  per  mezzo  di  due  fasci  di  piani 
proiettivi  (§  90),  cosi  questa  curva  gobba  del  quarto  or- 
dine è il  luogo  dei  punti  di  intersezione  dei  piani  corri- 
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spondenti  di  tre  fasci  proiettivi,  dei  quali  1’  uno,  che  ha 
per  asse  la  retta  doppia  della  superficie  gobba  del  terzo 
ordine,  è una  involuzione  di  coppie  di  piani;  gli  altri  due 
fasci  hanno  per  assi,  l’uno  un’altra  generatrice  dell’iper- 
boloide, l'altro  la  seconda  direttrice  rettilinea  della  su- 
perficie gobba. 

Le  rette  dei  due  sistemi  dell’iperboloide  si  comportano  diffe- 
rentemente rispetto  a quella  linea  del  quarto  ordine.  Quelle 
del  sistema  cui  appartiene  la  retta  doppia  non  incon- 
trando questa  retta  taglieranno  in  tre  punti  la  linea,  nei 
punti  cioè  in  cui  la  retta  incontra  la  superficie  gobba;  quelle 
dell’altro  sistema,  che  già  hanno  due  punti  comuni  colla 
superficie  nel  punto  in  cui  esse  incontrano  la  retta  dop- 
pia, non  taglieranno  che  in  un  punto  la  curva.  La  proie- 
zione di  questa  curva,  che  si  ottiene  ponendo  il  centro  in 
un  suo  punto,  6 una  curva  del  terzo  ordine  con  un  punto 
doppio;  essa  è quindi  di  una  specie  affatto  diversa  da  quella 
delle  curve  del  quarto  ordine  studiate  nei  §§  86,  dOO. 

4)  Quattro  punti  fissi  della  curva  gobba  di  quarto  ordine  or  ora 
trovata  determinano  con  ogni  retta  che  taglia  tre  volte  la 
curva  un  fascio  di  piani,  il  cui  rapporto  anarmonico  è 
indipendente  dalla  posizione  della  retta. 

5*)  Tra  le  generatrici  dell’iperboloide  ad  una  falda  che  passa 
per  questa  curva  del  quarto  ordine  ve  ne  sono  quattro 
tangenti  alla  curva:  esse  formano  colla  curva,  la  quale 
conta  come  doppia,  T intera  intersezione  dell’  iperboloide 
colla  sviluppabile  osculatrice  alla  curva,  quindi  questa 
intersezione  è del  dodicesimo  ordine;  dunque  la  svilup- 
pabile osculatrice  .è  del  sesto  ordine.  Per  un  punto  qua- 
lunque passano  sei  piani  osculatori  alla  curva.  La  curva 
ha  dunque  le  caratteristiche 

■ m = 4,  li  «=  6,  r = 6 

e quindi 

o==4,  p =0;  </  = 6,  h = 3;  * = 6,  y = 4 

come  per  la  curva  del  § 83,  Oss.  IX*,  a).  Questi  numeri 
corrispondono  dunque  a due  curve  essenzialmente  diverse 

(8  85)- 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 


437 


D.  Delle  superficie  di  rotazione. 


115.  Se  una  curva  C senza  cambiare  forma  ruota  intorno 
ad  una  retta  fìssa  a fino  a che  ritorna  nella  sua  posizione  ini- 
ziale , essa  genera  una  superficie  di  rotazione  che  ha  per  asse 
la  retta  a;  ogni  punto  della  curva  descrive  un  cerchio  in  quel 
piano  normale  all’asse  che  passa  pel  punto.  Tale  cerchio  dicesi 
un  parallelo  della  superficie  (Fig.  198). 

Se  per  T asse  della  superficie  si  immagina  un  piano,  in 
esso  ogni  punto  della  curva  mobile  avrà  due  posizioni  — le 
quali  differiscono  per  una  rotazione  di  180°  del  punto  mede- 
simo attorno  ad  a — ed  il  luogo  nel  piano  fisso  di  tutti  i punti 
della  curva  mobile  sarà  una  curva  M composta  di  due  parti 
uguali  disposte  in  simmetria  ortogonale  rispetto  all’  asse  a,  e 
quindi  completamente  determinata  da  una  sola  di  quelle  parti  ; 
la  M dicesi  un  meridiano  ed  il  suo  piano , un  piano  meridiano 
della  superficie.  I meridiani  di  una  stessa  superficie  di  rota- 
zione sono  sovrapponibili  l’uno  all’altro;  ciascuno  di  essi  ge- 
nera la  superficie  ruotando  intorno  all'asse. 

Per  ogni  punto  della  superficie  passa  un  parallelo  P ed  un 
meridiano  M situati  in  piani  tra  loro  perpendicolari;  ogni 
punto  della  superficie  si  può  quindi  considerare  come  interse- 
zione di  due  di  quelle  curve  e lo  indicheremo  col  simbolo  (M, 
P),  ove  però  con  M si  intenda  una  delle  metà  simmetriche  del 
meridiano. 

I paralleli  P,,  P,,  P3)...  determinano  in  due  diversi  me- 
ridiani M,,  M,  le  coppie  di  punti  corrispondenti  M,P,,  M,P,  ; 
M, P, , Ms P, ; . . . ; M, P„ , M,P„ , ed  i meridiani  M, , M2 , M,,... 
determinano  in  due  diversi  paralleli  P,,  P,  le  coppie  di  punti 
corrispondenti  P,M,,  PjM,;  P,Mi(  P2M,;...;  P,M„,  P,Mn. 
Tutte  le  rette  che  congiungono  le  prime  coppie  di  punti  corri- 
spondenti sono  tra  loro  parallele  e perpendicolari  al  piano  M„, 
il  quale  bisseca  quelle  rette  e l’angolo  dei  due  piani  meridiani 
M,,  M,;  tali  rette  formano  quindi  nel  loro  complesso  un  cilin- 
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dro,  pel  quale  i due  meridiani  U„  Ms  sono  due  sezioni  piane 
egualmente  inclinate  rispetto  alla  sezione  normale  che  è nel 
piano  M„.  Se  noi  supponiamo  che  i meridiani  M,,  M,  si  avvi- 
cinino tra  loro  infinitamente  fino  a coincidere  in  M (Fig.  198), 
allora  le  generatrici  del  cilindro  ora  considerato  diverranno  le 
tangenti  ai  paralleli  P,,  P„...  P„  nei  punti  del  meridiano  M. 


Fig.  i*t. 


ed  il  cilindro  stesso  potrà  essere  considerato  come  tangente 
alla  superficie  lungo  quel  meridiano.  Le  generatrici  di  que- 
sto cilindro  sono  normali  al  piano  M e quindi  all’asse  a.  Il 
piano  tangente  al  cilindro  in  un  punto  A del  meridiano  M è 
tangente  anche  alla  superficie  di  rotazione  in  quel  punto, 
poiché  contiene  le  tangenti  al  parallelo  ed  al  meridiano  che 
passano  per  A.  Tutti  i cilindri  tangenti  lungo  i meridiani  di 
una  stessa  superficie  di  rotazione  sono  uguali  fra  loro  e si  pos- 
sono considerare  come  le  diverse  posizioni  di  uno  stesso  cilin- 
dro, il  quale  ruota  intorno  all’asse  a normale  alle  generatrici 
del  cilindro. 

Tutte  le  congiungenti  rettilinee  delle  coppie  di  punti  corri- 
spondenti P, M, , P,M,;  P, Ms,  P,Ma; ...  P,M„,  P,M„  con- 
vergono in  uno  stesso  punto  M dell’asse  a e formano  un  cono 
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di  rotazione , pel  quale  i cerchi  P, , P,  sono  due  sezioni  paral- 
lele e normali  all’  asse.  Se  noi  supponiamo  che  i paralleli 
P,,  P,  si  avvicinino  infinitamente  tra  loro,  le  generatrici  di 
questo  cono  divengono  le  tangenti  ai  meridiani  M,,  Ms,...  H, 
nei  punti  di  uno  stesso  parallelo  P„,  ed  il  cono  stesso  può  con- 
siderarsi come  un  cono  tangente  alla  superficie  lungo  quel  pa- 
rallelo; il  piano  tangente  al  cono  in  un  punto  B del  parallelo 
P„  è anche  il  piano  tangente  alla  superficie  di  rotazione  in  quel 
punto.  Tutti  i coni  tangenti  ad  una  superficie  di  rotazione 
lungo  i relativi  paralleli  sono  coni  di  rotazione  che  hanno  lo 
stesso  asse  e si  possono  considerare  come  le  diverse  posizioni 
di  uno  di  questi  coni , il  cui  vertice  scorro  sull’  asse  e la  cui 
apertura  varia  a misura  che  viene  in  contatto  colla  superficie 
lungo  i successivi  paralleli. 

Una  superficie  sviluppabile  D,  la  quale  senza  cambiare 
forma  ruota  intorno  ad  un  asse  fisso  finché  ritorna  nella  sua 
posizione  iniziale,  genera  una  superficie  di  rotazione  come  invi- 
luppo; ogni  piano  osculatore  della  sviluppabile  inviluppa  un 
cono  tangente  alla  superficie  di  rotazione  lungo  un  parallelo,  e 
questo  cono  che  è di  rotazione  ha  per  asse  la  retta  a e per  ver- 
tice il  punto  di  intersezione  di  questa  retta  col  piano  osculatore. 
Tutti  i piani  tangenti  alla  superficie  sviluppabile  mobile  assu- 
mono nella  rotazione  una  posizione  normale  ad  un  piano  fisso 
che  passa  per  1’  asse  di  rotazione  a;  P inviluppo  di  tali  posi- 
zioni dei  piani  della  sviluppabile  è una  superficie  cilindrica  — 
il  cilindro  tangente  alla  superficie  di  rotazione  lungo  il  me- 
ridiano situato  in  quel  piano  fisso.  — Questo  modo  di  generare 
una  superficie  di  rotazione  è correlativo  a quello  sviluppato 
precedentemente. 

Esercizi.  1)  Un  cerchio,  il  cui  piano  si  sposta  parallelamente  a se  stesso, 
mentre  il  suo  centro  scorre  sopra  una  retta  fissa  normale 
al  piano  del  cerchio  ed  un  suo  punto  è di  continuo  sopra 
una  curva  C , genera  una  superficie  di  rotazione  come 
luogo  dei  suoi  punti.  Considerare  i casi  speciali,  nei  quali 
la  C è una  retta,  una  conica  od  un’elica. 

2)  Quali  proprietà  della  superficie  generata  da  quel  cerchio  con- 
tinuano a sussistere,  quando  si  suppone  che  la  retta  dei 
centri  sia  inclinata  al  piano  del  cerchio  o che  questo 
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luogo  dei  centri  sia  una  curva  fissa?  Come  ciò  corrisponde 
ad  uno  dei  metodi  di  generazione  delle  superficie  di  se- 
condo ordine,  fatta  eccezione  pel  paraboloide  iperbolico? 

3)  Rispondere  alla  prima  domanda  pel  caso  in  cui  la  retta  al- 

l’ infinito  del  piano  mobile  cambia  continuamente,  suppo- 
nendo però  nello  stesso  tempo  che  i cerchi  situati  in  due 
piani  successivi  qualunque  si  seghino  nella  retta  d' inter- 
sezione dei  loro  piani,  cioè  che  tale  retta  d'intersezione 
sia  asse  di  collineazione  pei  due  cerchi.  Anziché  conside- 
rare il  luogo  dei  centri  dei  cerchi,  si  consideri  allora  il 
luogo  dei  poli  di  quelle  rette  d’ intersezione. 

4)  Discutere  parimente  il  caso  in  cui  in  luogo  del  cerchio  si  as- 

suma una  conica,  ammesso  che  sussistino  sempre  le  pre- 
cedenti condizioni  relative  al  movimento  del  cerchio. 

5)  Possono  queste  ultime  forme  geometriche  ricondursi  alle 

prime  col  mezzo  della  collineazione? 

6)  Se  un  cono  di  rotazione,  il  cui  asse  è fisso,  si  muove  in 

modo  che  abbia  sempre  un  piano  tangente  in  comune 
con  una  superficie  sviluppabile  fissa,  esso  genera  una  su- 
perficie di  rotazione  come  inviluppo. 

116.  Se  sono  dati  col  mezzo  delle  proiezioni  l’asse  a e la 
curva  generatrice  C di  una  superficie  di  rotazione , si  possono 
costruire  le  proiezioni  di  un  parallelo  generato  da  un  punto 
qualunque  della  curva  C e quindi  le  proiezioni  di  un  meri- 
diano qualunque  della  superficie;  infatti  quel  parallelo  giace 
nel  piano  normale  all’asse  a che  passa  pel  punto  preso  a con- 
siderare sulla  C ed  ha  per  centro  l’ intersezione  di  a col  detto 
piano;  un  meridiano  qualunque  si  determina  allora  come  in- 
tersezione del  proprio  piano  coi  paralleli  della  superficie. 

Nel  caso  particolare  delle  proiezioni  parallele  tutti  i pa- 
ralleli di  una  stessa  superficie  di  rotazione  si  proiettano  sopra 
ogni  piano  di  proiezione  secondo  ellissi  simili  e similmente  po- 
ste, i cui  centri  giacciono  nella  proiezione  omonima  di  a;  i me- 
ridiani invece  si  proiettano  secondo  curve  tra  loro  affini,  le  quali 
hanno  per  asse  di  affinità  comune  la  proiezione  dell’  asse  della 
superficie  — perchè  in  tale  retta  si  tagliano  tutti  i piani  meri- 
diani— e per  le  proiezioni  di  due  meridiani  qualunque  la  dire- 
zione dei  raggi  di  affinità  è la  proiezione  omonima  della  nor- 
male al  piano  bissettore  dell’  angolo  dei  due  piani  meridiani 
stessi  (Cfr.  §§  21 , 54). 
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Se  le  proiezioni  parallele  sono  ortogonali  e l’ asse  della 
superficie  di  rotazione  è parallelo  ad  uno  degli  assi  di  proie- 
zione, per  es.  ad  OZ,  allora  le  prime  proiezioni  dei  paralleli 
della  superficie  sono  cerchi  identici  ai  paralleli  stessi  ed  hanno 
i loro  centri  nella  traccia  omonima  dell’  asse  a;  i meridiani 
hanno  per  prime  proiezioni  i raggi  dei  cerchi  proiezioni  dei 
paralleli.  Le  seconde  proiezioni  dei  paralleli  sono  rette  perpen- 
dicolari alla  proiezione  omonima  dell’asse  di  rotazione  e quelle 
dei  meridiani  sono  curve  tra  loro  affini,  le  quali  hanno  per 
asse  di  affinità  comune  la  proiezione  omonima  dell’  asse  di  ro- 
tazione, e per  direzione  dei  raggi  di  affinità  le  normali  ai  piani 
dei  meridiani  della  superficie. 

Tra  i meridiani  della  superficie  di  rotazione  quelli  pa- 
ralleli ai  piani  XOZ,  YOZ,  che  indicheremo  respettivamente 
con  Mx„,  M#l,  hanno  per  proiezioni  in  quei  piani  delle  curve 
identiche  ai  meridiani  stessi  e per  prime  proiezioni  rette  che 
passano  per  a'  e sono  respettivamente  parallele  ad  OX,  OY. 
I cilindri  tangenti  alla  superficie  lungo  quei  due  meridiani 
sono  respettivamente  perpendicolari  ai  piani  XOZ,  YOZ; 
analogamente  il  cono  circolare  tangente  alla  superficie  lungo 
un  parallelo  e che  ha  il  vertice  nel  punto  all’  infinito  dell’  asse 
di  rotazione,  è un  cilindro  normale  al  primo  piano  di  proie- 
zione. La  traccia  orizzontale  di  questo  cilindro  e quelle  verti- 
cali dei  cilindri  tangenti  lungo  i meridiani  anzidetti  sono  i con- 
torni apparenti  della  superficie  respettivamente  nel  primo, 
secondo  e terzo  piano  di  proiezione  (Cfr.  § 122). 

Tutte  le  volte  che  si  dovrà  considerare  una  sola  superficie 
di  rotazione  le  si  potrà  fare  assumere  questa  speciale  posizione 
rispetto  al  sistema  di  assi  di  proiezione  — poiché  si  può  sem- 
pre col  mezzo  di  due  rotazioni  (§  59)  portare  uno  degli  assi  di 
proiezione  ad  essere  parallelo  all’asse  a di  questa  superficie 
di  rotazione. 

Esercizi.  1)  Considerare  la  rappresentazione  di  una  superficie  di  rota- 
zione , cioè  de’  suoi  paralleli  e meridiani  in  proiezione 
parallela  ortogonale,  supponendo  che  l’asse  di  rotazione 
o sia  parallelo  al  secondo  piano  di  proiezione  senz’  essere 
nonnaie  al  primo. 
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2)  Rappresentare  in  proiezione  assonometrica  una  superficie  di 

rotazione. 

3)  Si  eseguisca  la  rappresentazione  in  proiezione  centrale  dei 

paralleli  e dei  meridiani  di  una  superficie  di  rotazione, 
supponendo  : 

a)  l’asse  di  rotazione  inclinalo  rispetto  al  quadro; 

b)  normale  al  quadro; 

c)  parallelo  al  quadro. 

4)  Eseguire  le  medesime  costruzioni  pel  caso  in  cui  la  linea  gene- 

ratrice C della  superficie  di  rotazione  sia  una  retta,  la  quale 
non  si  trovi  in  uno  stesso  piano  coll'  asse  di  rotazione. 

5)  Si  disegni  il  meridiano  parallelo  al  secondo  piano  di  proie- 

zione ed  un  meridiano  qualunque  inclinato  rispetto  a 
quel  piano  di  una  superfìcie  di  rotazione,  la  quale  sia 
generata  dalla  rotazione  di  una  retta  attorno  ad  un  asse 
parallelo  ad  OZ. 

G)  Si  disegni  in  proiezione  parallela  ortogonale  un  meridiano 
qualunque  di  una  superficie  di  rotazione , il  cui  asse  a 
sia  parallelo  ad  OZ  e per  la  quale  il  meridiano  parallelo 
al  secondo  piano  di  proiezione  sia  un  cerchio  od  in  ge- 
nerale una  conica. 

117.  Se  una  superficie  di  rotazione,  il  cui  asse  a è paral- 
lelo ad  OZ,  è data  me- 
diante le  proiezioni  a',  a'1 
dell’  asse  e le  proiezioni 
C',  C"  della  curva  gene- 
ratrice C,  si  può  con  fa- 
cilità determinare  le  pro- 
iezioni di  tutti  i punti  Ai 
della  superficie  ed  i rela- 
tivi piani  tangenti  T,. 

Se  il  punto  A,  rap- 
presenta la  prima  proie- 
zione di  un  punto  della 
superficie  data  (Fig.  199), 
per  esso  passerà  la  prima 
proiezione  P,'del  relativo 
parallelo;  le  intersezioni 
C,/,  Clt', ...  di  questo  cer- 
chio con  C'  e le  corri- 
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spendenti  seconde  proiezioni  C„",  in  G"  determinano  le 

seconde  proiezioni  dei  paralleli  P„,  P„ i quali  sono  proiet- 

tati in  P,'  e che  nella  seconda  proiezione  sono  rappresentati 
da  rette  parallele  all’  asse  OX,  su  questi  si  troveranno  i punti 
proiettati  in  A,'. 

Se  in  modo  analogo  si  cercano  le  seconde  proiezioni  dei 
punti  A,',  posti  in  una  retta  M,'  che  passa  per  a',  il 

luogo  di  queste  proiezioni  sarà  la  seconda  proiezione  M,"  del 
meridiano,  il  cui  piano  ha  per  prima  traccia  M,'. 

Se  fossero  date  le  proiezioni  di  un  meridiano  M,  della  su- 
perficie, la  costruzione  rimarrebbe  la  stessa,  sostituendo  a C la 
curva  M,.  Se  il  cerchio  P,’  che  passa  per  A,'  non  taglia  la  prima 
proiezione  C'  della  curva  generatrice  od  il  raggio  M/  che  è la 
proiezione  del  meridiano  M,,  allora  a qualsiasi  punto  A/  del  cer- 
chio non  corrisponde  alcun  punto  della  superficie  ; in  generale 
ogni  superficie  di  rotazione  ammette  un  parallelo  massimo  ed  un 
parallelo  minimo,  che  si  dicono  respettivamente  equatore  e cir- 
colo di  gola  della  superficie  : le  prime  proiezioni  di  questi  pa- 
ralleli limiti  formano  il  contorno  di  un  anello  circolare,  nel 
quale  giacciono  le  prime  proiezioni  di  tutti  i punti  della  super- 
ficie; si  dice  per  ciò  che  le  proiezioni  di  quei  paralleli  formano 
il  contorno  apparente  della  superficie  nella  prima  proiezione. 

Dalla  seconda  proiezione  /?,"  di  un  punto  della  superficie 
si  determina  facilmente  la  seconda  proiezione  P,r'  del  parallelo 
che  passa  per  B,  — poiché  questa  è la  parallela  ad  OX  con- 
dotta per  B" — e così  si  ha  la  seconda  proiezione  dell’inter- 
sezione di  P,  colla  curva  generatrice  C o colla  linea  meridia- 
na M,  ; si  ottiene  allora  la  prima  proiezione  di  questo  punto 
di  intersezione  e per  conseguenza  quella  del  parallelo  P,,  nella 
quale  si  trovano  le  prime  proiezioni  dei  punti,  la  cui  seconda 
proiezione  è B",  per  cui  abbassando  da  B,"  la  perpendicolare 
ad  OX  questa  incontra  P,'  nei  punti  Bu',  che  sono  quelli 
cercati. 

Se  Mx,”  è la  seconda  proiezione  del  meridiano  parallelo  ad 
XOZ,  si  riconoscerà  che  ad  un  punto  B°  non  corrisponde  al- 
cuna prima  proiezione  e quindi  alcun  punto  della  superficie, 
quando  Z?t"  non  sarà  situato  dentro  il  contorno  apparente  della 
superficie  in  quel  piano  di  proiezione,  contorno  che  è formato 
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dalle  due  metà  del  meridiano  MX1".  Quel  meridiano  si  può  quindi 
considerare  come  il  contorno  della  superficie  nel  secondo  piano 
di  proiezione  ; cosi  M,,'"  sarebbe  il  contorno  sul  terzo  piano  di 
proiezione. 

Esercizi.  1)  Si  costruiscano  i punti  e le  tangenti  del  meridiano  parallelo 
al  secondo  piano  di  proiezione  di  una  superficie  di  rota- 
zione, della  quale  sono  dati  l’asse  a parallelo  ad  OZ , e 
le  prime  due  proiezioni  della  curva  generatrice  C;  in  par- 
ticolare, si  supponga  che  la  curva  C sia  un’elica,  il 
cui  asse  sia  parallelo  a quello  di  rotazione  della  su- 
perficie. 

Preso  un  punto  P della  curva  generatrice  e la  tangente  t in 
quel  punto , si  ottiene  subito  il  vertice  M del  cono-che  tocca 
la  superficie  lungo  il  parallelo  che  passa  per  P,  costruendo 
l’ intersezione  dell’  asse  a col  piano  condotto  per  t e che 
ha  PM  per  retta  di  massima  pendenza,  col  piano  cioè,  la 
cui  prima  traccia  passa  per  la  prima  traccia  di  t ed  è 
normale  a Fa'  (§§  73,  74). 

2)  Si  costruisca  per  punti  e per  tangenti  l’ iperbole  contorno 

dell’  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda  determinato 
dalla  generatrice  rettilinea  g e dall’  asse  a parallelo 
ad  OZ. 

3)  In  quali  casi  una  superficie  di  rotazione  non  ha  contorno  nel 

primo  piano  di  proiezione  , ed  in  quali  casi  non  esiste  che 
un  cerchio  di  gola? 

4)  Dimostrare  in  qual  modo  il  numero  dei  punti  Ai(  della  super- 

• fide  di  rotazione,  i quali  corrispondono  ad  una  data  prima 

proiezione  zi,',  dipenda  dalla  forma  del  meridiano  gene- 
ratore della  superficie. 

5)  Ad  una  seconda  proiezione  B"  corrispondono  in  generale 

due  punti  e Bit  della  superficie.  In  quali  casi  vi  pos- 
sono essere  quattro  od  anche  più  di  tali  pupti? 

0)  Dimostrare  che  i punti  del  secondo  contorno  apparente  fanno 
eccezione  a quella  regola. 

1 18.  Il  piano  tangente  T in  un  punto  A di  una  superficie  di 
rotazione  si  ottiene,  costruendo  le  tangenti  tp,  tm  al  parallelo  P 
e al  meridiano  M respetti  vamen te  che  passano  per  quel  punto  — 
poiché  il  piano  tangente  ad  una  superficie  in  un  punto  è deter- 
minato dalle  tangenti  a due  curve  della  superficie  in  quel  punto 
(Fig.  200).  Supponiamo  che  la  superficie  sia  determinata  dalle 
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proiezioni  dell’  asse  a,  supposto  parallelo  ad  OZ  e dalla  seconda 
proiezione  del  meridiano  Mr,  parallelo  ad  XOZ,  ossia  dal  con- 
torno apparente  della  su- 
perficie su  quel  piano  ; 1 
la  tr  nella  prima  proie- 
zione si  ottiene  come  la 
tangente  in  A al  cerchio 
proiezione  del  parallelo 
che  passa  per  A,  cioè  come 
la  normale  in  A al  la  retta 
a!  A,  e tj  sarà  allora  il 
raggio  a' A ; nella  seconda 
proiezione  tr  coincide  col- 
la retta  parallela  ad  OX 
che  passa  per  A',  e si 
ottiene  tirando  la  retta 
A"  0\  se  0"  è il  punto 
d’  intersezione  di  a"  col- 
la tangente  al  meridiano 
Mx,''  nel  punto  che  trovasi 
sul  parallelo  di  A". 

Donde  si  vede  che  la  prima  traccia  del  piano  tangente  nel 
punto  A è normale  alla  prima  proiezione  del  raggio  del  paral- 
lelo di  A che  passa  per  questo  punto,  poiché  deve  essere  pa- 
rallela a tp'. 

Se  nel  punto  A si  innalza  la  perpendicolare  n al  piano  tan- 
gente T,  questa  retta  è la  normale  alla  superficie  in  quel  punto  ; 
la  prima  proiezione  di  questa  normale  coincide  col  raggio  A a!, 
la  seconda  invece  passa  per  A"  e pel  punto  N"  dell’  asse  a",  in  cui 
questo  asse  è incontrato  da  quella  normale  al  meridiano  Mn, 
il  cui  piede  giace  nel  parallelo  di  A'.  Tutte  le  normali  ad  una 
superficie  di  rotazione  nei  punti  di  uno  stesso  parallelo  for- 
mano un  cono  di  rotazione,  il  cui  asse  è a;  tale  cono  è nello 
stesso  tempo  normale  al  cono  tangente  alla  superficie  costruito 
sullo  stesso  parallelo  come  base  (Cfr.  § 97,  Oss.  II).  La  nor- 

1 Anche  in  seguito  supporremo  sempre  che  le  superitele  di  rotazione  siano  deter- 
minate a questo  modo,  a meno  che  non  sia  detto  il  contrario. 


Fig.  200. 
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male  alla  superficie  in  un  punto  trovasi  nel  piano  del  meri- 
diano corrispondente. 

Di  qua  si  vede  che  i paralleli  ed  i meridiani  di  una  super- 
ficie di  rotazione  godono  della  proprietà  che  le  normali  alla 
superficie  nei  loro  successivi  punti  si  incontrano,  così  che  l' in- 
sieme di  tali  normali  costituisce  per  ogni  curva  una  superficie 
sviluppabile.  Quelle  curve  sono  quindi  le  (Cfr.  § 103,  c)  linee  di 
curvatura  della  superficie  di  rotazione. 

Noi  sappiamo  delle  curve  assintotiche  delle  superficie  — le 
cui  sviluppabili  osculatrici  sono  circoscritte  alla  superficie,  e 
quindi  forniscono  la  seconda  generazione  delle  superficie  di  ro- 
tazione accennata  nel  § 115  — che  le  direzioni  degli  elementi 
delle  due  linee  che  passano  per  un  punto  qualunque  della  su- 
perficie sono  bissecate  dalle  direzioni  degli  elementi  delle  li- 
nee di  curvatura  che  passano  pel  medesimo  punto  (§  103,  c).  Le 
curve  assintotiche  di  una  superficie  però  non  sono  reali  che 
nei  punti  iperbolici  della  stessa,  e per  una  superficie  di  rota- 
zione soltanto  là  dove  la  linea  meridiana  rivolge  la  propria 
convessità  all’asse  di  rotazione,  chè  in  qualunque  altro  caso  la 
conica  indicatrice  è evidentemente  un’  ellisse.  Per  costruire  le 
rette  osculatrici  che  sono  tangenti  alle  curve  assintotiche  si 
deve  disegnare  un  iperboloide  ad  una  falda  osculatore  alla  su- 
perficie nel  punto  che  si  considera,  e per  maggior  semplicità 
(Cfr.  § 107)  si  porrà  il  centro  di  questo  iperboloide  nel  punto  di 
intersezione  dell’  asse  colla  normale  alla  superficie  nel  punto 
che  si  è scelto,  cioè  si  determinerà  un  iperboloide  di  rotazione, 
il  quale  abbia  il  punto  di  contatto  nel  cerchio  di  gola  ; le  gene- 
ratrici rettilinee  corrispondenti  a quel  punto  saranno  le  rette 
osculatrici  cercate. 

Osservai.  I)  La  sviluppata  del  meridiano  di  una  superficie  di  rotazione  si 
può  considerare  come  Io  spigolo  di  regresso  della  svilup- 
‘pabile  formata  dalle  normali  alla  superficie  nei  successivi 
punti  del  meridiano. 

II)  La  superficie  di  rotazione  generata  da  un  cerchio  che  ruota 
attorno  ad  una  retta  posta  nel  suo  piano  dicesi  toro , ed  ò 
nello  stesso  tempo  l’inviluppo  di  una  superficie  sferica, 
il  cui  raggio  rimane  costante,  mentre  il  centro  si  muove 
descrivendo  un  cerchio. 
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III)  Le  normali  ad  una  superfìcie  di  rotazione  nei  punti  di  uno 

stesso  parallelo  formano  un  cono  di  rotazione,  il  cui  asse 
è quello  della  superficie;  la  sfera  descritta  con  centro  nel 
vertice  di  questo  cono  c con  raggio  eguale  al  suo  lato  tocca 
la  superfìcie  lungo  quel  parallelo;  quindi  si  può  conside- 
rare la  superficie  di  rotazione  come  l’ inviluppo  di  una 
sfera,  il  cui  centro  scorre  sull’  asse  della  superficie,  men- 
tre il  raggio  varia  in  modo  continuo. 

IV)  Muovendosi  sopra  un  meridiano  si  trova  un  punto  parabolico 

della  superficie  ogni  qualvolta  la  curva  dal  volgere  al- 
1’  asse  la  convessità  passa  a volgergli  la  concavità,  quindi 
i luoghi  dei  punti  parabolici  della  superficie  di  rotazione 
sono  dei  paralleli. 

V)  Le  coppie  delle  rette  osculatrici  di  una  superficie  di  rota- 

zione nei  punti  di  uno  stesso  parallelo  formano  un  iper- 
boloide di  rotazione  ad  una  falda , il  quale  è circoscritto 
alla  superficie  lungo  questo  parallelo. 

VI)  Il  piano  di  un  parallelo  è egualmente  inclinato  rispetto  ai 

piani  tangenti  alla  superfìcie  nei  punti  del  parallelo 
stesso;  analogamente:  I piani  tangenti  alla  superficie  nei 
punti  di  uno  stesso  meridiano  formano  un  angolo  costante 
col  piano  meridiano — in  questo  caso  l’ inclinazione  è 
di  90" . 

In  generale:  Se  un  piano  taglia  una  superficie  curva  in 
modo  che  in  tutti  i punti  della  sezione  la  superficie  sia 
egualmente  inclinata  sul  piano,  vale  a dire  per  modo 
che  le  normali  alla  superficie  nei  punti  della  curva 
sezione  facciano  un  angolo  costante  col  piano , quella 
curva  d’  intersezione  è una  linea  di  curvatura  della 
superficie.  Infatti  la  superficie  delle  normali  è sviluppa- 
bile, perchè  essa  è una  superficie  d’uniforme  pendenza 
rispetto  a quel  piano  per  una  data  curva  (Cfr.  § 101 , 
Oss.  IV). 

VII)  I meridiani  di  una  superficie  di  rotazione  sono  in  pari  tempo 

linee  geodetiche  della  superficie.  Se  una  linea  di  curva- 
tura di  una  superficie  è in  pari  tempo  una  linea  geode- 
tica, essa  deve  essere  piana. 

Esercizi.  1)  Costruire  il  piano  tangente  e la  normale  ad  una  superficie  di 
rotazione  in  quei  punti,  i quali  a)  hanno  una  data  prima 
proiezione , 6)  hanno  una  data  seconda  proiezione. 

2)  Si  determini  il  piano  tangente  ad  una  superficie  di  rotazione 
in  un  punto,  supponendo  la  superficie  determinata  dal- 
l’asse a e dalla  curva  generatrice  C;  in  particolare: 
Si  consideri  l’iperboloide  di  rotazione  generato  da  una 
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retta  g che  ruota  intorno  al  può  asse.  Si  spieghi  la  co- 
struzione che  è eseguita  nella  Fig.  201. 


3)  Si  determinino  le  posizioni  dei  piani  tangenti  alla  superfìcie 
nei  punti  de’ suoi  contorni  come  casi  speciali  del  me- 
todo generalè. 

119.  Per  lo  studio  delle  superficie  di  rotazione  importa 
assai  che  le  loro  proprietà  generali  relative  alle  costru- 
zioni si  ricavino  dalla  natura  semplice  del  movimento  che 
genera  la  superficie,  cioè  dalla  rotazione  intorno  ad  un  asse. 
Le  altre  proprietà  che  nascono  dalla  natura  della  curva  gene- 
ratrice non  si  possono  ottenere  se  non  quando  siano  conosciute 
le  proprietà  della  curva  stessa,  come  sarebbe  per  es.  nel  caso 
delle  superficie  di  rotazione  di  secondo  grado. 

Noi  prescinderemo  ora  da  queste  ultime  proprietà,  e sup- 
porremo che  la  superficie  sia  data  col  mezzo  dell’  asse  a parallelo 
ad  OZ  e del  meridiano  M„,  semplicemente  disegnato  e paral- 
lelo al  secondo  piano  di  proiezione. 

Ciò  posto,  noi  tralasceremo  le  discussioni  che  si  riferiscono 
all’  ordine  ed  alla  classe  della  superficie,  alla  sua  natura  alge- 
brica o trascendente,  ec.  L’ordine  che  si  deve  tenere  partendo  da 
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tali  dati  grafici  non  può  più  essere  quello  rigorosamente  teorico, 
conviene  invece  proporsi  i problemi  di  Geometria  descrittiva  che 
si  presentano  nel  combinare  una  superficie  di  rivoluzione  con 
altre  figure  geometriche,  e dopo  enunciato  il  problema  discu- 
terlo colla  massima  eslensione  teorica  di  cui  esso  è suscettibile. 

Partendo  o)  dalla  rappresentazione  della  superficie,  dei 
suoi  punti  e dei  suoi  piani  tangenti  e quindi  anche  dalla  rap- 
presentazione delle  curve  che  esistono  sulla  superficie  e delle 
sviluppabili  circoscritte  alla  superficie  stessa  — come  già  si  è 
stabilito  nei  precedenti  §§  — si  passa 

b ) alla  discussione  dei  rapporti  che  esistono  tra  la  super- 
ficie e le  forme  geometriche  fondamentali  — punti , rette  e piani 
— cioè  alla  costruzione  delle  sezioni  piane  della  superficie,  os- 
sia dei  punti  che  essa  ha  in  un  piano,  dei  suoi  coni  tangenti, 
ossia  dei  piani  tangenti  che  passano  per  un  punto,  e finalmente 
alla  costruzione  dei  punti  e dei  piani  tangenti  che  la  superficie 
ha  a comune  con  una  retta. 

Il  terzo  gruppo  di  problemi  comprende 

c)  la  discussione  delle  relazioni  che  esistono  tra  le  super- 
ficie di  rotazione  e date  superficie  sviluppabili,  oppure  fra  le 
prime  e date  curve  gobbe,  considerate  come  spigoli  di  regresso 
di  quelle  sviluppabili;  in  particolare  comprende  la  ricerca 
delle  relazioni  che  esistono  tra  le  superficie  di  rotazione  ed  i 
coni  e le  curve  piane  (§§  127,  128). 

Seguono  poi  d)  le  costruzioni  che  si  riferiscono  alle  rela- 
zioni esistenti  tra  una  superficie  di  rotazione  ed  un’  altra  su- 
perficie curva , la  quale  al  punto  a cui  siamo  giunti  può  es- 
sere una  superficie  di  secondo  grado,  una  superficie  rigata, 
un’altra  superficie  di  rotazione,  ec.;  questo  gruppo  comprende 
cioè  i problemi  relativi  alla  costruzione  dei  punti  comuni  a 
due  superficie,  ossia  della  loro  curva  di  intersezione,  e la  co- 
struzione dei  piani  tangenti  comuni,  ossia  della  sviluppabile 
circoscritta  a due  superficie  date  (§§  129,  130). 

Finalmente  e)  si  cercheranno  le  relazioni  che  esistono  fra 
tre  superficie  curve  (§  130). 

I problemi  del  gruppo  b)  comprendono  quindi  la  determi- 
nazione dei  contorni  delle  ombre  proprie  e delle  ombre  proiet- 

I iedlkr.  — Geometria  descrittiva.  29 
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tate  nello  spazio  da  una  superfìcie  di  rotazione  illuminata  da 
un  punto  luminoso,  posto  a distanza  finita  od  infinita,  e la  de- 
terminazione dei  contorni  sopra  i piani  di  proiezione  di  una  su- 
perficie di  rotazione  disposta  comunque  nello  spazio.  Il  grup- 
po c)  comprende  la  costruzione  della  sviluppabile  che  ha  un 
dato  cono  direttore  ed  è circoscritta  alla  superficie  di  rotazione. 
Nel  caso  particolare  in  cui  il  cono  direttore  sia  di  rotazione 
ed  abbia  un  asse  di  data  direzione,  allora  si  ha  la  costruzione 
delle  linee  d’eguale  intensità  luminosa  della  superficie  nell’ipo- 
tesi che  la  luce  emani  da  un  punto  luminoso  posto  a distanza 
infinita  nella  direzione  dell’  asse  dato  (§  123). 

Ai  problemi  compresi  nel  gruppo  d)  appartengono  final- 
mente quelli  che  si  riferiscono  alle  relazioni  che  passano  tra  le 
curve  comuni  a due  superficie  e le  forme  elementari:  punto, 
piano,  e linea  retta;  oppure  tra  queste  forme  e le  sviluppabili 
circoscritte  a due  superficie. 

Il  principio  di  dualità  divide  tutti  questi  problemi  in  due 
gruppi  distinti  : i problemi  del  primo  gruppo  si  risolvono  col 
mezzo  dei  punti  situati  sulle  superficie  e delle  più  semplici 
serie  di  punti,  ossia  delle  più  semplici  curve  che  si  possano  trac- 
ciare sulle  superficie  stesse,  cioè  nel  caso  delle  superficie  di 
rotazione  dei  paralleli  e dei  meridiani  ; i problemi  dell’  altro 
gruppo  si  risolvono  col  mezzo  dei  piani  tangenti  alla  superficie 
e dei  sistemi  più  semplici  di  tali  piani,  ossia  delle  più  semplici 
sviluppabili  circoscritte,  cioè  dei  coni  tangenti  lungo  i paralleli 
e dei  cilindri  tangenti  lungo  i meridiani,  quando  si  tratti  di 
superficie  di  rotazione.  — Soltanto  nel  caso  dell’iperboloide  di 
rotazione  ad  una  falda  si  hanno  delle  curve  situate  sulla  su- 
perficie e delle  sviluppabili  circoscritte  più  semplici  di  quelle 
anzidetto,  considerando  le  generatrici  rettilinee  della  superficie 
stessa  ed  i fasci  di  piani  che  hanno  per  assi  queste  generatrici. 

Questa  in  conclusione  è la  stessa  classazione  di  problemi,  ai 
quali  noi  fummo  condotti  precedentemente,  e tra  loro  sussiste 
la  stessa  corrispondenza  duale. 

120.  La  costruzione  della  intersezione  di  un  piano  E,  deter- 
minato dalle  sue  tracce  s, , s, , con  una  superficie  di  rotazione , 
data  per  mezzo  del  suo  asse  a parallelo  ad  OZ  e del  meridiano 
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si  può  fare  prendendo  come  curve  ausiliario  i paralleli  od  i 
meridiani  della  superficie  (Fig.  202).  Infatti  il  piano  E è tagliato 
dal  piano  di  un  parallelo  qualunque  P,  secondo  una  retta  p,,  la 
quale  è parallela  alla  prima  traccia  di  E ed  è quindi  determi- 
nata dalla  sua  seconda  traccia;  le  intersezioni  Ait  B,  della  p, 
col  cerchio  P.  appartengono  alla  curva  d*  intersezione  cercata. 


Fiff.  202. 


Analogamente  il  piano  E taglia  il  piano  del  meridiano  M. 
che  noi  supponiamo  disegnato  interamente,  cioè  colle  sue  due 
metà  simmetriche,  secondo  una  retta  mit  la  quale  è determinata 
dalla  sua  prima  traccia  e dalla  sua  intersezione  coll’asse  a;  i 
punti  di  intersezione  C,-,  D,,...  di  questa  retta  col  meridiano M, 
sono  punti  della  curva  di  intersezione  del  piano  E colla  super- 
ficie. Quei  punti  Ait  Bt  si  ottengono  direttamente  nella  prima 
proiezione  e quindi  nella  seconda,  i punti  C<,  si  determi - 
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nano  invece  coll’aiuto  del  meridiano  M*,,  ribaltando  su  questo 
il  meridiano  M,  ; determinato  allora  il  ribaltamento  di  mt  e quindi 
ottenute  le  intersezioni  (Ci),  (Di)  della  (mi)  col  meridiano  Mri , 
col  raddrizzamento,  riportando  al  suo  posto  la  (mi),  si  hanno  i 
punti  Ci,  Di  cercati.  Se  si  fa  percorrere  al  parallelo  P.  tutte  le 
posizioni  nelle  quali  esso  taglia  il  meridiano  M„,  si  ottengono 
senza  dubbio  e due  per  due  tutti  i punti  della  curva  di  interse- 
zione; analogamente  se  al  meridiano  M,  si  fa  compiere  un’in- 
tera rotazione  attorno  all’ asse  a,  in  ognuna  delle  successive 
posizioni  si  hanno  più  punti  ed  il  loro  insieme  fornisce  l’intera 
curva  di  intersezione.  Col  mezzo  dei  paralleli  si  possono  deter- 
minare in  particolare  i punti  H,  nei  quali  la  prima  proiezione 
della  curva  di  intersezione  incontra  il  primo  contorno  della  su- 
perficie; col  mezzo  del  meridiano  M„  si  determinano  invece  i 
punti  V,  nei  quali  la  seconda  proiezione  di  quella  curva  incon- 
tra il  secondo  contorno. 

La  costruzione  mostra  che  la  retta  d’ intersezione  s del 
piano  secante  E col  piano  del  meridiano  M,  normale  ad  E , è 
un  asse  di  simmetria  ortogonale  per  la  curva  di  intersezione , 
ed  inoltre  s'  è un  asse  di  simmetria  ortogonale  per  la  prima 
proiezione  della  curva,  ed  s"  è un  asse  di  simmetria  obbliqua 
della  seconda  proiezione  di  quella  curva  — i raggi  di  questa  sim- 
metria sono  paralleli  ad  OX  (Fig.  202).  Questa  simmetria  trae 
di  conseguenza  che  le  tangenti  in  due  punti  simmetrici  Ai,  /?, 
della  curva  si  tagliano  sull’asse  s,  il  che  risulta  anche  dalla 
diretta  costruzione  di  quelle  tangenti.  Infatti  la  tangente  in  un 
punto  Ai  della  curva  di  intersezione  è la  intersezione  del  piano 
tangente  alla  superficie  di  rotazione  in  quel  punto  col  piano  se- 
cante, e poiché  i piani  tangenti  alla  superficie  di  rotazione  in 
due  punti  Ai,Bi  dello  stesso  parallelo  si  segano  secondo  una 
retta  del  piano  meridiano  M„,  il  quale  bisseca  il  segmento  A,  Bit 
cosi  le  corrispondenti  tangenti  alla  curva  di  intersezione  si  se- 
gano in  un  punto  della  retta  s;  ed  in  particolare  le  prime  proie- 
zioni di  quelle  tangenti  si  incontreranno  in  un  punto  di  s’ e le  se- 
conde proiezioni  nella  seconda  proiezione  di  quel  punto  sopra  s". 

Come  conseguenza  di  questa  simmetria  si  ha,  che  i punti 
della  curva  di  intersezione  che  giacciono  sull’asse  di  simmetria  s 
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hanno  la  particolare  proprietà  che  le  loro  tangenti  sono  per- 
pendicolari al  piano  meridiano  di  simmetria,  cioè  parallele  alla 
prima  traccia  del  piano  secante,  quindi  si  proiettano  nel  primo 
piano  di  proiezione  parallelamente  all’  anzidetta  traccia , ossia 
perpendicolarmente  ad  s ' ; nel  secondo  piano  di  proiezione  le  loro 
proiezioni  saranno  parallele  ad  OX.  Ora,  giacché  le  coordinate  z 
di  questi  punti  sono  o maggiori  o minori  di  quelle  dei  punti  della 
curva  sezione  ad  essi  infinitamente  vicini  dalle  due  parti,  tra 
questi  punti  devonsi  trovare  quelli  di  ordinata  massima  e di  ordi- 
nata minima,  quelli  cioè  che,  supposto  orizzontale  il  piano  XOY, 
si  possono  considerare  come  il  punto  più  alto  ed  il  più  basso 
della  curva  di  intersezione.  La  costruzione  di  questi  punti  si  fa 
dunque  direttamente  col  mezzo  del  meridiano  di  simmetria  M,. 

Osserva s.  I)  Poiché  al  parallelo  massimo  ed  al  minimo  della  superfìcie  cor- 
rispondono cilindri  tangenti  anziché  coni,  cosi  nelle  prime 
proiezioni  dei  punti  II  la  prima  proiezione  della  curva  di 
intersezione  tocca  il  primo  contorno  della  superficie. 

II)  La  proiezione  centrale  della  curva  di  intersezione  di  una  su- 
perficie di  rotazione,  il  cui  asse  ha  una  posizione  qualun- 
que nello  spazio,  con  un  piano  E,  gode  delle  proprietà 
della  simmetria  in  involuzione , cioè  le  due  parti  della 
curva  d’intersezione  si  corrispondono  l’un  l’altra  in  una 
collineazione  in  involuzione.  L'asse  s'  di  questa  involu- 
zione è l’immagine  della  retta  d’intersezione  del  piano 
E col  piano  ad  esso  normale  che  passa  per  a,  ed  il  cen- 
tro corrispondente  è il  punto  di  fuga  delle  normali  a 
quest’ultimo  piano;  quindi  è un  punto  della  linea  di 
fuga  del  piano  secante. 

Esercizi.  1)  Le  prime  proiezioni  di  tutte  le  sezioni  piane  di  un  iperbo- 
loide di  rotazione  ad  una  falda  toccano  il  primo  contorno 
dell’  iperboloide. 

2)  Come  si  supplisce  nelle  costruzioni  alla  seconda  metà  del  me- 

ridiano contorno,  quando  questa  si  suppone  non  disegnata? 

3)  Indicare  le  simmetrie  di  quelle  sezioni  piane  di  una  super- 

ficie di  rotazione,  che  si  ottengono  da  piani  perpendico- 
lari al  primo  od  al  secondo  piano  di  proiezione. 

4)  Come  si  modificano  le  relazioni  di  simmetrìa  della  curva  di 

intersezione  di  un  piano  con  una  superficie  di  rotazione , 
data  in  proiezione  parallela , quando  il  suo  asse  è incli- 
nato rispetto  ai  piani  di  proiezione? 

5)  È egli  conveniente  il  far  uso  del  metodo  dato  nell’Oss.  II  per 
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costruire  le  sezioni  piane  di  un  cono  di  rotazione  o di 
un  cilindro  di  rotazione? 

6)  La  sezione  piana  di  un  toro  (§  H8,  Oss.  II)  è una  curva  del 

quarto  ordine,  la  quale  ha  nei  punti  circolari  immaginari 
del  piano  secante  due  punti  doppi.  Se  un  piano  tocca  un 
toro  in  due  punti,  la  curva  d’intersezione  di  quel  piano 
colla  superficie  ha  quattro  punti  doppi  e si  decompone  in 
due  coniche,  le  quali  devono  essere  cerchi,  poiché  de- 
vono contenere  i punti  circolari  dei  piano  bitangente. 
Quali  ne  sono  i diametri? 

7)  Costruire  l’intersezione  col  piano  E dell’iperboloide  di  ro- 

tazione ad  una  falda , determinato  dall’asse  a parallelo 
ad  OZ  e dalla  generatrice  rettilinea  e parallela  ad  XOZ. 

8)  Se  la  detta  intersezione  è un’ ellisse , come  si  costruiscono  gli 

estremi  dell’  asse  che  coincide  coll’  asse  di  simmetria  s,  e 
quindi  gli  estremi  dell’altro  asse? 


9)  Come  si  può  conoscere  dalla  posizione  della  generatrice  c e 
del  piano  E il  genere  della  curva  d’ intersezione  di  quel 
piano  coll’  iperboloide  di  rotazione?  (Cfr.  § 92). 
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10)  Si  costruiscano  direttamente,  nel  caso  in  cui  l’ iperboloide  di 
rotazione  sia  segato  secondo  un’  iperbole,  gli  assintoti  e gli 
assi  della  curva  d’ intersezione. 

Per  ogni  parallelo  Pi  della  superficie  che  corrisponde  ad 
un  determinato  punto  della  generatrice  e si  può  applicare 
• la  costruzione  indicata  nel  testo;  analogamente  per  ogni 

meridiano  M,  della  superficie  si  possono  determinare  i 
punti  Ci,  Di  della  sezione,  purché  si  osservi  che  questi 
punti  devono  trovarsi  nella  retta  Si,  intersezione  del  piano 
meridiano  M,  col  piano  secante  E,  e che  oltre  a ciò  i punti 
di  intersezione  di  s(  coll’  iperboloide  generato  dalla  rota- 
zione di  e devono  trovarsi  in  quegli  stessi  paralleli,  sui 
quali  giacciono  i punti  di  intersezione  di  e col  cono  gene- 
rato dalla  rotazione  di  s< . La  costruzione  di  questi  paral- 
leli (Fig.  203)  si  fa  come  si  è indicato  nel  § 04,  e quindi 
si  hanno  i punti  Ci,  Di  nelle  intersezioni  di  questi  pa- 
ralleli con  s(.  Volendo  costruire  le  tangenti  alla  curva  se- 
zione nei  punti  cosi  trovati,  basta  osservare  che  le  prime 
tracce  dei  piani  tangenti  corrispondenti  della  superficie 
di  rotazione  devono  passare  per  le  tracce  omonime  delle 
generatrici  e che  passano  resp.  per  Ci  e Di  ed  essere 
respettivamente  normali  alle  rette  a' Ci',  a'  Di'.  Avendo 
riguardo  alle  proprietà  di  simmetria  ogni  meridiano  for- 
nisce due  coppie  di  punti  della  curva  di  intersezione , e 
determinate  le  tangenti  in  questi  punti  si  hanno  elementi 
più  che  sufficienti  per  costruire  completamente  la  conica. 

121.  Il  cono  tangente  ad  una  superficie  di  rotazione  che  ha 
il  vertice  in  un  dato  punto  L,  si  può  costruire  col  mezzo  dei 
coni  tangenti  lungo  i paralleli,  o dei  cilindri  tangenti  lungo  i 
meridiani  della  superficie.  Infatti  tra  gli  infiniti  piani  tangenti 
ad  un  cono  circoscritto  lungo  un  parallelo  in  generale  ve  ne  sono 
due,  i quali  passano  per  L,  e cosi  tra  gli  infiniti  piani  tangenti 
lungo  un  meridiano  ve  ne  sarà  un  certo  numero,  e questo  di- 
penderà dalla  forma  del  meridiano  stesso,  che  passeranno  per 
quel  punto.  Questi  piani  tangenti  che  passano  per  L apparten- 
gono quindi  al  cono  tangente  da  costruirsi  ; i punti  di  contatto 
di  questi  piani  colla  superficie  sui  paralleli  o sui  meridiani  de- 
terminano le  generatrici  del  cono  cercato. 

Al  parallelo  P.  corrisponde  il  cono  tangente  P,‘  che  ha  il 
vertice  nel  punto  S,  dell'  asse  e che  taglia  il  piano  parallelo 
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ad  XOY  che  passa  per  L secondo  un  cerchio  À'.;  le  tangenti  ti- 
rate da  L a questo  cerchio  determinano  coi  loro  punti  di  con- 
tatto le  due  generatrici  del  cono  P,\  lungo  le  quali  il  cono  è 
toccato  dai  piani  tangenti  che  passano  per  L ; i punti  di  que- 
ste generatrici  situati  sul  parallelo  P.  sono  due  punti  A„  Bf 
della  curva  di  contatto  della  superficie  di  rotazione  col  cono 
ad  essa  circoscritto  che  ha  il  vertice  in  L.  Si  riconosce  facil- 
mente che  il  cerchio  K descritto  nel  primo  piano  di  proiezione 
col  diametro  a V serve  come  cerchio  ausiliario  per  tutti  i coni 
tangenti  lungo  i paralleli,  poiché  esso  è il  luogo  dei  punti  di 
contatto  di  tutte  le  coppie  di  tangenti  che  da  L'  vanno  ai  cer- 
chi K!  sezioni  di  questi  coni  col  piano  parallelo  ad  XOY  che 
passa  per  L. 

D’altra  parte  al  meridiano  M.  corrisponde  un  cilindro  cir- 
coscritto M.c,  il  quale  viene  a coincidere  col  cilindro  tangente 
lungo  il  meridiano  M„,  quando  si  faccia  ruotare  il  piano  di 
M,  finché  questo  si  sovrapponga  a M„.  Se  pel  punto  dato  L si  tira 
la  normale  al  piano  di  M,  e se  ne  determina  il  piede  Mt  su  quel 
piano,  per  questo  punto  passano  le  tangenti  al  meridiano  M,, 
le  quali  determinano  i piani  che  toccano  la  superficie  in  punti 
di  quel  meridiano  e che  contengono  il  punto  L.  Se  dunque  si 
costruisce  il  ribaltamento  nel  piano  del  punto  il/,  e si  ti- 
rano le  tangenti  da  questo  punto  ad  MXI,  i loro  punti  di  con- 
tatto, ricondotto  il  piano  M<  al  suo  posto,  sono  i punti  C.,  Di,... 
della  curva  di  contatto  del  cono  di  vertice  L tangente  alla  su- 
perficie, situati  sul  meridiano  M,.  Lo  stesso  cerchio  K prima 
considerato  ora  rappresenta  nella  prima  proiezione  il  luogo  dei 
piedi  delle  normali  condotte  da  L' alle  prime  proiezioni  M/  de- 
gli anzidetti  meridiani. 

Seguendo  il  metodo  dei  coni  tangenti  lungo  i paralleli , è 
evidente  che  la  curva  di  contatto  e con  essa  il  cono  tangente 
trovansi  in  simmetria  ortogonale  rispetto  al  piano  La,  ossia 
al  piano  meridiano  che  passa  pel  vertice  dato;  i punti  Ait  IL  di 
quella  curva  di  contatto  giacciono  due  a due  sulle  normali  a 
questo  piano  c le  corrispondenti  tangenti  si  incontrano  in  punti 
del  piano. 

Col  mezzo  dei  coni  tangenti  lungo  i paralleli  si  determi- 
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curva  stessa,  come  punti  cioè,  le  cui  tangenti  sono  perpendico- 
lari ad  La  e quindi  parallele  al  piano  XOY. 

Nella  Fig.  204  è rappresentata  la  costruzione  del  cono  tan- 
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nano  i punti  H della  curva  di  contatto  che  trovansi  sul  primo 
contorno  della  superficie  ; coll’  aiuto  dei  cilindri  circoscritti 
lungo  i meridiani  si  hanno  invece  i punti  V del  secondo  con- 
torno della  superficie  situati  sulla  curva  ed  i punti  U nel  me- 
ridiano La  come  punti  di  altezza  massima  o minima  della 


Fig  204. 
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gente  al  toro,  determinato  dal  meridiano  MIIf  secondo  con- 
torno della  superficie,  supponendo  che  il  vertice  del  cono  sia 
in  L.  Se  questo  punto  fosse  luminoso,  la  linea  di  contatto  di 
quel  cono  sarebbe  il  contorno  dell’ ombra  propria  della  su- 
perficie. 

Col  mezzo  del  cerchio  descritto  sul  diametro  L' a!  si  sono 
determinati  i punti  Hn  //,,  //,,  //,  sul  primo  contorno,  e col 
mezzo  del  punto  L"  e del  secondo  contorno  si  sono  determinati 
i punti  V,,  V,,  V,,  Vk  sul  contorno  stesso,  quindi  i punti  sim- 
metrici corrispondenti  V,*...;  col  mezzo  di  ( L ) si  sono  costruiti  i 
punti  più  alti  e più  bassi  £/,,  £/,,  U,,  Uk  della  linea  di  contatto. 
Oltre  a ciò,  col  mezzo  dei  piani  dei  paralleli  P , P*  simmetrici 
rispetto  al  piano  Ml  M,  che  contiene  il  circolo  descritto  dal  cen- 
tro del  cerchio  generatore  si  sono  determinati  i punti  1,  2,  3, 
4,  1*,  2*,  3*,  4*,  servendosi  dei  corrispondenti  coni  tangenti,  e 
col  mezzo  di  M ed  (A/)  si  sono  determinati  i punti  5,  6,  7,  8,  9. 
10, 11,12  pei  meridiani  M,  M*  simmetrici  rispetto  al  piano  L a. 

Osservai.  I)  La  curva  lungo  la  quale  un  cono  tangente  qualunque  tocca 
una  superficie  di  rotazione  è una  curva  gobba,  e la  traccia 
del  cono  sopra  un  piano  qualunque  si  può  considerare 
come  l' immagine  in  quel  piano  della  curva  gobba  proiet- 
tata dal  vertice  del  cono. 

Poiché  la  detta  curva  gobba  in  generale  non  possiede  punti 
stazionari,  cosi  la  traccia  del  cono  proiettante  non  avrà 
altri  punti  doppi  fuorché  lo  tracce  di  quelle  generatrici 
del  cono  che  toccano  due  volte  la  superficie;  parimente  la 
traccia  non  avrà  altri  punti  di  regresso  fuorché  le  tracce 
di  quelle  generatrici,  le  quali  sono  tangenti  alla  curva  di 
contatto.  Siccome  poi  la  tangente  in  un  punto  della  curva 
di  contatto  e la  generatrice  del  cono  tangente  che  passa  per 
quel  punto  sono  tangenti  coniugate  della  superficie  (§102), 
cosi  esse  non  possono  sovrapporsi  che  se  coincidono  con 
una  delle  rette  osculatrici  della  superfìcie,  cioè  i punti  di 
regresso  della  traccia  del  cono  circoscritto  hanno  origine 
da  quei  punti  della  superficie,  pei  quali  una  delle  rette 
osculatrici  passa  pel  vertice  del  cono  (§  82).  Queste  ge- 
neratrici del  cono  tangente  sono  anche  generatrici , che 
passano  pel  vertice  del  cono,  dell’iperboloide  di  rota- 
zione che  ha  il  medesimo  asse  della  superficie  data  e che  è 
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osculatore  alla  stessa  in  tutti  i punti  di  un  parallelo  (§  118). 

II)  Il  cilindro  che  ha  una  data  direzione  ed  è tangente  ad  una  su- 
perficie di  rotazione  di  secondo  grado,  ha  una  relazione 
inulto  semplice  col  cilindro  che  ha  la  stess  i direzione  ed  è 
tangente  ad  una  di  quelle  superficie  di  rotazione  che  hanno 
lo  stesso  asse  della  data,  ed  i cui  meridiani  si  possono 
ottenere,  muovendo  parallelamente  a so  stesso  e nel  pro- 
prio piano  il  meridiano  della  superficie  di  secondo  ordine  ; 
e ciò  torna  utilissimo  per  la  costruzione  della  curva  di 
contatto  di  queste  ultime  superficie.  Infatti  la  curva  di 
contatto  della  superficie  di  rotazione  di  secondo  grado  e 
con  essa  il  cilindro  tangente,  per  uno  spostamento  parallelo 
della  curva,  quando  si  mantenga  costante  la  direzione  del 
cilindro,  non  cambia  , sicché  il  cilindro  tangente  lungo  la 
metà  di  un  meridiano  della  superficie  di  rotazione  di  se- 
condo grado  e quello  tangente  lungo  la  metà  di  un  meri- 
diano della  superficie  trasformata  sono  uguali . ed  i punii 
della  curva  di  contatto  per  quest’  ultima  giacciono  negli 
stessi  raggi  dei  paralleli  che  passano  per  i punti  di  con- 
tatto della  superficie  data  di  secondo  ordine,  e sono  di- 
stanti da  questi  di  una  quantità  eguale  allo  spostamento 
che  si  è fatto.  Lo  curve  di  contatto  di  tali  superficie  di 
rotazione  coi  cilindri  circoscritti  nascono  quindi  da  curve 
di  secondo  grado,  quando  si  aumentano  di  quantità  uguali 
1 raggi  rettori  di  queste  curve  che  sono  normali  all’asse  ; 
quando  si  aumentano  cioè  della  distanza , di  cui  si  è al- 
lontanato dall’asse  di  rotazione  il  centro  della  conica. 

E evidente  che  questo  metodo  si  può  applicare  ugualmente 
anche  se  la  prima  superficie  non  è di  secondo  grado. 

Esercizi.  1)  Determinare  quei  piani  tangenti  ad  una  superficie  di  rota- 
zione, i quali  passano  per  un  dato  punto  e sono  inclinati 
di  un  angolo  dato  rispetto  all’asse  di  rotazione  della 
superficie;  ed  in  particolare:  Costruire  i piani  tangenti 
alla  superficie  paralleli  ad  ima  ietta  data  ed  inclinati  di 
• un  angolo  dato  rispetto  all’asse. 

•1)  Coll’aiuto  di  una  sfera  si  determinino  le  posizioni  di  qfiei 
piani,  i quali  fanno  coi  piani  di  proiezione  XOY,  XOZ 
angoli  dati  — si  considerino  perciò  come  assi  della  sfera 
respeltivamente  i diametri  paralleli  ad  OZ  e ad  0 Y e 
quei  piani  come  piani  tangenti  alla  sfera. 

3)  Costruire  quei  piani  tangenti  ad  una  superficie  di  rotazione  , 

i quali  contengono  un  dato  punto  e sono  paralleli  ad  una 
retta  data  normale  all’asso  di  rotazione  della  superficie. 

4)  Quali  rapporti  di  simmetria  si  presentano  nella  proiezione 
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centralo  per  il  cono  tangente  ad  una  superficie  di  rota- 
zione con  asse  obliquo  e per  la  curva  di  contatto  dello 
stesso  cono? 

5)  Quali  sono  le  semplicizzazioni  provenienti  dal  carattere  di 
superficie  di  rotazione  che  si  presentano  nella  costruzione 
del  cono  tangente  di  dato  vertice  ad  un  ellissoide  di  ro- 
tazione o ad  un  iperboloide  di  rotazione  a due  falde? 

0)  Spiegare  la  costruzione,  che  è indicata  nella  Fig.  205,  del 


« 


Fig.  205. 


cilindro  parallelo  ad  una  data  retta  l e tangente  ad  una 
superficie  di  rotazione.  Perchè  la  curvagli  contatto  non 
ha  punto  più  alto,  nè  punto  più  basso? 

7)  Si  disegni  il  cilindro  tangente,  le  cui  generatrici  hanno  una 

data  direzione  : a)  per  una  superficie  di  rotazione  che  ha 
la  forma  di  un  vaso  (Cfr.  Fig.  d98);  6)  per  un  toro, 
cioè  per  una  superficie  generata  da  un  cerchio  che  ruota 
intorno  ad  una  retta  posta  nel  suo  piano  e che  non  sega 
il  cerchio. 

8)  Come  si  trasportano  le  speciali  proprietà  del  cilindro  tan- 

gente e della  sua  curva  di  contatto  per  un  elissoidc  di 
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rotazione,  quando  si  trasforma  il  sistema  col  mezzo  della 
collineazionc  centrale? 

9)  Si  interpretino  lo  precedenti  costruzioni  per  la  determina- 
zione dei  contorni  delle  ombre  proprie  e delle  ombre  por- 
tate sui  piani  di  proiezione  dalle  superficie  di  rotazione 
per  un  punto  luminoso  situato  a distanza  finita  od  infinita. 

10)  Si  applichino  le  considerazioni  dell'  Oss.  I al  cono  circo- 

scritto  od  al  cilindro  circoscritto  al  toro  considerato  nel- 
r Es.  7,  b. 

11)  Si  applichi  la  proprietà  dimostrata  nell' Oss.  II  alla  superficie 

del  toro,  e si  spieghi  in  particolare  l’uso  di  questo  me- 
todo per  la  costruzione  della  traccia  in  un  piano  di  un 
cilindro  tangente  alla  superficie. 

122.  È importante  di  sapere  determinare  i cilindri  od  i coni 
proiettanti  che  sono  tangenti  ad  una  superficie  di  rotazione,  il  cui 
asse  ha  una  posizione  qualunque  nello  spazio  , poiché  le  tracce 
di  quei  cilindri  o di  quei  coni  sono  i contorni  dell’ immagine 
della  superficie  nei  piani  di  proiezione  o sul  quadro.  Nel  caso 
particolare  delle  proiezioni  parallele  ortogonali  e quando  l’asse 
di  rotazione  della  superficie  sia  parallelo  ad  OZ,  i contorni  si 
ottengono  direttamente  come  tracce  di  certi  cilindri  tangenti 
lungo  paralleli  o lungo  meridiani  della  superficie  ; nel  caso  ge- 
nerale in  cui  l’asse  a è obliquo,  tanto  nelle  proiezioni  parallele, 
quanto  nella  proiezione  centrale,  possono  servire  (Cfr.  § 121) 
alla  determinazione  dei  contorni  della  superficie  i coni  tangenti 
lungo  i paralleli  ed  i cilindri  circoscritti  lungo  i meridiani.  In- 
fatti ciascuno  di  quei  coni  dà  per  ogni  contorno  in  generale 
due  punti  ed  ognuno  di  quei  cilindri  ne  dà  un  certo  numero, 
che  varia  colla  forma  del  meridiano.  Se  si  tira  la  retta  che 
proietta  il  vertice  di  uno  di  quei  coni  o di  uno  di  quei  cilindri 
— a distanza  infinita  — questa  retta  incontra  il  piano  della 
base  del  cono  o del  cilindro,  ossia  il  piano  del  parallelo  o del 
meridiano  corrispondente  in  un  punto,  le  tangenti  al  parallelo 
od  al  meridiano  che  passano  per  questo  punto  son  le  tracce 
dei  piani  proiettanti  che  toccano  la  superficie  in  punti  di  quel 
parallelo  o di  quel  meridiano  ; è quindi  evidente  che  le  tracce 
nel  corrispondente  piano  di  proiezione  o sul  quadro  di  quei 
piani  sono  tangenti  al  contorno  della  superficie,  ed  i punti  di 
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contatto  di  queste  tracce  sono  le  proiezioni  omonime  o le  im- 
magini dei  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  alla  superfìcie. 

Il  contorno  di  una  superficie  di  rotazione  in  proiezione 
centrale,  il  cui  asse  a obliquo  rispetto  al  quadro  è determinato 
dal  punto  di  fuga  Q'  e dalla  traccia  S,  si  costruisce  col  metodo 
anzidetto  nel  modo  seguente  (Cfr.  Fig.  140):  Se  immaginiamo 
in  ogni  parallelo  della  superficie  il  diametro  parallelo  al  quadro, 
gli  estremi  di  questi  diametri  formano  un  meridiano  della  su- 
perficie, il  cui  piano  è parallelo  alla  linea  di  fuga  q'  dei  piani 
dei  paralleli,  cioè  alla  linea  di  fuga  dei  piani  normali  ad  a;  se 
si  suppone  disegnato  questo  meridiano,  per  ogni  suo  punto 
si  ottiene  l’immagine  del  diametro  del  relativo  parallelo  e l’im- 
magine del  vertice  del  cono  tangente  lungo  quello  stesso  paral- 
lelo. Conduciamo  per  l’ immagine  del  vertice  di  ogni  cono  la 
retta  proiettante,  costruiamo  il  punto  P intersezione  di  questa 
retta  col  piano  del  relativo  parallelo,  e ribaltiamo  ogni  paral- 
lelo della  superficie  in  un  piano  parallelo  al  quadro,  facendolo 
ruotare  attorno  al  diametro  parallelo,  al  quadro;  tirando  al- 
lora dal  ribaltamento  di  P le  tangenti  al  ribaltamento  del  re- 
lativo parallelo,  e riconducendo  il  piano  al  suo  posto,  si  hanno 
i corrispondenti  punti  della  curva  di  contatto  e le  relative  tan- 
genti. Si  può  far  uso  anche  delle  intersezioni  del  piano  normale 
all’asse,  che  passa  pel  centro  di  proiezione,  coi  coni  tan- 
genti lungo  i paralleli  della  superficie  (Cfr.  § 121). 

Nel  caso  delle  proiezioni  parallele,  se  per  es.  si  vuole  co- 
struire il  primo  contorno  di  una  superficie  di  rotazione,  si 
consideri  il  piano  che  proietta  sul  primo  piano  di  proiezione 
l’asse  a come  un  nuovo  secondo  piano  di  proiezione,  come 
nel  caso  della  Fig.  139,  § 69,  ossia  si  porti  il  piano  proiet- 
tante ad  essere  parallelo  al  secondo  piano  di  proiezione,  co- 
me avviene  nella  Fig.  206  — facendolo  ruotare  intorno  ad 
una  sua  retta  verticale,  per  es.  A'  A"  ; si  disegni  il  meri- 
diano ,M,I:  od  (M)  contenuto  in  quel  piano  proiettante , e 
siano  tB",  ,C”  o (fi) , (C)  gli  estremi  del  parallelo  ,P,"  o (P)  della 
superficie,  al  quale  corrisponde  il  cono  tangente  col  vertice  in 
A;  se  si  costruisce  il  punto  D d’intersezione  della  retta  che 
proietta  A sul  primo  piano  di  proiezione  col  piano  di  quel  pa- 
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rallelo  e si  fa  ruotare  quest’  ultimo  intorno  alla  retta  BCD,  si 
ottengono  in  {II),  {lì)  sul  nuovo  secondo  piano  di  proiezione 
i punti  di  contatto  del  parallelo  colle  tangenti  che  passano 

FIr.  200. 


per  D;  la  corda  di  contatto  (/Y)  {II)  ha  per  punto  di  mezzo  (À'). 
Le  prime  proiezioni  A ' lì , AH'  di  quelle  tangenti  formano  il 
primo  contorno  del  cono  tangente  lungo  il  parallelo  ora  co- 
struito, ed  i punti  W stessi  appartengono  al  primo  contorno 
della  superficie  di  rotazione.  Sia  ,A'''od(iY)  la  nuova  seconda 
proiezione  del  vertice  del  cono  normale,  cosicché  N",  N'  siano 
le  sue  proiezioni  originali,  allora  N",  K",  II"  dovranno  trovarsi  in 
una  retta  parallela  all’asse  OX  e dovremo  avere  YV'//=*,iV"  ,B  ; 
finalmente  queste  ultime  rette  dovranno  essere  ortogonali  alle 
A lì  respettivamente  (Cfr.  § 118,  Oss.  III). 

Per  le  proiezioni  parallele  si  può  anche  col  seguente  me- 
todo assai  semplice  determinare  il  contorno  apparente  sopra 
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un  piano  di  una  superficie  di  rotazione,  di  cui  si  conosce 
un  meridiano  e la  proiezione  omonima  del  segmento  dell’asse 
compreso  fra  i paralleli  estremi  della  superficie.  Sia  DE  il 
meridiano , AB  V asse  ed  A'  D la  proiezione  data  di  AB 
(Fig.  206*).  Si  descriva  sopra  AB  come  diametro  un  semi- 
cerchio e dal  punto  A si  tiri  una  corda  AC  = A'  ff  ; l’an- 
golo BAC  misura  l’inclinazione  dell’asse  sul  piano  di  proie- 
zione. Preso  un  punto  sopra  il  meridiano,  determiniamo  i 
punti  del  contorno  apparente  che  trovansi  sopra  il  parallelo 
generato  da  Mt.  Perciò  si  tirino  le  rette  Mì  Vt , Al,  Gv  la  prima 
tangente,  la  seconda  normale  al  meridiano  e si  prolunghino 
fino  a che  incontrino  l’ asse  in  F, , G,  respetti vamente,  le  pro- 
iezioni F G,'  di  questi  punti  si  hanno,  osservando  che  se  da 
F,,  G,  si  tirano  le  perpendicolari  F,  //,,  G,  K , sopra  AC  si  deve 
avere  A'  F,'  =»  A II, , A'  G,'  = A h\.  Col  centro  in  G,'  e con  rag- 


gio eguale  a AI , G,  si  descriva  un  cerchio  e si  determinino  i 
punti  Ms',  nei  quali  questo  cerchio  è toccato  dalle  tangenti 
ad  esso  condotte  da  F,',  questi  punti  M,'  appartengono  al  con- 
torno apparente  della  superficie.  Infatti  il  cerchio  ora  de- 
scritto può  considerarsi  come  il  contorno  apparente  di  una 
sfera,  la  quale  ha  per  centro  G,  e per  raggio  G,M3,  e che 
quindi  è tangente  alla  superficie  di  rivoluzione  lungo  il  pa- 
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rallelo  descritto  da  A/,;  il  punto  K,  è il  vertice  del  cono  di 
rotazione  tangente  tanto  alla  sfera,  quanto  alla  superficie  data 
lungo  il  parallelo  descritto  da  M„,  quindi  il  contorno  appa- 
rente di  questo  cono  dovendo  essere  tangente  al  contorno  appa- 
rente della  sfera,  non  sarà  altro  che  l’insieme  delle  due  rette 
il/j'  V3',  ed  i punti  A/,'  saranno  punti  della  proiezione  del  paral- 
lelo descritto  da  A/,.  Ma  il  contorno  apparente  della  superficie 
data  deve  essere  tangente  ai  contorni  apparenti  delle  altre 
due  superficie  ausiliarie  in  punti  della  proiezione  del  parallelo 
descritto  da  Mit  quindi  i punti  .1/,'  sono  due  punti  del  contorno 
apparente  cercato,  ed  in  questo  modo  se  ne  ha  quanti  si  vuole. 

Il  contorno  della  superficie  è in  simmetria  ortogonale  ri- 
spetto al  piano  che  proietta  1’  asse  ed  appare  quindi  in  involu- 
zione con  se  stesso,  il  centro  della  involuzione  è il  punto  di 
fuga  delle  normali  al  piano  che  proietta  l’asse  della  superficie, 
l’asse  della  involuzione  è l’immagine  dell’asse  della  superficie. 

Esercizi.  1)  Si  disegni  il  primo  ed  il  secondo  contorno  di  una  superficie 
di  rotazione,  il  cui  meridiano  abbia  la  forma  di  un  vaso 
ed  il  cui  asse  sia  disposto  obbliquamente  rispetto  ai  piani 
di  proiezione. 

21  Quale  costruzione  si  ottiene,  facendo  uso  dei  cilindri  tangenti 
lungo  i meridiani  della  superficie  di  rotazione,  per  la  de- 
terminazione de’  suoi  contorni? 

3)  Quali  punti  particolari  del  contorno  si  ottengono  direttamente 

col  mezzo  del  metodo  dei  coni  tangenti  lungo  i paralleli? 
Quali  punti  fornisce  direttamente  il  metodo  dei  cilindri 
tangenti  lungo  i meridiani? 

4)  Si  disegni  in  proiezione  centrale  il  contorno  di  un  toro,  il 

cui  asse  sia  obliquo  rispetto  al  quadro. 

5)  Quali  semplicizzazioni  si  presentano  nella  costruzione,  suppo- 

nendo a)  l’asse  parallelo  al  quadro,  6)  normale  al  quadro? 

6)  Si  discuta  la  quistione  del  contorno  della  sfera  in  proiezione 

centrale. 

7)  Qual’ è la  posizione  speciale  che  deve  avere  l’asse  di  rota- 

zione a , affinchè  il  contorno  di  una  superfìcie  di  rotazione 
in  proiezione  centrale  sia  un  cerchio? 

8)  Si  caratterizzino  i punti  di  regresso  ed  i punti  doppi  dei  con- 

torni apparenti  nella  proiezione  parallela  di  un  toro. 

Nella  Fig.  207 , a'  rappresenta  la  prima  proiezione  dell’  asse 
a del  toro  ed  (a) il  ribaltamento  dello  stesso  asse  col  suo 

t lEDLER.  — Geometria  rfeiCrittiva.  .‘IO 
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primo  piano  proiettante  nel  piano  XOY ; (M)  è il  ribal- 
tamento in  questo  piano  del  corrispondente  meridiano. 
Se  allora  sono  (P) , (P*)  due  paralleli  simmetrici  rispetto 

Fig.  207. 


all’ equatore  della  superficie,  si  ottengono  nei  punti  (S) 
ed  (S*)  dell'asse,  e nei  punti  simmetrici  rispetto  all’equa- 
tore, i vertici  dei  coni  tangenti  lungo  quei  paralleli; 
nei  punti (T),  (T*)  si  hanno  i piedi  delle  rette  che  proict- 
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(ano  verticalmente  quei  vertici  nei  piani  di  quei  paralleli; 
le  polari  (t),  ((*)  di  questi  punti  rispetto  a questi  cer- 
chi P,,  P,”  determinano  respettivamenle  colle  loro  in- 
tersezioni coi  cerchi  stessi  i punti  (1),  (1*)  della  linea 
contorno  nella  proiezione  ausiliaria.  Gli  altri  due  circoli 
paralleli  posti  negli  stessi  piani  forniscono  in  modo  ana- 
logo i punti  (2),  (2*).  Le  tangenti  corrispondenti  si  ot- 
tengono come  tracce  dei  relativi  piani  tangenti,  per  es. 
la  tangente  in  i*  si  ha  unendo  questo  punto  colla  inter- 
sezione di  a'  e della  retta  (S*)  (?’•). 

I punti  del  contorno  che  trovansi  nell’asse  a'  si  ottengono 
col  mezzo  delle  tangenti  al  meridiano  (M)  normali  ad  a’; 
all’  equatore  della  superficie  corrispondono  i punti  del 
contorno,  le  cui  tangenti  sono  parallele  ad  a’.  Per  la  de- 
terminazione dei  punti  di  regresso  e delle  loro  tangenti, 
come  per  quella  dei  punti  doppi,  vedasi  il  § 82  e l’Oss.  I 
del  § 121. 

123.  In  generale  una  retta  g incontra  una  superficie  di  ro- 
tazione, ed  in  generale  per  una  retta  passano  dei  piani  tangenti 
alla  superficie.  Ogni  piano  che  passa  per  la  retta  g taglia  la 
superficie  secondo  una  curva,  la  quale  può  servire  a determinare 
le  intersezioni  della  retta  colla  superficie.  In  generale  conviene 
assumere  come  piano  secante  uno  dei  piani  che  proiettano  la 
retta.  Se  la  retta  incontra  l’asse  a della  superficie  di  rotazione, 
si  prenderà  per  piano  ausiliario  il  piano  meridiano  che  passa 
per  la  retta;  se  la  retta  è perpendicolare  all’asse  o,  converrà 
far  uso  del  piano  che  passa  per  la  retta  ed  è perpendicolare  ad  a. 
Se  noi  immaginiamo  che  la  retta  g ruoti  intorno  all’asse  a,  essa 
genera  in  generale  un  iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda, 
il  quale  taglia  la  data  superficie  di  rotazione  secondo  un  certo 
numero  di  paralleli  che  vengono  determinati  naturalmente  dai 
punti  comuni  ai  meridiani  delle  due  superficie  che  trovansi  in 
uno  stesso  piano.  I punti  di  intersezione  di  g colla  data  super- 
ficie di  rotazione  sono  i punti  che  la  retta  stessa  ha  a comune 
con  quei  paralleli. 

D’altra  parte,  se  si  osserva  che  ogni  punto  della  retta  g 
è vertice  di  un  cono  tangente  alla  superficie  di  rotazione,  i 
piani  tangenti  alla  superficie  di  rotazione  che  passano  per  g 
sono  quelli  che  toccano  uno  qualunque  di  quei  coni  e passano 
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per  la  retta  stessa.  Come  caso  speciale  del  precedente  metodo 
può  servire  alla  costruzione  di  quei  piani  tangenti  il  cilindro 
tangente,  le  cui  generatrici  sono  parallele  a g.  Se  la  retta  g ta- 
glia l’asse  a,  conviene  far  uso  del  cono  tangente  che  ha  il  ver- 
tice nel  punto  di  intersezione  di  quella  retta  coll'asse  e che  è 
uno  di  quei  coni  di  rotazione  circoscritti  alla  superficie  lungo 
un  parallelo.  Se  la  g trovasi  in  un  piano  normale  all’asse  a, 
conviene  far  uso  del  cilindro  tangente  lungo  il  meridiano,  il 
cui  piano  è normale  a quella  retta,  o in  altre  parole  del  cono 
che  ha  per  vertice  il  punto  all’  infinito  di  quella  retta. 

Se  si  immagina  di  nuovo  l’iperboloide  di  rotazione,  che  ha 
origine  dalla  rotazione  di  g attorno  all’asse  a,  esso  ha  a comune 
colla  data  superficie  di  rotazione  alcuni  coni  tangenti  che  toc- 
cano le  due  superficie  lungo  paralleli , ed  i piani  cercati  sono 
quei  piani  tangenti  a questi  coni  che  contengono  la  retta  g. 

Osservazione.  Tutti  i cilindri  tangenti  alla  stessa  superficie,  le  cui  ge- 
neratrici sono  parallele  ad  un  medesimo  piano,  hanno 
una  serie  di  piani  tangenti  comuni  paralleli  a questo. 
Tutte  le  sezioni  piane  parallele  della  stessa  superficie  si 
devono  considerare  come  contenenti  gli  stessi  punti  all’ in- 
finito, che  sono  le  intersezioni  della  superficie  colla  retta 
all'  infinito  comune  ai  piani  delle  sezioni. 

Esercizi.  1)  Costruire  i piani  tangenti  ad  una  superficie  di  rotazione  che 
sono  paralleli  ad  un  piano  dato.  Basta  osservare  che  la 
inclinazione  del  piano  dato  rispetto  all’  asse  di  rotazione 
determina  i coni  tangenti  lungo  i paralleli  della  super- 
ficie, sui  quali  trovansi  i punti  di  contatto  dei  piani  cer- 
cati. Con  quale  dei  metodi  spiegati  coincide  il  processo 
che  dcvesi  seguire  in  questa  costruzione? 

2)  Il  precedente  problema  comprende  quello  della  costruzione 

delle  normali  ad  una  superficie  di  rotazione  che  hanno 
una  data  direzione.  Queste  normali  si  possono  peraltro 
costruire  direttamente  ; infatti  i loro  piedi  devono  giacere 
nel  meridiano  della  superUcio  parallelo  alla  direzione 
data,  e le  normali  stesse  sono  le  normali  a quel  meridiano 
che  hanno  l’anzidetta  direzione. 

3)  Costruire  le  normali  ad  una  superficie  di  rotazione  che  pas- 

sano per  un  dato  punto. 

4)  Costruire  le  normali  ad  una  superficie  di  rotazione  parallele 

ad  un  piano  dato.  A queste  normali  corrispondono  dei 
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piani  tangenti  alla  superfìcie  paralleli  alla  normale  a quel 
piano,  cioè  i piani  che  inviluppano  il  cilindro  tangente 
alla  superficie  di  rotazione , le  cui  generatrici  sono  parai* 
tele  a quella  normale.  Si  può  anche  stabilire  che  i piedi 
delle  normali  clic  si  cercano  siano  in  un  dato  parallelo 
o in  un  dato  meridiano,  oppure  in  una  data  sezione  piana 
qualsiasi.  Pel  caso  in  cui  debbano  trovarsi  sopra  meri- 
diani o paralleli  dati  si  hanno  metodi  diretti,  osservando 
che  le  normali  nei  punti  di  un  parallelo  formano  un  cono 
di  rotazione  che  ha  per  asse  a,  mentre  le  normali  nei 
punti  di  un  meridiano  giacciono  nel  piano  meridiano 
stesso. 

5)  Quali  dei  precedenti  problemi  si  possono  interpretare  come 
problemi  che  si  riferiscono  alla  determinazione  del  chiaro- 
scuro sopra  una  superficie  di  rotazione? 

124.  La  determinazione  del  punto  o dei  punti  di  una  superficie 
in  cui  la  normale  ha  una  data  direzione,  si  può  interpretare  come 
la  determinazione  del  punto  o dei  punti  più  illuminali  della  su- 
perficie, supposto  che  la  luce  emani  da  un  punto  luminoso  posto 
a distanza  infinita  nella  direzione  data.  Un  altro  problema  ge- 
nerale suscettibile  di  una  analoga  interpretazione  consiste  nella 
costruzione  dei  punti  di  contatto  di  quei  piani  tangenti  ad  una 
superficie,  i quali  hanno  una  costante  inclinazione  rispetto 
ad  una  data  retta  fissa.  Tutti  quei  piani  tangenti  ugualmente 
inclinati  inviluppano  una  sviluppabile  circoscritta  alla  super- 
ficie data  e che  ha  per  cono  direttore  un  cono  di  rotazione,  il 
cui  asse  è la  retta  data  ed  il  cui  angolo  al  vertice  è il  doppio 
del  suddetto  angolo  costante  d’inclinazione. 

Se  la  superficie  è illuminata  da  un  punto  luminoso  situato 
all’infinito  e solamente  dalla  sua  luce  diretta,  e se  dalla  super- 
ficie, supposta  matematica,  la  luce  si  riflette  come  nel  vuoto,  si 
può  ritenere  che  la  intensità  luminosa  in  un  punto  sia  propor- 
zionale al  coseno  dell’angolo  che  il  raggio  incidente  forma  colla 
normale,  ossia  al  seno  dell’angolo  ch'esso  fa  col  piano  tangen- 
te, e quindi  T indicata  sviluppabile  è una  superficie  di  eguale 
intensità  luminosa,  la  curva,  lungo  la  quale  essa  tocca  la  su- 
perficie data,  è un  sistema  di  punti  ugualmente  illuminati  e 
la  loro  illuminazione  è misurata  da  quella  funzione  dell’  an- 
golo d’ incidenza. 
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Il  punto  più  illuminato  di  una  superfìcie,  il  punto  cioè  in  cui 
il  raggio  luminoso  coincide  colla  normale  alla  superficie,  è cir- 
condato da  un  sistema  di  curve  tracciate  sulla  superficie,  le 
quali  hanno  una  intensità  di  luce  successivamente  decrescente 
sino  alla  linea  del  contorno  dell’  ombra  propria,  nei  punti  della 
quale  il  raggio  luminoso  cade  perpendicolarmente  alla  corri- 
spondente normale  alla  superfìcie.  Le  superfìcie  sviluppabili  che 
toccano  la  superficie  curva  passano  dalla  massima  intensità 
luminosa,  che  si  riferisce  al  punto  più  illuminato,  sino  alla 
intensità  zero  relativa  al  contorno  dell’  ombra  propria. 

E se  le  curve  di  contatto  di  quelle  sviluppabili  non  som- 
ministrano esattamente  il  chiaroscuro  della  superficie  data, 
se  non  nel  caso  in  cui  si  verifichino  le  precedenti  ipotesi,  le 
quali  in  pratica  non  sono  mai  completamente  soddisfatte,  tali 
curve  peraltro  indicano  in  modo  evidente  la  configurazione  della 
superfìcie,  poiché  danno  un’idea  della  posizione  de’ suoi  piani 
tangenti  nei  differenti  punti  di  quelle  curve. 

Quelle  curve,  come  mezzo  di  rendere  più  manifesta  la  con- 
figurazione della  superficie , sono  importanti  anche  sulla  parte 
della  superficie  che  non  è illuminata  — al  di  là  cioè  del  con- 
torno dell’  ombra  propria  — dove  in  luogo  di  considerare  i raggi 
incidenti  si  considerano  delle  rette  di  data  direzione  che  si  di- 
partono dalla  superficie;  anche  qui  le  curve  sono  rinchiuse 
1’  una  nell’altra  e tutte  comprendono  il  punto  della  superficie, 
in  cui  il  raggio  che  si  diparte  coincide  colla  normale. 

Il  sistema  di  queste  curve  offre  un  metodo  rigoroso  e geo- 
metrico per  determinare  il  chiaroscuro  della  superficie.  Suppo- 
niamo costruite  le  linee  di  intensità  luminosa  0,  1;  0,  2; 

0,  9;  1 , 0,  ossia  quelle,  la  cui  oscurità  è 0,  9;  0,  8; 0,1; 

0,0,  cioè  le  linee,  nei  punti  delle  quali  il  coseno  dell'angolo  del 
raggio  incidente  colla  normale  alla  superficie  ha  l’indicata  se- 
rie di  valori  e prepariamo  una  tinta  di  tale  intensità,  che  men- 
tre si  possono  distinguere  le  sovrapposizioni  in  modo  che  rin- 
forzino la  tinta  quando  la  si  ripete  più  volte,  non  si  generi 
d’altra  parte  il  nero  completo  quando  se  ne  faccia  una  decupla 
sovrapposizione,  e ciò  perchè  altrimenti  si  distruggerebbero  i 
resultati  delle  costruzioni  fatte  nella  parte  in  ombra  e che  con- 
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viene  conservare.  Questa  tinta  stendiamola  sul  disegno  che  rap- 
presenta la  superficie,  partendo  dalla  linea  di  oscurità  0,  1 fino 
alla  parte  di  superficie  non  illuminata,  ripetiamola  2,  3, ...  ec. 
volte  per  le  successive  zone  relative  alle  linee  di  oscurità 
0,  2;  0,  3, ...  ec.  Alla  linea  del  contorno  dell’ombra  la  tinta 
verrà  ripetuta  10  volte;  e cosi  si  avrà  la  rappresentazione  geo- 
metrica della  gradazione  della  luce  divisa  in  10  gradi  nella 
parte  illuminata  della  superficie. 

Se  noi  supponiamo  che  nello  spazio  lasciato  in  ombra  dalla 
superficie  si  diffonda  una  luce  riflessa  dalle  superficie  dei  corpi 
circostanti,  e che  la  direzione  media  della  luce  riflessa  sia  uguale 
ed  opposta  a quella  della  luce  diretta,  e che  la  sua  intensità  sia 
una  frazione  di  quella  della  luce  diretta,  per  es.  la  metà,  la 
parte  di  superficie  che  trovasi  al  di  là  del  contorno  dell’  ombra 
propria  sarà  illuminata  da  quella  luce  riflessa,  e le  linee  for- 
mate dai  punti,  nei  quali  i piani  tangenti  hanno  la  stessa  incli- 
nazione colla  direzione  del  raggio  incidente,  rappresenteranno 
le  linee  d’eguale  oscurità  per  quella  parte  della  superficie;  il 
punto  della  superficie,  in  cui  la  normale  coincide  col  raggio,  sarà 
un  punto  di  massima  luce  riflessa,  cioè  un  punto  della  superfi- 
cie, la  cui  oscurità  corrisponderà  soltanto  al  quinto  grado.  Se  si 
applicano  queste  costruzioni  a differenti  superficie  in  una  rappre- 
sentazione in  proiezione  parallela,  supposte  illuminate  per  una 
data  direzione  luminosa,  si  avrà  un  chiaroscuro  che  rappresen- 
terà esattamente  il  fenomeno  quale  si  può  riscontrare  in  natura. 

Osservai.  I)  Le  linee  d'  uguale  intensità  luminosa  delle  superficie  svilup- 
pabili sono  le  sue  generatrici  rettilinee. 

Il)  Le  linee  d'eguale  intensità  per  una  superficie  di  rotazione, 
il  cui  asse  è parallelo  alla  direzione  dei  raggi  luminosi, 
sono  i paralleli  ; in  particolare  per  la  sfera,  qualunque  sia 
la  direzione  della  luce,  queste  linee  sono  cerchi,  le  sezioni 
cioè  dei  piani  normali  al  raggio  luminoso. 

Ili)  Una  curva  piana  ha  tutti  i suoi  punti  egualmente  illuminati  ; 
una  curva  gobba  in  ogni  suo  punto  ha  l’ illuminazione 
che  corrisponde  al  relativo  piano  osculatore. 

Esercizio.  La  intensità  luminosa  di  un  piano  è dovunque  la  stessa  : deter- 
minare il  grado  di  luce  dei  piani  di  proiezione  per  una 
luce  di  data  direzione;  parimente  determinare  il  grado 
di  luce  delle  facce  di  un  poliedro. 
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125.  Le  generatrici  di  una  superficie  sviluppabile,  che 
rappresentano  le  linee  di  uguale  intensità  luminosa  pei  dieci 
gradi  precedentemente  stabiliti , si  possono  ottenere  facilmente, 
osservando  che  esse  sono  parallele  alle  generatrici  ugual- 
mente illuminate  del  cono  direttore  della  superficie;  le  co- 
struzioni relative  al  chiaroscuro  delle  superficie  sviluppa- 
bili si  riconducono  quindi  a quelle  del  cono.  Il  mezzo  più 
semplice  per  determinare  tali  generatrici  del  cono  si  ottiene, 
considerando  la  sezione  fatta  con  un  piano  normale  alla  dire- 
zione del  raggio  incidente.  Si  immagini  infatti  costruito  un  cono 
di  rotazione,  il  quale  abbia  lo  stesso  vertice  del  cono  dato,  per 
asse  il  raggio  incidente  che  passa  per  quel  punto , e per  angolo 
al  vertice  il  doppio  dell’  angolo  di  incidenza  corrispondente  ai 
diversi  gradi  di  luce;  l’ intersezione  di  questo  cono  col  piano 
della  sezione  anzidetta  sarà  un  cerchio,  e le  tangenti  comuni 
a questo  ed  alla  sezione  del  cono  dato  determineranno  le  gene- 
ratrici di  quest’ultimo,  le  quali  hanno  l’ intensità  luminosa 
corrispondente  a quel  cono  di  rotazione. 

Se  si  immagina  una  serie  di  coni  circoscritti  ad  una  su- 
perficie curva,  in  ciascuno  di  questi  si  possono  determinare  le 
generatrici  e quindi  sulla  sua  linea  di  contatto  colla  superfi- 
cie i punti  delle  diverse  intensità  luminose,  unendo  poscia 
i punti  egualmente  illuminali  si  hanno  sulla  superficie  le  li- 
nee di  eguale  intensità  luminosa.  Le  nostre  precedenti  conside- 
razioni hanno  mostrato  che  le  sviluppabili  più  semplici  circo- 
scritte  ad  una  superficie  di  secondo  grado  sono  quei  coni  di 
rotazione  che  hanno  i vertici  nei  punti  della  curva  focale  che 
taglia  la  superficie  (§  101,  Oss.  Vili);  che  le  sviluppabili  più 
semplici  circoscritte  alle  superficie  rigate  gobbe  sono  i fasci  di 
piani  tangenti  che  passano  per  le  loro  generatrici  rettilinee, 
cioè  cilindri  di  rotazione  che  hanno  il  diametro  infinitamente 
piccolo  ; e finalmente  che  per  le  superficie  di  rotazione  tali  svi- 
luppabili sono  i coni  tangenti  lungo  i paralleli  ed  i cilindri  fra 
loro  uguali  che  toccano  le  superficie  lungo  i meridiani.  Se  ne 
conclude  quindi  che  la  costruzione  delle  linee  di  uguale  inten- 
sità dei  coni  di  rotazione  e dei  cilindri  che  hanno  una  data  se- 
zione normale,  ed  i cui  assi  sono  normali  ad  uno  dei  piani  di 
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proiezione  — poiché  ogni  altra  posizione  si  può  ridurre  ad  una 
di  queste  col  mezzo  di  una  trasformazione  — può  bastare  per 
la  determinazione  del  chiaroscuro  di  tutte  le  superficie  delle 
anzidctte  specie  principali. 

Col  mezzo  delle  considerazioni  che  seguono  si  arriva  ad 
una  costruzione  assai  vantaggiosa  di  quelle  linee  pei  coni  di 
rotazione.  Sia  P (Fig.  208)  un  parallelo  di  centro  A del  cono 


Fig.  20». 

Z 


di  rotazione  che  ha  il  vertice  in  M,  ed  N sia  il  vertice  del  cono 
formato  colle  normali  nei  differenti  punti  di  P,  sia  l l’imma- 
gine del  raggio  luminoso  che  passa  per  N ed  S il  punto  in  cui 
incontra  il  piano  della  base  ; si  tratta  di  costruire  quelle  ge- 
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neratrici  del  cono  N,  P,  le  quali  appartengono  anche  al 
cono  di  rotazione  di  asse  l e di  vertice  N , il  cui  angolo  al  ver- 
tice è doppio  dell’  angolo  di  incidenza  »„  che  il  raggio  luminoso 
fa  colla  normale  al  cono  M,  P,  che  è la  superficie  illuminata; 
queste  generatrici  danno  in  P i punti,  ai  quali  corrispondono 
quelle  generatrici  del  cono,  la  cui  intensità  luminosa  è cos 
Questi  ultimi  punti  si  ottengono  direttamente , quando  si 
dia  alle  generatrici  del  cono  di  rotazione  di  vertice  N e di  asse 
l la  stessa  lunghezza  che  hanno  le  generatrici  del  cono  delle 
normali  N , P ; infatti  le  basi  P , P,  dei  due  coni  saranno  allora 
situate  sulla  stessa  sfera,  e si  taglieranno  se  i coni  stessi  hanno 
delle  generatrici  a comune.  Sia  B C il  diametro  di  P che  coincide 
colla  proiezione  ortogonale  del  raggio  luminoso  nel  piano  del 
parallelo  Pe  si  porti  sulla  l iniVO  il  segmento  NB-=NC;  di- 
videndo allora  ON  in  10  parti  eguali  01  = 12  = 23'= ...  = 9iY 
e conducendo  per  quei  punti  di  divisione  i piani  normali  ad  l, 
si  ottengono  i piani  delle  basi  dei  coni  di  rotazione  che  corri- 
spondono alle  diverse  intensità  luminose  9,  8,  7,  G...1;  al 
piano  normale  condotto  per  0 corrisponde  la  massima  inten- 
sità 10  ed  al  piano  condotto  per  N il  contorno  dell’ombra,  ossia 
la  linea  di  intensità  zero.  Le  tracce  di  tutti  questi  piani  nel 
piano  P sono  normali  a BC  e tra  loro  equidistanti,  per  il  che 
la  divisione  in  parti  uguali  generata  sulla  BC  si  può  ottenere 
quando  si  abbiano  gli  estremi  di  questa  divisione;  le  intersezioni 
delle  tracce  dei  detti  piani  normali  nel  piano  di  P che  pas- 
sano per  quelle  divisioni  di  BC  incontrano  P nei  punti,  ai  quali 
corrispondono  le  generatrici  del  cono  M,  P colle  corrispondenti 
intensità  luminose,  ossia  coi  gradi  d’ombra  0,  1,  2, ...  10;  se 
ora  si  divide  in  10  parti  eguali  l’altra  parto  di  BC  che  è al  di 
là  dell'estremo  10  mediante  le  divisioni  9*,  8*,  7*, ...  e si  de- 
terminano i corrispondenti  punti  di  P come  precedentemente, 
si  ottengono  quelle  generatrici  della  parte  della  superficie  co- 
nica che  non  è illuminata,  nelle  quali  però  le  normali  alla  su- 
perficie fanno  colla  direzione  del  raggio  luminoso  gli  stessi  an- 
goli che  si  hanno  in  quelle  generatrici  della  parte  illuminata 
segnate  cogli  stessi  numeri.  Il  processo  di  queste  operazioni 
in  proiezione  ortogonale  è dato  dalla  Fig.  209;  un  ribaltamento 
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nel  piano  della  base  del  cono  del  punto  N col  piano  che  proietta 
il  raggio  luminoso  l sul  piano  della  base  stessa  è l’unica  opera- 
zione ausiliaria. 


Osservai.  I)  La  generatrice  più  illuminata  passa  per  B (Fig.  208),  ed  il 
suo  grado  di  luce  è dato  dal  numero  delle  unità  che  cor- 
rispondono al  punto  B nelle  dieci  divisioni  sulla  OC. 

II)  Se  il  punto  C nelle  dieci  divisioni  sopra  BC  corrisponde  al 
numero  r* , il  grado  d’ ombra  di  M C è espresso  da 

nell'ipotesi  che  la  luce  si  rifletta  nel  modo  indi- 
cato al  § 124. 

Ili)  I cerchi  base  Pi  dei  coni  di  rotazione  che  hanno  il  vertice  in  IV 
e per  asse  l sono  le  lìnee  di  uguale  intensità  della  sfera  che 
ha  il  centro  in  N e per  raggio  NB  (Fig.  208),  cioè  della 
sfera  inscritta  nel  cono  M , P lungo  il  parallelo  P;  infatti 
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questo  cono  è quello  tangente  lungo  il  parallelo  P di  una 
superficie  di  rotazione,  esse  sono  quindi  le  linee  di  uguale 
intensità  della  sfera  inscritta  nella  superficie  lungo  quel 
parallelo. 

IV)  I contorni  delle  ombre  determinate  secondo  il  § 64,  Es.  3, 
forniscono  il  punto  10  della  divisione  in  parti  eguali 
sulla  BC. 

V)  Per  un  cilindro  di  rotazione,  la  cui  sezione  normale  è P,  il 
punto  N viene  a coincidere  col  centro  A della  base;  se  I 
è il  raggio  luminoso  che  passa  per  esso  e si  prende 
NO  — NB  = NC , essendo  BC  il  diametro  che  contiene  la 
proiezione  ortogonale  del  raggio  luminoso  l sul  piano  della 
base,  è sopra  il  segmento  ON  che  sono  le  dieci  divisioni 
di  l , ed  il  piano  normale  ad  l che  passa  per  0 determina 
in  BC  1’  origine  delle  divisioni  corrispondenti , mentre 
l’estremo  di  queste  è N ossia  A (Fig.  210).  La  stessa 
costruzione  è applicabile  ad  un  cilindro  qualsiasi.  Poiché 


l’ origine  delle  divisioni  non  dipende  che  dall’  inclinazione 
del  raggio  luminoso  sul  piano  di  P,  cosila  stessa  costru- 
zione dà  le  generatrici  degli  omonimi  gradi  d’ombra  per 


Digitized  by  Google 


DELLE  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 


477 


lutti  i cilindri,  le  cui  sezioni  normali  trovansi  con  P nello 
stesso  piano;  le  normali  e le  tangenti  a questi  cilindri, 
che  hanno  le  basi  nello  stesso  piano  nei  punti  delle  gene- 
ratrici egualmente  illuminate,  sono  parallele. 

Esercizi.  1)  Come  si  determina  il  grado  d'  ombra  corrispondente  ad  una 
data  generatrice  nella  costruzione  data  nel  testo? 

2)  Quand'  è che  il  cono  M,  P possiede  una  generatrice,  la  cui  il- 

luminazione è iU,  cioè  una  generatrice  per  la  quale  il  re- 
lativo grado  d'ombra  è zero? 

3)  Si  disegnino  le  generatrici  dei  dieci  gradi  d’  ombra  per  un 

cilindro,  le  cui  sezioni  normali  sono  parallele  ad  un  piano 
di  proiezione. 

4)  Si  determinino  tra  i piani  di  un  fascio  quelli , ai  quali  appar- 

tengono i dicci  successivi  gradi  di  luce  — considerando 
l’ asse  del  fascio  come  un  cilindro  di  rotazione  infinita- 
mente sottile  (Cfr.  § 59,  Es.  8). 

5)  Si  costruiscano  le  generatrici  dei  dicci  gradi  d' ombra  per  un 

cono  di  rotazione,  il  cui  asse  è parallelo  ad  un  piano  di 
proiezione. 

6)  Analogamente  per  un  cilindro  di  rotazione,  il  cui  asso  sia 

situato  comunque  nello  spazio. 

126.  Col  mezzo  del  metodo  semplicissimo  spiegato  nell’ul- 
timo § si  può  eseguire  la  costruzione  delle  linee,  nei  punti 
delle  quali  i piani  tangenti  hanno  eguale  inclinazione  sul  raggio 
incidente,  ossia  delle  linee  di  uguale  intensità  per  tutti  i gradi 
di  luce  sopra  una  superficie  di  rotazione.  Supponiamo  che  1*  asse 
della  superficie  sia  parallelo  ad  OZ , allora  per  ogni  parallelo 
si  possono  trovare,  col  precedente  metodo,  i punti  delle  diverse 
intensità;  in  questa  costruzione  si  può  introdurre  qualche  sem- 
plicizzazione , osservando  che,  assumendo  costantemente  la 
stessa  lunghezza  iVO  per  tutti  i coni  circoscritti  lungo  i paralleli, 
si  evita  la  ripetizione  delle  divisioni.  I vertici  dei  coni  normali  si 
immaginino  tutti  trasportati  nello  stesso  punto  e segati  da  una 
stessa  sfera  col  centro  in  quel  punto;  se  si  eseguisce  la  costru- 
zione per  la  base  di  ognuno  di  quei  coni  determinata  in  questo 
modo,  si  ottiene  sempre  la  stessa  divisione  sul  raggio  luminoso 
l e questa  cambierà  soltanto  nella  prima  proiezione  l',  tutta- 
via si  ottengono  sempre  queste  divisioni  in  proiezione  da 
quelle  in  l col  mezzo  delle  stesse  parallele.  I punti  dei  diversi 
gradi  d’ombra  nei  cerchi  base  situati  sopra  questa  sfera  for- 
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niscono  i punti  corrispondenti  nei  paralleli  della  superficie  di 
rotazione,  poiché  si  trovano  sopra  raggi  paralleli. 

La  Fig.  211  e la  Tav.  XII  mostrano  la  costruzione  delle 
linee  di  uguale  intensità  per  un  iperboloide  di  rotazione  ad  una 
falda.  I punti  delle  intensità  0,  o;  1,  2,  4,  6,  8,  10  e quelli 
della  porzione  in  ombra,  in  cui  la  inclinazione  dei  piani  tan- 
genti è costante,  si  sono  costruiti  pel  cerchio  di  gola  P„  e per  i 
paralleli  P,,  P,  simmetrici  rispetto  a P0;  nella  Fig.  211  questi 


Fig.  211. 


punti  si  sono  costruiti  pei  corrispondenti  circoli  paralleli  della 
sfera  di  raggio  uno,  e che  sono  indicati  nello  stesso  modo;  i 
punti  ottenuti  si  sono  poi  riportati  nella  Tav.  XII  col  mezzo  di 
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un  trasporto  per  raggi  paralleli.  Nella  Fig.  211  sono  p0  (che 
coincide  con  l')t  pt , p,  le  rette  d’intersezione  dei  paralleli  P„,  P, , 
P,  col  piano  meridiano  che  contiene  il  raggio  luminoso  ribaltate 
con  quest’ultimo  piano  sul  piano  P0,  il  quale  si  assume  come 
piano  fondamentale  ; dai  punti  delle  divisioni  dei  dieci  gradi  di 
luce  determinati  sul  ribaltamento  (l)t  del  raggio  luminoso  si 
sono  innalzate  delle  normali  per  ottenere  i punti  delle  dette  in- 
tensità sui  paralleli  in  proiezione  orizzontale.  Nell’  alzato  della 
stessa  Fig.  241  col  mezzo  del  ribaltamento  (lm)  del  raggio  lu- 
minoso nel  piano  meridiano  parallelo  ad  XOZ  si  sono  ottenute 
le  posizioni  del  punto  maggiormente  illuminato  0 e del  punto 
più  alto  e del  più  basso  delle  linee  di  intensità  0,  5;  1 , 2 , à,  6. 
I relativi  punti  del  cerchio  nell' alzato  della  Fig.  211  danno 
col  mezzo  delle  loro  tangenti  le  parallele  a quelle  tangenti  del 
contorno  iperbolico  della  Tav.  XII,  i cui  punti  di  contatto  for- 
niscono i punti  anzidetti , quando  si  riconduca  il  piano  meri- 
diano parallelo  ad  XOZ  sul  piano  meridiano  M,  del  raggio 
luminoso;  la  determinazione  di  quei  punti  del  contorno  iper- 
bolico si  è fatta  col  mezzo  dei  fuochi  e del  cerchio  principale 
(§35,  Oss.  IX  e seg). 

Finalmente  i punti  delle  linee  d’  uguale  intensità  nel  con- 
torno verticale  si  sono  ottenuti,  facendo  uso  delle  stesse  proprietà 
dopo  che  nella  Fig.  211  dal  ribaltamento  ( l ),  del  raggio  lumi- 
noso col  suo  secondo  piano  proiettante  sul  piano  XOZ  furono 
determinate  su  quel  cerchio  le  corrispondenti  posizioni  delle  tan- 
genti. Nella  proiezione  verticale  della  Tav.  XII  non  furono  indi- 
cate che  le  linee  di  uguale  intensità  della  metà  visibile,  men- 
tre nella  proiezione  orizzontale  appariscono  tutte  (quelle  non 
visibili  punteggiate),  onde  rendere  evidente  il  modo  con  cui  sono 
simmetricamente  disposte.  Nella  stessa  proiezione  orizzontale 
nel  punto  superiore  10  di  P,  si  chiude  anche  la  curva  dell’om- 
bra portata  nell’ interno  dell’iperboloide,  la  quale  si  è deter- 
minata nel  modo  più  semplice,  facendo  uso  delle  nozioni  date 
nell’  Oss.  VII  del  § 99.  Si  sono  inoltre  tracciati  i contorni  delle 
ombre  portate  sui  due  piani  di  proiezione;  il  grado  d’oscurità  de- 
gli stessi  piani  nella  parte  illuminata  è respettivamente  indi- 
cato coi  numeri  Sei. 
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Le  linee  di  uguale  intensità  dell’iperboloide  ad  una  falda 
ed  in  generale  quelle  delle  superficie  di  secondo  grado  sono 
curve  gobbe  del  quarto  ordine  (Cfr.  § 100,  Tav.  XI;  § 102). 

È evidente  che  per  mezzo  delle  indicate  costruzioni  si  ha 
in  pari  tempo  il  chiaroscuro  della  sfera  ausiliaria,  e vice- 
versa si  vede  che  dalla  costruzione  esatta  delle  linee  d'inten- 
sità di  una  sfera  si  possono  dedurre  le  linee  d’ intensità  di  ogni 
superficie  di  rotazione  per  la  stessa  luce- 

Si  possono  ottenere  parimente  con  facilità  i punti  delle  linee 
di  intensità  in  tutti  i meridiani  della  superficie  di  rotazione,  ap- 
profittandosi della  uguaglianza  di  tutti  i cilindri  tangenti  lungo 
i meridiani , poiché  le  costruzioni  per  tutti  questi  si  riducono  a 
quelle  pel  meridiano  contorno.  Se  immaginiamo  il  raggio  lu- 
minoso l che  passa  per  un  punto  N dell’asse  a,  e proiettiamo 
una  determinata  lunghezza  NO  di  questo  raggio  sopra  un  me- 
ridiano M,  in  NO,,  ribaltando  NO,  insieme  ad  M,  sopra  il 
piano  , NO,  verrà  in  N(0,)  e costruendo  in  MXI  i punti 
delle  diverse  linee  di  uguale  intensità  pel  raggio  luminoso  de- 
terminato col  mezzo  di  N(0,)  ed  0, 0,  avremo,  riconducendo  il 
piano  al  suo  posto,  i punti  cercati. 

La  costruzione  per  due  meridiani  egualmente  inclinati  ri- 
spetto al  meridiano  a,  l conduce  evidentemente  agli  stessi  punti 
del  meridiano  M„,  per  cui  le  linee  di  uguale  intensità  di  una  su- 
perficie di  rotazione  sono  in  simmetria  ortogonale  rispetto  al 
meridiano,  che  è parallelo  alla  direzione  dei  raggi  luminosi;  so 
la  superficie  di  rotazione  rispetto  ad  un  piano  normale  all’asse 
a trovasi  in  simmetria  ortogonale,  come  avviene  per  le  super- 
ficie di  rotazione  di  secondo  grado,  pel  toro  e per  tutte  le  su- 
perficie generate  dalla  rotazione  di  una  conica  intorno  ad  una 
retta  del  suo  piano  parallela  ad  uno  dei  suoi  assi,  ec.,  allora  le 
linee  di  uguale  intensità  hanno  anche  una  simmetria  centrale 
rispetto  al  centro  della  superficie. 

In  ogni  caso  si  determineranno  il  punto  più  alto  e quello 
più  basso  delle  linee  di  uguale  intensità,  come  sopra  si  è fatto 
per  un  iperboloide,  e questi  si  troveranno  nel  piano  meridiano 
M,  od  l,  a,  e parimenti  si  avranno  i punti  situati  nel  meridiano 
contorno  M r.  col  metodo  dei  cilindri  tangenti  lungo  i meridiani, 
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ina  pel  resto  della  costruzione  si  farà  uso  del  metodo  dei  coni 
tangenti  lungo  i paralleli. 

Esercizi.  1)  Si  costruiscano  le  linee  di  uguale  intensità  luminosa  del  toro 
e delle  sue  metà  determinate  dal  cilindro , il  quale  La  per 
sezione  normale  il  luogo  dei  centri  dei  meridiani  della  su- 
perficie; si  discutino  i casi  speciali. 

2)  Indicare  in  qual  modo  le  lince  di  uguale  intensità  del  toro  si 

possono  dedurre  da  quelle  della  sfera  col  mezzo  di  una 
trasformazione  della  stessa  nature  di  quella  adoperata  per 
avere  nel  § 121,  Oss.  II,  i contorni  dell’ombra. 

3)  I punti  di  massima  luce  sopra  una  superficie  di  rotazione  ed 

analogamente  quelli  di  massima  luce  riflessa  (Cfr.  § 124) 
si  possono  determinare  col  metodo  dell’Es.  2,  del  § 123. 

4)  I metodi  di  costruzione  dell’  antecedente  § si  possono  appli- 

care anche  ad  altre  superficie,  per  es.  a quelle  che  rap- 
presentano gli  inviluppi  di  una  sfera  mobile  con  diametro 
costante , o gli  inviluppi  di  un  cono  di  rotazione  mobile  ; 
essi  si  possono  applicare  quindi  per  es.  alle  superficie  di 
secondo  grado  in  generale. 

Sviluppare  la  costruzione  delle  linee  di  uguale  intensità  per 
la  superficie  che  è descritta  da  un  cerchio  di  raggio  co- 
stante, quando  il  suo  centro  descrive  un’  elica  cilindrica, 
mentre  il  piano  del  cerchio  rimane  normale  alla  relativa 
tangente  alla  curva  — quindi  resta  sempre  egualmente 
inclinato  rispetto  all’  asse  dell’  elica. 

5)  Come  si  possono  costruire  le  tangenti  alle  linee  di  uguale  in- 

tensità dell'iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda? 

0)  Le  linee  di  uguale  intensità  del  toro  — il  contorno  dell’om- 
bra inclusive  — per  la  parte  esterna  cessano  di  essere 
linee  di  illuminazione  reale  nei  punti,  in  cui  la  genera- 
trice della  sviluppabile  circoscritta  coincide  con  una  delle 
rette  osculatrici  del  punto  della  superficie , ed  in  cui  di- 
viene per  conseguenza  tangente  alla  linea  di  contatto  colla 
superficie. 

127.  Agli  antecedenti  problemi  si  collegano  quelli  relativi 
alla  curva  di  intersezione  di  una  superficie  di  rotazione  con  un 
cono  od  un  cilindro. 

Sia  data  una  superficie  di  rotazione  col  mezzo  dell’asse 
a parallelo  ad  OZ  e del  meridiano  contorno  MJlt  ed  inoltre 
sia  dato  un  cono  di  vertice  M,  la  cui  traccia  nel  primo  piano 
di  proiezione  sia  S,;  se  si  vogliono  avere  i punti  di  interse- 

Fiedler-  — Ctonie tria  descrittiva.  31 
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zione  delle  due  superficie  che  si  trovano  sopra  un  parallelo  P, 
qualunque  della  superficie  di  rotazione,  basterà  immaginare  il 
cono  che  ha  il  vertice  in  M e che  passa  per  quel  parallelo;  i 
due  coni  infatti  si  taglieranno  secondo  certe  generatrici  co- 
muni, e queste  determineranno  in  P(  i punti  cercati.  Si  disegni 
perciò  nel  primo  piano  di  proiezione  la  traccia  del  cono  ausi- 
liario, la  quale  sarà  circolare  perchè  deve  essere  simile  alla 
direttrice  circolare  che  trovasi  in  un  piano  parallelo  al  primo 
piano  di  proiezione,  questa  traccia  sarà  nota  tosto  che  si  abbia 
il  centro  ed  un  punto  della  periferia,  e questi  due  punti  si  pos- 
sono costruire  facilmente;  le  intersezioni  di  questo  cerchio  colla 
traccia  S,  determinano  le  generatrici  anzidette  che  segano  P, 
in  punti  della  curva  di  intersezione  cercata.  Le  tangenti  a quelle 
curve  in  quei  punti  sono  le  rette  di  intersezione  dei  corri- 
spondenti piani  tangenti  al  cono  ed  alla  superficie  di  rotazione; 
le  prime  tracce  di  queste  tangenti  si  ottengono  come  sezioni 
delle  prime  tracce  di  quei  piani  tangenti. 

La  curva  d'intersezione  trovata  si  può  considerare  come 
il  contorno  dell’  ombra  portata  sulla  superficie  di  rotazione  da 
una  linea  direttrice  qualunque  del  cono  M,  S, , supposto  in  M 
il  centro  luminoso. 

È evidente  che  colla  stessa  costruzione  si  ha  la  curva  di 
intersezione  di  una  superficie  di  rotazione  con  un  cilindro,  e que- 
sta curva  può  avere  la  stessa  interpretazione  della  precedente, 
supponendo  il  centro  luminoso  all’  infinito  nella  direzione  delle 
generatrici  del  cilindro.  Se  il  cono  od  il  cilindro  dati  sono  re- 
spettivamente  il  cono  od  il  cilindro  luminoso  tangente  ad 
un’  altra  superficie  curva,  cosicché  le  loro  linee  di  contatto  con 
questa  superficie  si  possano  considerare  come  linee  direttrici 
del  cono  o del  cilindro,  quella  curva  di  intersezione  rappre- 
senta il  contorno  dell’  ombra  portata  dalla  prima  superficie  su 
quella  di  rotazione,  supposto  il  centro  luminoso  nel  vertice  del 
cono  o all’  infinito  nella  direzione  delle  generatrici  del  cilindro. 

In  generale  un  cono  od  un  cilindro  tangente  ad  una  super- 
ficie curva  interseca  la  superficie  secondo  una  curva  differente 
dalla  linea  di  contatto  — soltanto  per  le  superficie  di  secondo 
grado  ciò  è impossibile  — cosicché  il  presente  problema  si 
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collega  ordinariamente  con  quello  del  § 121.  La  curva  di  inter- 
sezione, nella  teoria  delle  ombre,  fornisce  il  contorno  del- 
1’  ombra  portata  dalla  superficie  sopra  se  stessa. 

In  questo  caso  la  direttrice  del  cono  è la  curva  del  con- 
torno dell’ombra  propria  sulla  superficie  (Cfr.  § 126,  Es.  6), 
ossia  la  sua  curva  di  contatto  colla  superficie  stessa;  si  vede 
poi  che  quei  punti  del  contorno  dell*  ombra  propria,  nei  quali 
la  generatrice  coincide  con  una  delle  rette  osculatrici  della  su- 
perficie, appartengono  anche  all’  anzidetta  curva  d’ ombra  por- 
tata e che  le  due  curve  si  devono  toccare  1’  un  1*  altra  in  quei 
punti.  Ma  ciò  non  è altro  che  un  caso  particolare  di  una  legge , 
la  quale  vale  anche  per  la  curva  di  intersezione  della  superfì- 
cie con  un  cono  di  dato  vertice  (e  che  può  considerarsi  come 
quello  che  determina  sulla  superficie  il  contorno  dell’ombra 
portata  da  un’altra  superficie)  e per  la  curva  di  contatto  della  su- 
perficie stessa  col  cono  tangente,  il  cui  vertice  è quello  stesso 
del  primo  cono.  Se  queste  curve  si  segano  in  un  punto  P della 
superficie,  le  generatrici  dei  due  coni  che  passano  per  esso  coin- 
cidono in  una  tangente  alla  superficie , e questa  retta  dovrà 
allora  essere  tangente  in  quel  punto  alla  curva  di  intersezione 
del  primo  cono  colla  superficie;  infatti  la  generatrice  comune  dei 
due  coni  è la  retta  di  intersezione  del  piano  tangente  alla  super- 
ficie in  P con  quello  tangente  al  cono  secante  nello  stesso  punto. 
Inoltre  la  detta  tangente  a quella  curva  in  P come  generatrice  del 
cono  circoscritto  è la  tangente  coniugata  a quella  del  contorno 
dell’ombra  propria  in  quel  punto,  quindi:  Se  in  una  superficie 
curva  il  contorno  dell’  ombra  propria  e quello  dell’  ombra 
portata  sulla  stessa  da  un’altra  superficie  per  uno  stesso  punto 
luminoso  si  segano  in  un  punto,  le  tangenti  alle  due  curve 
in  quel  punto  formano  colle  rette  osculatrici  della  superficie 
nello  stesso  punto  un  fascio  armonico,  od  in  altre  parole,  esse 
sono  diametri  coniugati  dell’  indicatrice  della  superficie  (Cfr. 
§ 102)  in  quel  punto.  Il  teorema  prima  enunciato  si  vede  quindi 
che  è un  caso  particolare  di  questo,  il  quale  vale  anche  quando 
l’ombra  portata  sulla  superficie  è quella  portata  sopra  se  stessa. 

È evidente  che  col  mezzo  di  queste  considerazioni  si  ri- 
solve anche  il  problema  di  determinare  quelle  generatrici  di 
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un  cono,  le  quali  toccano  una  data  superficie  curva,  nel  nostro 
caso  una  superficie  di  rotazione. 

A questo  problema  si  collega  finalmente  l’ altro  della  de- 
terminazione di  quei  piani  tangenti  ad  un  dato  cono , i quali  in 
pari  tempo  toccano  una  data  superficie;  anche  per  la  soluzione 
di  questo  problema  si  costruisce  il  cono  tangente,  il  cui  vertice 
coincide  con  quello  del  cono  dato,  ed  i piani  tangenti  comuni 
ai  due  coni  sono  quelli  cercati.  Le  tracce  di  questi  piani  tan- 
genti, per  es.  sopra  il  piano  XOY,  sono  le  tangenti  comuni 
alle  tracce  omonime  dei  due  coni. 

Esercizi,  i)  Costruire  l’ombra  portata  sopra  un  iperboloide  di  rotazione 
ad  una  falda  ad  asse  verticale  da  un  disco  circolare  po- 
sto in  un  primo  piano  proiettante.  Il  punto  luminoso  si 
supponga  all’  infinito  in  una  data  direzione. 

Per  questo  caso  conviene  fare  uso  delle  generatrici  rettilinee 
dell’ iperboloide  (Cfr.  § Il 3,  Oss.  I).  Sia  y una  di  queste 
generatrici,  che  passa  pel  punto  A del  cerchio  di  gola  della 
superfìcie  e che  ha  per  prima  traccia  il  punto  Sx;  per  il 
punto  A si  tiri  il  raggio  luminoso  e si  determini  il  piano 
che  contiene  questo  raggio  e la  generatrice  g;  questo 
piano  segherà  quello  del  disco  circolare  secondo  una 
retta:  si  determinino  i punti  di  incontro  di  questa  retta 
colla  periferia  del  disco.  I raggi  luminosi  che  passano  per 
questi  ultimi  punti  incontreranno  l’iperboloide  una  volta 
nella  retta  g e l’ altra  volta  nella  seconda  generatrice 
della  superfìcie  contenuta  in  quel  piano. 

Si  hanno  cosi  quattro  punti,  due  dei  quali  appartengono  al 
contorno  dell’  ombra  portata.  La  considerazione  di  quella 
generatrice  dell'  altra  serie  dell’  iperboloide , la  quale  ha 
con  g la  stessa  prima  proiezione  e quindi  tocca  nello 
stesso  punto  il  cerchio  di  gola,  fornisce  mediante  la  com- 
binazione collo  stesso  raggio  luminoso , ec.,  altri  quattro 
punti.  Le  tangenti  al  contorno  dell’  ombra  in  quei  due 
punti  si  hanno  assai  facilmente.  Costruirle. 

2)  Se  il  piano  meridiano  della  superficie  che  passa  pel  vertice  del 

cono  è nello  stesso  tempo  un  piano  di  simmetria  ortogo- 
nale pel  cono,  la  curva  di  intersezione  del  cono  colla  su- 
perfìcie è in  simmetria  ortogonale  rispetto  allo  stesso  piano. 
In  qual  caso  un  cilindro  proiettante  della  curva  sarà  dop- 
piamente circoscritto  ? 

3)  Se  il  vertice  del  cono  giace  nell’ asse  a della  superficie,  co- 
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sicché  esso  sia  contenuto  in  tutti  i piani  meridiani,  la 
curva  di  intersezione  del  cono  colla  superficie  si  determina 
facilmente  coll’  aiuto  dei  meridiani.  Eseguire  la  costru- 
zione. 

4)  Se  il  cono  è di  secondo  grado,  la  seconda  proiezione  della 
curva  di  intersezione  possiede  in  generale  un  punto  doppio; 
egli  è evidente  che  a questo  punto  corrispondono  due 


Fig.  212. 


generatrici  del  cono  che  hanno  la  stessa  seconda  proie- 
zione e che  tagliano  uno  stesso  parallelo  della  superficie 
di  rotazione  ; i punti  di  intersezione  di  quelle  generatrici 
sono  quindi  disposti  simmetricamente  rispetto  al  piano 
del  meridiano  M„.  Tutte  le  corde  della  superficie  conica 
parallele  all’  asse  OY  sono  divise  per  metà  dal  piano 
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diametrale  coniugato  ad  esse,  quindi  le  dette  generatrici 
nella  seconda  proiezione  devono  coincidere  colla  proiezione 
della  retta,  lungo  la  quale  il  piano  è segato  dall’  anzi- 
detto piano  diametrale  del  cono.  Se  il  secondo  piano  pro- 
iettante che  passa  per  quest’ ultima  retta  segale  due  super- 
ficie secondo  curve,  le  quali  hanno  due  punti  in  comune, 
esisterà  il  detto  punto  doppio.  Nella  Fig.  212  si  è costruito 
direttamente  il  punto  doppio  della  seconda  proiezione 
della  curva  di  intersezione  della  sfera  K col  cono  di  se- 
condo grado  di  vertice  M,  la  cui  traccia  orizzontale  è deter- 
minata dagli  assi  principali  AB  e CD.  Il  piano  diametrale 
del  cono  coniugato  alle  corde  parallele  ad  OY  ha  per 
traccia  orizzontale  s,  e taglia  il  piano  MXJ  della  superficie 
di  rotazione  secondo  la  retta  g,  il  cui  secondo  piano  pro- 
iettante ha  in  comune  colla  sfera  un  cerchio  e col  cono 
un’  ellisse  ; i loro  punti  di  intersezione  danno  il  punto 
doppio  D'  della  proiezione  verticale  e le  relative  tan- 
genti. 

5)  Se  il  cono  non  fosse  di  secondo  grado , il  luogo  dei  punti  di 
mezzo  delle  corde  parallele  ad  OY  sarebbe  una  superfi- 
cie conica  dello  stesso  vertice  \ quel  cono  dà  anche  allora 
però  il  criterio  per  conoscere  se  esistono  punti  doppi  nella 
seconda  proiezione. 

fi)  Che  ne  segue  per  la  curva  d’ intersezione  della  sfera  con  quelle 
superficie  coniche,  i cui  vertici  giacciono  nel  meridia- 
no M„? 

7)  Si  applichino  le  precedenti  discussioni  al  caso  della  proie- 

zione centrale. 

8)  La  sezione  piana  di  una  superficie  curva  incontra  le  curve 

di  contatto  di  tutti  i cilindri  tangenti  alla  superficie  e pa- 
ralleli al  piano  della  sezione , per  modo  che  le  tangenti  a 
quelle  curve  nel  loro  punto  di  intersezione  sono  coniu- 
gate armonicamente  colle  rette  osculatrici  della  super- 
ficie corrispondenti  a ciascuno  di  quei  punti.  Lo  stesso  si 
dica  per  i punti  di  intersezione  della  sezione  piana  colle 
curve  di  contatto  dei  coni  che  hanno  i vertici  nel  piano 
della  sezione. 

9)  Si  disegni  1’  ombra  portata  dal  loro  sopra  se  medesimo , sup- 

posto il  centro  luminoso  a distanza  infinita. 

10)  Risolvere  lo  stesso  problema  per  una  superficie  di  rotazione 

a forma  di  vaso. 

11)  Quali  proprietà  nascono  dal  teorema  principale  di  questo  § 

per  quei  punti,  nei  quali  il  contorno  dell’ ombra  propria 
dell’  iperboloide  ad  una  falda  sega  l’ ombra  portata  dal 
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parallelo  superiore  (Tav.  XII)  nell’  interno  della  super- 
ficie stessa? 

128.  Dalle  considerazioni  del  precedente  § si  passa  natu- 
ralmente alle  relazioni  che  esistono  tra  le  superficie  curve,  in 
particolare  tra  le  superficie  di  rotazione,  e le  superficie  svilup- 
pabili che  hanno  un  dato  spigolo  di  regresso.  Si  presentano 
allora  quattro  problemi,  che  non  abbiamo  a discutere  che  in 
modo  generale , e dei  quali  uno  solo  non  si  è mai  presentato 
in  ciò  che  precede:  si  può 

a)  determinare  la  curva  di  intersezione  della  superficie 
sviluppabile  colla  superficie  curva,  cioè  il  luogo  dei  punti  di 
intersezione  delle  generatrici  della  sviluppabile  colla  superficie 
curva  F ; 

b)  determinare  i punti  di  intersezione  dello  spigolo  di  re- 
gresso della  sviluppabile  colla  superficie  curva  ; quei  punti  sono 
quelli  che  la  curva  di  intersezione  indicata  in  a)  ha  a comune 
collo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile.  Sesi  vogliono  avere 
soltanto  questi  punti  b ) si  può  far  uso  di  qualsiasi  sviluppabile,  la 
quale  contenga  lo  spigolo  di  regresso,  quindi  per  es.  anche  di  un 
suo  cilindro  proiettante:  nel  caso  di  una  superficie  di  rotazione, 
il  cui  asse  a sia  parallelo  ad  OZ,  si  avrà  subito  la  curva  di 
intersezione  del  cilindro  proiettante  lo  spigolo  di  regresso  della 
sviluppabile  data  colla  superficie  di  rotazione , prendendo  come 
piani  ausiliari  secanti  i piani  dei  paralleli  della  superficie.  Se 
la  sviluppabile  nel  caso  o)  limita  lo  spazio  in  ombra  determi- 
nato da  una  superficie  F,  illuminata  da  un’altra  superficie 
(§  101),  la  curva  di  intersezione  di  quella  sviluppabile  colla 
superficie  curva  F è il  contorno  dell*  ombra  portata  da  F,  su 
quella  superficie.  Se  fosse  noto  il  contorno  dell’ombra  propria 
della  superficie  F per  quella  stessa  luce,  le  tangenti  alle  due 
curve  situate  sulla  superficie  F nei  punti  in  cui  si  intersecano 
sarebbero  coniugate  armonicamente  colle  rette  osculatrici  alla 
superficie  negli  stessi  punti,  e ciò  si  può  dimostrare  fondandosi 
sopra  quanto  si  è stabilito  nel  precedente  §.  Questi  punti  di  in- 
tersezione sono  poi  quelli,  nei  quali  una  generatrice  della  svi- 
luppabile che  limita  l’ombra  nello  spazio  tocca  la  superficie,  e 
corrispondono  quindi  al  problema: 
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c)  Determinare  quelle  generatrici  di  una  sviluppabile, 
le  quali  toccano  una  data  superficie  curva.  Per  risolvere  que- 
sto problema  basta  descrivere  una  sezione  piana  qualun- 
que della  sviluppabile  data , costruire  la  sviluppabile  circo- 
scritta  alla  superficie  data  e che  passa  per  questa  curva,  e 
finalmente  determinare  le  generatrici  comuni  alle  due  svilup- 
pabili; queste  sono  le  generatrici  cercate.  Per  costruire  que- 
ste generatrici  comuni  basta  determinare  i punti  di  interse- 
zione delle  tracce  delle  due  sviluppabili  in  un  piano  qualunque. 
Come  caso  particolare  si  può  prendere  il  piano  all’  infinito  per 
piano  della  sezione,  ed  allora  basterà  che  la  sviluppabile  che  si 
deve  costruire  in  modo  che  sia  circoscritta  alla  superficie  curva 
abbia  lo  stesso  cono  direttore  della  sviluppabile  data  (§  75). 
Finalmente  si  presenta  il  problema  : 

d)  Costruire  quei  piani  tangenti  ad  una  sviluppabile  che 
toccano  una  data  superficie  curva.  Per  risolvere  questo  problema 
basta  immaginare  come  precedentemente  la  sviluppabile  cir- 
coscritta alla  superficie  curva  che  ha  lo  stesso  cono  direttore 
della  sviluppabile  data;  le  tracce  in  un  piano  qualunque  dei 
piani  tangenti  cercati  sono  le  tangenti  comuni  alle  tracce  delle 
due  sviluppabili  in  quel  piano. 

Al  problema  a)  corrisponde  il  correlativo  e),  cioè:  Deter- 
minare l’inviluppo  di  tutti  i piani  tangenti  ad  una  superfi- 
cie curva,  i quali  passano  per  le  successive  generatrici  di  UDa 
superficie  sviluppabile. 

Esercizi.  1)  Discutere  le  relazioni  che  esistono  tra  i punti  di  intersezione 
dello  spigolo  di  regresso  di  una  superticie  sviluppabile  c 
la  curva  di  intersezione  della  sviluppabile  stessa  colla  su- 
perficie curva.  Come  esempio , si  considerino  i punti  di 
intersezione  di  un’  elica  cilindrica  e la  curva  di  interse- 
zione del  corrispondente  elicoide  sviluppabile  con  una  su- 
perficie di  rotazione  di  secondo  grado. 

2)  Discutere  la  costruzione  di  quei  piani  tangenti  ad  una  super- 

ficie curva , i quali  sono  in  pari  tempo  piani  osculatori  di 
una  data  elica  cilindrica.  Quale  relazione  esiste  fra  que 
sto  problema  e la  teoria  delle  ombre? 

3)  Quali  conseguenze  si  possono  trarre  dalle  considerazioni  di 

questo  e del  precedente  § per  il  contorno  dell'  ombra 
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propria  — penombra  ed  ombra  completa  — ed  il  contorno 
dell’ombra  portata  sopra  se  stessa  da  una  superficie  curva, 
quando  la  luce  si  diparte  da  una  sorgente  luminosa  che 
ha  una  estensione  finita? 

159.  Passiamo  ora  alla  ricerca  delle  relazioni  che  esistono 
tra  due  superficie  curve,  e noi  supporremo  che  l’una  di  esse, 
od  anche  entrambe,  siano  superficie  di  rotazione.  Due  superficie 
curve  posseggono 

a)  in  generale  una  curva  comune  tracciata  sulle  due 
superficie,  la  quale  rappresenta  la  loro  intersezione, 

b)  una  sviluppabile  circoscritta  ad  ambedue  ; inoltre 
si  possono  cercare  i punti  che  le  due  superficie  hanno  a 
comune  con  un  piano , oppure  con  una  sviluppabile  o con  una 
superficie  curva,  come  pure  i piani  tangenti  comuni  alle  due 
superficie  che  passano  per  un  punto  o che  toccano  anche  una 
terza  superficie,  e finalmente  si  possono  determinare  le  tan- 
genti comuni  che  passano  per  un  punto,  o che  trovatisi  in  un 
piano,  oppure  che  segano  una  data  retta.  Si  vede  però  facil- 
mente che  questi  problemi  si  riducono  in  parte  a problemi  già 
noti  ed  in  parte  ai  due  primi  sopra  accennati.  Noi  ci  occupe- 
remo soltanto  di  questi. 

La  curva  di  intersezione  di  due  superficie  F,,F,  si  può 
determinare  col  mezzo  di  superficie  ausiliarie  H,  nel  modo  se- 
guente. Si  costruisca  una  superficie  ausiliaria  H,  e si  disegni 
la  sua  curva  di  intersezione  C,,  colla  superficie  F,  ed  analoga- 
mente la  sua  intersezione  C,,  colla  superficie  Fs  e si  determi- 
nino i punti  Pni  comuni  a queste  due  curve  ; questi  sono  punti 
della  curva  intersezione  delle  due  superficie  date.  Conviene 
scegliere  il  sistema  delle  superficie  ausiliarie  H,  tale  da  fornire 
nel  modo  il  più  semplice  ed  esatto  quelle  curve  di  intersezione 
colle  superficie  F,,Fa. 

Parimente  la  sviluppabile  comune  circoscritta  alle  due  su- 
perficie F, , F,  si  costruisce  col  mezzo  di  superficie  ausiliarie  Hf; 
infatti  se  si  determinano  le  sviluppabili  D,,,  D,,  comuni  alla 
superficie  H(  ed  alle  date  F, , F,  respetti vamente,  i piani  tan- 
genti comuni  a queste  due  sviluppabili  sono  piani  della  sviluppa- 
bile £1„.  L'essenziale  sta  nella  ricerca  di  un  sistema  di  super- 
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fide  ausiliarie  H,  tali  che  le  loro  sviluppabili  comuni  colle  F,,  F, 
si  possano  disegnare  con  sufficiente  facilità  ed  esattezza.  E sem- 
pre lo  stesso  principio  che  fu  già  applicato  nella  costruzione 
delle  sezioni  piane  e dei  coni  circoscritti  e prima  ancora  nella  in- 
tersezione di  due  piani.  In  generale  si  possono  assumere  come 
superficie  ausiliarie  pel  problema  a)  dei  piani  e pel  problema  b) 
dei  punti  e si  arriva  alla  completa  soluzione  di  questi  problemi, 
facendo  uso  respetti vamente  di  tutti  i piani  H,  di  un  fascio  e di 
tutti  i punti  Hi  di  una  punteggiata;  in  particolare  si  può  pren- 
dere l’asse  di  quel  fascio  o quella  punteggiata  a distanza  infinita, 
tale  cioè  che  sia  la  retta  comune  ad  un  sistema  di  piani  paralleli. 

Supponiamo , per  es.,  che  quella  punteggiata  sia  la  retta 
all'infinito  del  primo  piano  di  proiezione;  allora  un  piano  H. 
parallelo  a quel  piano  di  proiezione  taglia  le  due  superficie  F, , F, 
secondo  certe  curve,  di  cui  siano  C,/,  C,/  le  prime  proiezioni;  i 
loro  punti  di  intersezione  sono  le  prime  proiezioni  dei  corrispon- 
denti punti  della  curvar,, e le  seconde  proiezioni  di  questi  giac- 
ciono nella  seconda  traccia  del  piano  ausiliario.  Le  tangenti  alla 
curva  di  intersezione  in  quei  punti  sono  le  linee  d’ intersezione 
dei  corrispondenti  piani  tangenti  alle  due  superficie. 

D'altra  parte,  un  punto  all’infinito  del  primo  piano  di  proie- 
zione determina  due  cilindri  tangenti  alle  due  superficie,  dei  quali 
si  potranno  determinare  le  tracce  nel  secondo  piano  di  proiezione; 
le  tangenti  comuni  a queste  tracce  sono  le  seconde  tracce  dei 
piani  tangenti  comuni,  o le  prime  tracce  di  questi  piani  sono  pa- 
rallele alle  generatrici  di  quei  cilindri.  Le  generatrici  della  svi- 
luppabile comune  contenute  in  quei  piani  sono  le  rette  che  pas- 
sano pei  corrispondenti  punti  di  contatto  sopra  le  due  superficie. 

Se  nel  primo  caso  si  sposta  parallelamente  a se  stesso  il 
piano  ausiliario  e si  considera  in  tutte  le  posizioni,  nelle  quali 
esso  taglia  entrambe  le  superficie  F,,  Fs,  si  ha  la  curva  di  in- 
tersezione delle  due  superficie,  se  ne  ottengono  cioè  tutti  i punti 
e le  relative  tangenti.  E se  nel  secondo  caso  il  punto  all’  in- 
finito delle  generatrici  dei  due  cilindri  si  muove  nel  piano  fisso , 
passando  per  tutti  i punti  della  retta  all’infinito  del  piano,  in 
ogni  sua  posizione  esso  determina  con  entrambe  le  superficie 
dei  cilindri  tangenti,  e si" hanno  cosi  tutti  i piani  e tutte  le  ge- 
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neratrici  della  sviluppabile  comune.  Le  successive  posizioni  dei 
piani  e dei  punti  ausiliari  danno  dunque  respettivamente  gruppi 
successivi  di  punti  e di  tangenti  della  curva  d’intersezione  e 
gruppi  di  piani  e di  generatrici  della  sviluppabile  comune. 

Le  precedenti  discussioni  danno  la  completa  soluzione  ge- 
nerale dei  problemi  proposti.  Nei  casi  particolari  i metodi 
esposti  possono  venire  alquanto  modificati,  e ciò  avviene  quando 
si  raggiunge  meglio  lo  scopo,  adoperando  delle  altre  superfìcie 
ausiliarie  anzi  che  dei  piani  e dei  punti.  Se  una  delle  super- 
fìcie è di  rotazione , il  più  conveniente  sistema  di  superfìcie 
ausiliarie  è dato  dai  piani  normali  all’  asse  della  superfìcie  od 
anche  da  quelli  che  passano  per  l’asse,  ed  i punti  ausiliari 
conviene  prenderli  sull’asse  o nelle  direzioni  delle  rette  ad  esso 
normali;  quei  piani  ausiliari  danno  come  sezioni  della  superfìcie 
di  rotazione  dei  paralleli  o dei  meridiani  ; questi  punti  deter- 
minano come  sviluppabili  i coni  tangenti  lungo  i paralleli  od  i 
cilindri  tangenti  lungo  i meridiani. 

Se  si  considerano  due  superfìcie  di  rotazione  noi  dobbiamo 
distinguere  due  casi,  quello  cioè  in  cui  gli  assi  a,  a*  delle  due 
superfìcie  giacciono  in  un  piano  e quello  in  cui  non  si  interse- 
cano. Col  mezzo  della  trasformazione  del  sistema  di  proiezione 
si  può  sempre  fare  in  modo  che  l’asse  a divenga  parallelo  ad 
OZ  e che  in  pari  tempo  l’ asse  a*  sia  parallelo  al  secondo  piano 
di  proiezione. 

Se  gli  assi  o,  a*  giacciono  in  un  piano,  essi  possono  come 
caso  particolare  essere  paralleli  tra  loro  e quindi  paralleli  al- 
l’asse OZ;  allora  per  determinare  la  curva  di  intersezione 
delle  due  superficie  conviene  prendere  dei  piani  ausiliari  nor- 
mali ai  loro  assi,  i quali  danno  come  sezioni  dei  paralleli;  ogni 
piano  secante  fornisce  in  generale  due  punti  della  curva  di 
intersezione,  i quali  sono  disposti  simmetricamente  rispetto  al 
piano  a a*;  tra  le  superfìcie  quindi  che  passano  per  la  curva  se- 
zione trovasi  anche  un  cilindro,  le  cui  generatrici  sono  nor- 
mali al  piano  a a*  e di  cui  ogni  generatrice  incontra  in  due 
punti  la  curva;  si  possono  avere  facilmente  anche  le  tangenti 
corrispondenti  ai  punti  della  curva  medesima. 

Per  costruire  la  sviluppabile  comune  conviene  far  uso  dei 
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cilindri  tangenti  lungo  i meridiani  delle  due  superficie,  ag- 
gruppandoli due  a due  in  modo  che  siano  fra  loro  paralleli  ; 
ogni  coppia  di  questi  cilindri  fornisce  un  gruppo  di  piani  tan- 
genti e di  generatrici  della  sviluppabile.  Egli  è evidente  che  il 
piano  aa*  è quello  di  una  curva  doppia  della  sviluppabile,  per 
la  simmetria  che  esiste  rispetto  a questo  piano  nel  sistema 
delle  due  superficie;  questa  proprietà  è in  certo  modo  la  cor- 
relativa di  quella  della  curva  d’intersezione  che  concerne  il 
cilindro  doppiamente  proiettante. 

Se  gli  assi  a,  a*  si  tagliano,  i piani  ausiliari  perpendico- 
lari ad  a non  segano  che  la  prima  superficie  lungo  paralleli,  e 
le  direzioni  delle  normali  ad  a non  determinano  che  per  la 
prima  superficie  cilindri  tangenti  lungo  meridiani;  le  inter- 
sezioni dei  piani  ausiliari  colla  seconda  superficie  ed  i cilindri 
tangenti  a questa  seconda  superficie  e paralleli  ai  primi  si  co- 
struirebbero allora  non  senza  difficoltà  coi  sopraindicati  metodi. 

FìK.  213. 


Al  contrario,  il  sistema  di  sfere,  il  cui  centro  è il  punto  di  in- 
tersezione di  a con  a*,  offre  una  serie  molto  conveniente  di  su- 
perficie ausiliarie  (Fig.  213). 
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Una  di  tali  sfere,  la  quale  seghi  entrambi  le  superficie, 
cioè  il  cui  contorno  intersechi  i contorni  M^.,  M„*,  ha  a co- 
mune con  ognuna  di  quelle  superficie  un  sistema  di  paralleli  ; 
se  P,  P*  formano  una  coppia  di  tali  paralleli,  questi  in  gene- 
rale si  intersecano  in  due  punti  Pt,  i quali  appartengono 
alla  linea  di  intersezione.  Il  cilindro  normale  al  piano  a a*  che 
passa  per  la  curva  d’intersezione  è un  cilindro  doppiamente 
proiettante  della  curva.  La  Fig.  213  contiene  anche  la  costru- 
zione della  tangente  t nel  punto  P della  curva  di  intersezione; 
si  vede  facilmente  come  si  è costruita. 


Fig.  214. 


Ogni  sfera  del  sistema  ha  a comune  con  ciascuna  delle 
due  superficie  un  sistema  di  coni  tangenti  lungo  paralleli  ; uno 
dei  coni  tangenti  all’  una  superficie  ed  uno  di  quelli  tangenti 
all’altra  hanno  in  generale  due  piani  tangenti  comuni,  i quali 
appartengono  alla  sviluppabile  circoscritta  alle  due  superficie 
di  rotazione , e le  congiungenti  e delle  relative  coppie  di  punti 
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di  contatto  danno  le  generatrici  di  quella  sviluppabile.  Il  me- 
ridiano comune  è un  piano  di  simmetria  ortogonale  per  la  su- 
perfìcie sviluppabile. 

Osserva z.  I)  Se  l’asse  di  una  superficie  di  rotazione  è in  pari  tempo  la  di- 
rettrice rettilinea  di  una  superficie  rigata,  è preferibile 
a tutti  gli  altri  sistemi  di  superficie  ausiliarie  l’ impiego 
del  fascio  dei  piani  meridiani  della  prima  per  ottenere 
la  curva  di  intersezione  delle  due  superficie. 

Il)  Se  una  delle  due  superficie  di  rotazione  è una  sfera , per  la 
determinazione  della  curva  d’intersezione  delle  due  su- 
perficie e della  sviluppabile  comune  circoscritta  converrà 
prendere  per  piani  ausiliari  quelli  normali  all’asse  del- 
l’altra superficie  e per  cilindri  tangenti  quelli  determinati 
dalle  direzioni  delle  normali  a quello  stesso  asse. 

Ili)  La  tangente  alla  curva  d’ intersezione  di  due  superficie  curve 
è normale  al  piano  determinato  dalle  normali  alle  due 
superficie  nel  punto  di  intersezione  che  si  considera.  Que- 
sto Teorema  si  può  applicare  molto  opportunamente  alle 
superficie  di  rotazione. 

Esercizi,  i)  Se  si  vuole  costruire  la  curva  di  intersezione  di  una  superfi- 
cie di  rotazione  con  un  conoide  retto,  il  cui  piano  diret- 
tore sia  normale  all’asse  della  superficie,  i piani  ausiliari 
più  convenienti  saranno  quelli  paralleli  a quel  piano  diret- 
tore ; come  esempio  si  determini  la  curva  d’ intersezione 
del  toro  colla  superficie  della  vòlta  dell’  ingresso  in  una 
torre  rotonda. 

2)  La  sviluppabile  comune  circoscritta  ad  una  superficie  di  rota- 

zione e ad  una  superficie  rigata  si  ottiene,  costruendo  i 
piani  che  passano  per  le  generatrici  della  seconda  e che 
toccano  la  prima  ; le  generatrici  della  sviluppabile  sono 
le  rette  che  uniscono  i relativi  punti  di  contatto.  Come  si 
forma  questa  sviluppabile  nei  casi  proposti  nell’  Oss.  I e 
nell'Es.  1? 

3)  Si  disegni  la  curva  di  intersezione  di  un  ellissoide  di  rota- 

zione coll’  elicoide  gobbo  e coll’  elicoide  gobbo  a piano 
direttore. 

4)  Costruire  la  cuna  di  intersezione  di  un  paraboloide  iperbo- 

lico e di  una  sfera. 

5)  Due  superficie  di  rotazione  collo  stesso  asse  hanno  per  inter- 

sezione un  sistema  di  paralleli  e per  sviluppabile  circo- 
scritta  comune  un  sistema  di  coni  tangenti  lungo  paralleli. 
Si  applichino  queste  costruzioni  al  sistema  di  due  sfere. 
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130.  Se  gli  assi  a,  a*  delle  superficie  di  rotazione  non  tro- 
vansi  nello  stesso  piano,  nel  mentre  però  che  a è parallelo  ad 
OZ  ed  a*  è parallelo  al  piano  XOZ,  allora  per  la  costruzione 
della  curva  comune  alle  due  superficie  conviene  prendere  come 
piani  ausiliari  i piani  normali  all’asse  a;  ciascuno  di  questi  taglia 
la  prima  superficie  di  rotazione  secondo  un  parallelo  Pela  se- 
conda lungo  una  curva  C,  la  cui  prima  proiezione  si  costruisce 
col  mezzo  dei  paralleli  P*  della  superficie  stessa.  I punti  di 
intersezione  Plt  Pt — di  P e di  C appartengono  alla  curva  da 
costruirsi  (Fig.  215).  Il  piano  del  parallelo  P sega  il  piano  di  un 
parallelo  P*  secondo  una  retta  parallela  ad  0 Y,  e questa  ta- 
glia il  cerchio  P,  in  due  punti  di  quella  curva  C.  La  tangente 

Fig.  215. 


Ctf 


l in  un  punto  F,  della  curva  di  intersezione  si  costruisce  nel 
modoil  più  conveniente,  considerandola  come  la  normale  al  piano 
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determinato  dallo  normali  alle  due  superficie  nel  punto  Pt  ; » 
ed  n*  sono  le  normali  alle  superficie  in  questo  punto,  s,,  s,  le 
tracce  del  piano  determinato  dalle  stesse,  e quindi  le  perpendi- 
colari a queste  condotte  per  le  proiezioni  di  P,  danno  le  proie- 
zioni della  tangente  t cercata. 

Per  la  costruzione  anzidetta  si  può  con  vantaggio  far  uso 
anche  del  fascio  dei  piani  meridiani  della  superficie  di  asse  a. 

Nulla  di  nuovo  si  richiede  parimenti  per  la  costruzione 
della  sviluppabile  circoscritta  alle  due  superficie.  Tutte  le  di- 
rezioni delle  normali  all*  asse  a determinano  cilindri  tangenti 
lungo  i meridiani  della  prima  superficie  e cilindri  tangenti  alla 
superficie  di  asse  a*,  i quali  si  costruiscono  senza  difficoltà  col 
mezzo  del  sistema  dei  coni  tangenti  lungo  i paralleli  della  su- 
perficie; i piani  tangenti  comuni  appartengono  alla  sviluppa- 
bile, e le  rette  che  passano  per  le  relative  coppie  di  punti  di 
contatto  sono  le  corrispondenti  generatrici. 

D’altra  parte,  i punti  dell’asse  a presi  come  vertici  forni- 
scono coni  tangenti  alla  prima  superficie  lungo  i suoi  paral- 
leli e coni  tangenti  all’ altra  superficie,  i quali  si  costrui- 
scono facilmente  col  mezzo  delle  serie  dei  coni  tangenti  lungo 
i paralleli  della  seconda;  si  hanno  cosi  tante  coppie  di  coni 
concentrici  tangenti  alle  due  superficie,  ed  i piani  tangenti  co- 
muni ad  ogni  coppia  appartengono  alla  sviluppabile  circoscritta 
alle  due  superficie. 

Se  le  superficie  che  si  considerano  sono  di  secondo  grado, 
può  esser  conveniente  quest’  altra  costruzione  per  la  ricerca 
della  loro  comune  sezione.  Gli  assi  a,  a*  delle  superficie  es- 
sendo paralleli  al  secondo  piano  di  proiezione,  possiamo  rite- 
nerli come  determinati  dalle  loro  seconde  proiezioni  e dalla 
loro  minima  distanza;  siano  M„,  M,  * i meridiani  di  con- 
torno delle  due  superficie,  queste  curve  possono  essere,  per  es., 
due  ellissi  coi  centri  C , C*  respettivainente  sugli  assi  a,  a *, 
lungo  i quali  coincidono  gli  assi  AB,  A* B*  delle  curve,  men- 
tre gli  altri  assi  sono  le  normali  corrispondenti  DE,  D*  E*. 
Si  immagini  ora  costruito  col  centro  in  C un  ellissoide  di  ro- 
tazione simile  e similmente  posto  all’ellissoide  a*,  C*, ...  il 
quale  abbia  il  raggio  dell’equatore  eguale  a quello  dell’ellis- 
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soide  a,  C, ...  La  superficie  cosi  costruita  toccherà  il  primo  el- 
lissoide dato  in  due  punti  dell’equatore  negli  estremi  del  dia- 
metro normale  al  secondo  piano  di  proiezione  e intersecherà  lo 
stesso  ellissoide  secondo  due  ellissi,  i cui  piani  saranno  perpen- 
dicolari al  secondo  piano  di  proiezione.  Ogni  piano,  il  quale  sia 
parallelo  ad  una  di  quelle  ellissi,  taglia  i tre  ellissoidi  secondo 
ellissi  simili  e similmente  poste,  i cui  assi  sono  l’uno  nor- 
male, l'altro  parallelo  al  secondo  piano  proiettante.  Se  come 
primo  piano  di  proiezione  si  sceglie  quindi  un  piano,  nel  quale 
quell’ellisse  si  proietta  secondo  un  cerchio,  si  costruirà  in  que- 
sto sistema  di  proiezione  la  curva  di  intersezione  dei  due  ellis- 
soidi col  mezzo  di  un  sistema  di  cerchi  ausiliari  (§  99,  Oss.  II). 
Vi  sono  quattro  diverse  posizioni  pel  primo  piano  di  proiezione 
che  soddisfano  a questo  metodo  di  costruzione. 

Le  relazioni  che  esistono  fra  tre  superficie  curve  possono 
dar  luogo  a particolari  discussioni  soltanto  in  alcuni  casi  speciali. 
In  generale  tali  superficie  hanno  a comune  un  gruppo  di  punti 
ed  un  gruppo  di  piani  tangenti  : i primi  sono  i punti  che  una  delle 
superficie  ha  a comune  colla  curva  di  intersezione  delle  altre 
due;  gli  altri  sono  i piani  tangenti  che  la  sviluppabile  comune 
circoscritta  a due  delle  superficie  date  ha  a comune  colla  terza. 

Se  due  di  queste  tre  superficie  sono  di  rotazione  ed  hanno 
lo  stesso  asse,  cosicché  la  loro  curva  di  intersezione  sia  un  si- 
stema di  paralleli  e la  sviluppabile  circoscritta  ad  ambedue 
queste  superficie  sia  un  sistema  di  coni  tangenti  lungo  paral- 
leli, allora  per  avere  i punti  comuni  alle  tre  superficie  basterà 
costruire  l’intersezione  di  quei  paralleli  colla  terza  superficie,  o 
parimente  i piani  tangenti  comuni  saranno  quelli  che  toccano 
quei  coni  e l’ ultima  superficie. 

Esercizi.  1)  Costruire  la  curva  d’intersezione  di  un  iperboloide  di  rota- 
zione ad  una  falda  con  un  ellissoide  di  rotazione,  suppo- 
nendo che  i loro  assi  non  si  taglino. 

2)  Quand'  è che  non  è applicabile  il  metodo  dei  cerchi  ausiliari 

per  la  costruzione  della  curva  di  intersezione  di  due  su- 
perficie di  rotazione  di  secondo  grado? 

3)  Si  può  applicare  un  metodo  analogo  a quello  dei  cerchi  au- 

siliari nella  costruzione  della  sviluppabile  comune  circo» 
scritta  a due  superfìcie  di  rotazione  di  secondo  grado? 

r ! r n i. r n . — Geometria  deicr  Mica.  3ì 
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4)  La  sviluppabile  comune  circoscritta  a due  superficie  limita 

lo  spazio  della  penombra  e dell’  ombra  completa  che  l'una 
superficie  proietta,  quando  6 illuminata  dall’  altra. 

5)  Costruire  i punti  ed  i piani  tangenti  comuni  a tre  sfere. 

6)  Se  delle  tre  superficie  che  si  considerano,  due  sono  sfere  e 

l’una  di  queste  si  riguarda  come  una  superfìcie  lumino- 
sa, quale  significato,  nella  teoria  delle  ombre,  hanno  i 
punti  di  contatto  della  terza  superficie  coi  piani  tangenti 
che  essa  ha  in  comune  colle  altre  due? 
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E.  Delle  coordinate  proiettive. 


131.  Nelle  precedenti  ricerche  non  si  è mai  fatto  uso  diret- 
tamente della  Geometria  analitica;  ma  peraltro  sono  stati  presi 
in  sussidio  concetti,  premesse  e conseguenze  che  provengono  a 
stretto  rigore  da  ricerche  analitiche  (Cfr.  § 87).  Il  diritto  di 
tenere  questa  via  ed  il  rigore  di  questo  metodo  nascono  da  ciò, 
che  dai  metodi  geometrici  posti  a base  delle  nostre  teorie  si  ot- 
tengono nel  modo  il  più  completo  e generale  i metodi  analitici, 
tostochè  si  introduca  l’ uso  dei  numeri  come  mezzo  di  determi- 
nazione. La  dimostrazione  di  questo  Teorema  forma  il  soggetto 
del  presente  Capitolo. 

Le  forme  geometriche  fondamentali  si  son  già  presentate 
ordinate  in  specie  : quelle  di  prima  specie  sono  le  punteggiate, 
i fasci  di  rette  ed  i fasci  di  piani  (§  23)  ; P uguaglianza  del 
rapporto  anarmonico  di  quattro  elementi  corrispondenti  era  la 
condizione  della  proiettività  di  due  forme  di  prima  specie  (§  16) 
e determinata  la  corrispondenza  di  tre  coppie  di  elementi,  tutti 
gli  altri  elementi  si  corrispondevano  a coppie  in  un  modo  unico 
e determinato  (§  17).  Avremo  quihdi  le  coordinate  e la  Geo- 
metria analitica  delle  forme  di  questa  specie,  quando  considere- 
remo il  rapporto  anarmonico  stesso  che  da  ogni  quarto  ele- 
mento vien  determinato  coi  tre  elementi  fondamentali  della 
forma,  come  il  numero  algebrico  che  serve  alla  determinazione 
di  questo  quarto  elemento. 

Le  forme  di  seconda  specie  sono  i sistemi  piani  di  punti  o 
di  rette,  e le  stelle  che  da  un  punto  qualunque  dello  spazio 
servono  a proiettarli;  in  altre  parole  sono  forme  di  seconda 
specie  il  piano  punteggiato  ed  il  piano  rigato , la  stella  di  rette 
e la  stella  di  piani,  vale  a dire  i sistemi  di  rette  e di  piani 
che  son  soggetti  all'  unica  condizione  di  passare  per  un  punto 
(§  23).  Due  forme  di  seconda  specie  sono  proiettive  fra  loro, 
quando  sono  proiettive  fra  loro  quelle  di  prima  che  le  costi- 
tuiscono; nel  § 22  abbiamo  veduto  come  dati  quattro  elementi 
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indipendenti  fra  loro  di  una  forma  di  seconda  specie  e quattro 
corrispondenti  elementi  di  un’altra  forma  di  seconda  specie, 
si  poteva  costruire  linearmente  un  elemento  della  seconda 
forma  corrispondente  ad  un  dato  elemento  della  prima,  ba- 
stava applicare  due  volte  il  metodo  dato  per  le  forme  di  prima 
specie.  Come  dalle  costruzioni  geometriche  che  servono  alla 
determinazione  degli  elementi  delle  forme  di  prima  specie  si 
deducono,  mercè  una  duplice  applicazione,  le  costruzioni  da 
farsi  per  ottenere  gli  elementi  delle  forme  di  seconda  specie, 
cosi  una  analoga  ripetizione  condurrà  dalle  coordinate  e dalla 
Geometria  analitica  delle  forme  di  prima  specie  alle  coor- 
dinate ed  alla  Geometria  analitica  delle  forme  di  seconda 
specie. 

L’insieme  dei  punti  dello  spazio  costituisce  una  forma  di 
terza  specie  e tale  è pure  l’ insieme  di  tutti  i piani  dello  spa- 
zio; la  proiettività  di  due  forme  di  terza  specie  è determinata 
per  mezzo  della  corrispondenza  di  cinque  elementi  dell’  una 
con  cinque  elementi  dell’altra,  purché  questi  elementi  tanto  nel 
primo  come  nel  secondo  sistema  siano  indipendenti  fra  loro 
(§  44).  Ripetendo  tre  volte  il  metodo  che  serve  per  le  forme  di 
prima  specie,  si  ottiene  la  Geometria  analitica  delle  forme  di 
terza  specie. 

Finalmente  lo  spazio  può  essere  considerato  come  l’ in- 
sieme delle  rette  in  esso  contenute  ed  allora  si  presenta  come 
una  forma  di  quarta  specie;  le  rette,  divenute  allora  elementi 
dello  spazio,  son  determinate  da  due  punti  o da  due  piani  a 
seconda  che  si  considerano  come  congiungenti  o come  assi , si 
ha  quindi  una  duplice  espressione  analitica  per  determinare 
ciascun  elemento  della  forma. 

Lo  sviluppo  dei  metodi  che  servono  a determinare  le  coor- 
dinate in  queste  differenti  specie  secondo  gli  accennati  principii, 
mostra  che  tra  i metodi  di  ricerca  geometrici , sui  quali  si  fonda 
la  Geometria  descrittiva,  ed  i metodi  analitici  non  esiste  veruna 
differenza.  Il  passaggio  a metodi  analitici  apre  la  via  alla  ricerca 
generale  delle  forme  geometriche  dell’ n"*™  grado;  ed  il  modo 
diretto,  col  quale  si  compie  questo  passaggio,  ci  fa  sicuri  che  i 
metodi  di  ricerca  che  ci  hanno  servito  nel  primo  stadio  — per 
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i luoghi  di  secondo  grado,  ec.  — si  conserva  nella  sua  essenza 
anche  per  le  ricerche  più  generali.  Ma  naturalmente  le  appli- 
cazioni di  questi  principii  alla  ricerca  effettiva  delle  proprietà 
delle  forme  determinate  dalle  equazioni  di  gradi  superiori 
vanno  lasciate  alla  Geometria  analitica. 

132.  In  una  punteggiata  ogni  punto  P è determinato  dal 
rapporto  anarmonico  che  esso  forma  con  tre  punti  fìssi  A,, 
A,,  E;  se  è (Fig.  216) 


(AlAiEP)  = 


A,E  .A,P 
AtE  ' A, P 


e,  . p,  pt:et_^  x, 

«i  ' Pi^PP-e,  ~ V 


xu  x,  sono  due  numeri  algebrici  che  fissano  la  posizione  del 
punto  P sulla  retta,  sono  quindi  le  coordinate  di  quel  punto;  si 
può  dire  che  esse  sono  le  distanze  FiB  210 

del  punto  P dai  due  punti  fonda- 

mentali  4S,  4„  se  non  che  la  prima  ^ £ * 2t 

distanza  è misurata  prendendo 

per  unità  la  lunghezza  E A,,  eia  seconda  tenendo  E At  per  unità. 

Se  P viene  in  E abbiamo  pl  — el>pì  = ei,  quindi  x,  = x,  = 
1 ed  E può  quindi  dirsi  punto  unità  del  sistema  di  coordinate. 
Se  P viene  in  4,  si  ha  x,  =0,  e se  viene  in  .4,  si  ha  xt  = 0,  tal- 
ché i punti  fondamentali  4,,  4a  corrispondono  ai  valori  limiti 
oo  e 0 del  rapporto  anarmonico. 

L’ equazione  x,  = k x,  determina  un  punto  della  punteg- 
giata che  può  costruirsi,  dati  che  siano  4,,  4,,  E,  per  mezzo 
della  condizione  (4,  A,  E P)  = k (§  16,  Oss.  II). 

Nei  fasci  di  raggi  ogni  raggio  p è determinato  dal  rap- 
porto anarmonico  che  esso  forma  con  tre  raggi  del  fascio  o, , 
a„  e (Fig.  217);  se  è 


sen  (aL,  e) . sai  (av  p) 
(a,  a,  ep)  sen  ^ > • sen  (at> 

»i  : »i  5.  . 


2. 

T. 


Fig.  217. 

A 

//\ 


7T  -f. 


t 

*3* 


\ \ 


sono  due  numeri  che  determinano  la  posizione  della  retta 
p nel  fascio , sono  cioè  le  coordinate  di  questo  raggio  ; si  pos- 
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sono  anche  considerare  come  le  distanze  dalla  retta  p di  due 
punti  fissi  presi  sui  raggi  a,,  a,,  quando  si  misurino  queste  di- 
stanze, prendendo  successivamente  per  unità  le  distanze  di  quei 
due  punti  dal  raggio  e. 

Nel  fascio  di  piani  si  determina  in  egual  modo  la  posizione 
del  piano  n per  mezzo  dei  piani  fissi  At,A,,  E col  rapporto 
anarmonico 


,A  j.  , sen  (A, , E) . sen  (A, , II)  t,  . ir,  ^ 

' 1 * ^ sen  (A,,  E)  ’ scìì  (A,,  II)  i,  ‘ iri 

S ep  viene  in  e,  oppure'!!  in  E,  si  ha  5,  = 1 , E,  = 1 ; si  può 
quindi  chiamare  e od  E respettivamente,  il  raggio  od  il  piano 
unità  nel  sistema  di  coordinate  del  fascio.  Se  p viene  in  a,  od 
in  a,,  oppure  se  n viene  in  A,  od  in  A,,  si  ha  ?,=  0,  oppure 
?,  = 0.  Un  raggio  od  un  piano  del  fascio  è determinato,  quando 
si  abbiano  i raggi  fondamentali  a ,,  at,  e,  oppure  i piani  fonda- 
mentali  A,,  A,,  E,  per  mezzo  della  equazione  f,  = * f,;  basta 
infatti  perciò  costruire  il  raggio  od  il  piano  che  soddisfa  all’  una 
od  all’altra  delle  due  condizioni: 


(a, atejo)  = * , (A,A,EII):=x. 

Fig.  218. 

/fx 


/ j 

* 


‘ X, 
\ 


Se  supponiamo  che  i raggi 
fondamentali  a,,  a,  del 
..A  . ,v  e fascio  passino  respetti  va- 

/ mente  pei  punti  fonda- 

! i,  ’x' -X  mentali  As,  A,  della  pun- 

' A \ E ' teggiata,  e che  il  raggio  c 

non  passi  per  E , ma  pel 
coniugato  armonico  di  E rispetto  ad  At,A„  ossia  pel  punto  E 
tale  che  si  abbia 

(1)  0M.E1?)-  — i, 

avremo  per  un  raggio  p e pel  punto  P,  in  cui  esso  taglia  la 
punteggiata,  le  relazioni 

(4,  At  E P)  = ^t  (a,  «,  ep)  = (A,  AtEP)^-, 

Si 
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moltiplicando  l’ultima  equazione  colla  (1)  avremo 

{AlAìEE)(AiAl'EP)^(AìAtPE)  = -^-, 

questa  moltiplicata  per  la  prima  delle  precedenti  dà 

(AlAìEP)(AlA,PE)~l  = -^, 

ossia  Si  -+-  §,  x,  = 0,  che  dà  la  relazione  tra  le  coordinate  di 
un  raggio  (di  un  piano)  del  fascio  e quelle  del  punto  della 
punteggiata,  pel  quale  passa  il  raggio  (il  piano),  quando  si  di- 
spongono nel  modo  anzidetto  le  due  forme  geometriche. 

Osservai.  1)  Se  ?, , c,  sono  due  costanti  che  indicheremo  con  a , , a,  esse 
determinano  un  raggio  fisso,  le  coordinate  di  ogni  suo 
punto  soddisfano  la  relazione 

a,  x,  -t-  a,  xt  = 0 , 

che  può  dirsi  V equazione  del  raggio;  1 coefficienti  di 
questa  equazione  sono  le  coordinate  del  raggio  nel  fascio. 
II)  Se  il  raggio  passa  pel  punto  y, , y,  di  una  data  punteggiata, 
si  ha  contemporaneamente 

5,  ir, -i- ?,*,«=(),  f,yi-4-f,y,*=0, 
donde  si  cava 

fitoV.—  yi*«)=0.  ««sia  a;,y,— !/i*t==  ***’  = 0. 

iti  v% 

mi  Se  al  contrario  sono  costanti  x, , x,  e se  ne  indica  il  valore 
con  a,,  laiche  esse  indichino  un  determinato  punto 
fisso , le  coordinate  di  ogni  raggio  che  passa  pel  punto 
soddisfano  l'equazione 

al  af  M ==  h, 

che  si  dirà  l’equazione  del  punto;  i coefficienti  di  que- 
sta equazione  sono  le  coordinate  del  punto. 

IV)  Se  il  punto  giace  sopra  un  raggio  nt , si  ha  contempora- 
neamente 

a;,  f,  -t-  x,  ?,  = 0 , xinl  -4-  *,»;,=  0, 

e quindi 

5, — >u5,  =0,  ossia  ir1  ’ =0. 

I «t  » 

V)  Gli  ottenuti  determinanti  mostrano  anche  che  le  equazioni 
tr,  -4-  my,  = 0,  lxt  -4-  my,  = 0 , 
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oppure  le  due 

).?,  -h  pi,  = 0 , -+-  pr,t  ==  0, 

sono  coesistenti,  c quindi 

rn  „ u 

= — Tyi>  6--— *• 

VI)  Non  essendo  alterati  i rapporti  enarmonici  dalla  proiezio- 
ne (§  16)  e dal  passaggio  al  rilievo  (§  38),  cosi  le  ottenute 
coordinate  possono  servire  alla  ricerca  delle  proprietà 
proiettive  delle  forme  geometriche  di  prima  specie. 


133.  Se  son  dati  quattro  Se  son  date  quattro  rette 
punti  An  A„  A,,  E in  un  piano  a,,  a,,  a,,  e in  un  piano  per 
per  modo  però  che  tre  qualun-  modo  che  tre  qualunque  di  esse 
que  di  essi  non  siano  in  linea  non  passino  per  un  punto,  ogni 
retta,  ogni  quinto  punto  P del  quinta  retta  p del  piano  viene 
piano  viene  determinato  come  determinata  come  la  congiun- 
intersezione  di  due  raggi  di  gente  di  due  punti  situati  in 
due  fasci  che  hanno  per  centro  due  rette  fondamentali  e che 
A{,  A,  respettivamente  e che  hanno  un  determinato  rappor- 
hanno  un  dato  rapporto  anar-  to  anarmonico  coi  punti  nei 
monico  coi  tre  raggi  che  pas-  quali  esse  son  tagliate  dalle 
sano  per  gli  altri  tre  punti  altre  tre  rette  (Fig.  219  b). 
dati  (Fig.  219  a). 

Fig.  219. 

a.  b. 

/ 

/ 

/ 

e,  / 

Jjs, 

Analoghi  metodi  si  hanno  per  le  stelle,  un  quinto  raggio  è 
determinato  rispetto  a quattro  raggi  fondamentali,  dei  quali  tre 
qualunque  non  sono  in  un  piano , oppure  un  quinto  piano  è 
determinato  rispetto  a quattro  piani  fondamentali , tre  quaiun- 
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que  dei  quali  non  passano  per  una  retta , per  mezzo  dei  rap- 
porti anarmonici  dei  fasci  di  piani  o dei  fasci  di  raggi  respet- 
tivamente,  che  vengono  determinati  attorno  ad  uno  dei  dati  ele- 
menti col  mezzo  di  tutti  gli  altri.  Limitiamoci  ai  sistemi  piani, 
gli  altri  non  offrendo  difficoltà,  quando  si  sia  risoluta  la  que- 
stione per  questi. 

Nella  Fig.  219  a)  nel  triangolo  AtAtAs  e nella  Fig.  219  b) 
nel  trilatero  a,  a,  a,  si  ha  respetti  varnen te  : 


(d,  AìAiEP)^=  ( At  A,  E , P,) , 
(A,  ■ A,  A,  E P)  = (4  zi,  E,  Pt), 
{At  AlA,EP)  = (AlAtE,Pt). 

Se  e, , e,,  e,  sono  le  distan- 
ze del  punto  E e parimente  pt , 
pt,p j sono  le  distanze  del  pun- 
to P dalle  rette  At  A3,  A,  At, 
Ax  A,  respetti vamente,  o se  più 
generalmente  c„p,;  et,pt-,  e„p , 
sono  le  lunghezze  delle  paral- 
lele a tre  direzioni  qualunque, 
condotte  per  E,  P,  intercette 
fra  questi  punti  e quelle  rette, 
i rapporti  anarmonici  sopra- 
scritti  hanno  i seguenti  valori  : 


(alatatep)~(AJAt  E.P,), 
{ai-atalep)c={Al  4,ESPS), 
(a, -a,  atep)  = (AtAi  E3P,). 

Se  e,,  i„  t3  sono  le  distanze 
della  retta  e e parimente  jt,,  ir,, 
7r,  sono  le  distanze  del  raggio  p 
dai  punti  a,  a8,  a,  a,,  a,  as,  ossia 
A,,A„  A, respettivamente,  o se 
più  generalmente  f, , tt, ; 

£a,  5ra  sono  le  lunghezze  delle 
parallele  a due  direzioni  qua- 
lunque, condotte  per  zi,,  Af,  Av 
intercette  fra  e,  p e quei  punti, 
i precedenti  rapporti  anarmo- 
nici hanno  i seguenti  valori: 


«!  . Pi 

^Pt- 

il 

• II 

_ **  : f.  ?» 

e. 

' Pi 

'"Pt-e, 

*3  ’ 

J» 

' *» 

?3  ' 

£i_.  Pi 

_ x. 

il 

• II 

?, 

e,  ' 

' Pt 

Pi  - e i 

X,  ’ 

■ *3 

?.  ’ 

<±.P, 

,_Pi  ' et 

il 

• II 

e,  ' 

Pi 

Pi  - e, 

X,- 

*» : f.  ?»  ’ 

Il  prodotto  di  questi  tre  rapporti  e quindi  anche  quello  dei 
tre  primi  rapporti  anarmonici  è eguale  ad  uno,  ciò  prova  che 
essi  non  sono  tutti  indipendenti  fra  loro,  e da  questa  osserva- 
zione si  possono  dedurre  alcuni  teoremi  geometrici  (Cfr.  Oss.  I 
e II),  quando  si  scelga  convenientemente  il  punto  Eo  la  retta  e. 

Ora  x, , x„  x3  sono  tre  numeri  algebrici  che  determinano 
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la  posizione  di  P,  dati  che  siano  Alt  At,  A„  E)  e parimente 
sono  tre  numeri  che  determinano  la  posizione  di  p,  dati 
che  siano  a,,  a,,  a,,  e;  xit  x3,x3  e sono  quindi  respet- 

tivamente  le  coordinate  del  punto  P o della  retta  p nel  piano. 


Se  P viene  in  E,  dalle  con- 
dizioni j»,  ==«,,  ec.  si  ricava 
x,  = x,  — X3  = 1, 
ed  E s’ indica  quindi  come  il 
punto  unità  del  sistema  di  coor- 
dinate. 

Se  P viene  in  A3  A , si  ha 
p,  •=  0 e quindi  x3  = 0, 


Se  p viene  in  e,  dalle  con- 
dizioni »,  = £,,  ec.  si  ricava 

Si  ■=  S.  = Ss  = 1 . 

ed  e s’indica  quindi  come  la 
retta  unità  del  sistema  di  coor- 
dinate. 

Se  p passa  per  a,  a,,  ossia 
per  A,,  si  ha  ir,  = 0 e quindi 
Si  = 0, 


x±  P*il«  _ /- 
*»  l' 


30  , 


*?1 

s. 


0, 


X 


r 


Parimente  se  P viene  sulla  Parimente  sep  passa  per  A, 

retta  A,  A, 


x. 


„ x, 

> 0,  — • 

*T. 


’x,  pi:el 
e se  P viene  sopra  At  A, 


k»  > 


s.-o, 


=*.  » 


e sep  passa  per  A , 


0, 


P,:e, 

x,  p,  : e. 


Se  P viene  in  At  si  ha 


S,' 


1 


a* 


Se  p coincide  con  a,  si  ha 


Xj  ■ 0 , Xj  0 1 Xj 


S.  = 0,?s-=0,51 


ec. 


ove  A,  è l’ altezza  corrispondente  al  vertice  Al  od  al  lato  a,  nel 
triangolo  At  A,  A3,  oppure  a,  o,  a3  ed  e, , i,  sono  le  altezze  corri- 
spondenti al  vertice  E ed  alla  base  e nel  triangolo  A,  A , E,  e 
nel  trilatero  a3a3e  respettivamente.  Le  coordinate  x„  i-,  non  va- 
riano, quando  si  prendono  per  la  determinazione  degli  elementi 
della  stella  di  raggi  o di  piani , purché  si  riferiscano  gli  ele- 
menti della  stella  agli  elementi  che  proiettano  gli  elementi 
fondamentali  del  sistema  piano. 
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Osservaz.  I)  Se  E è il  punto  d’ intersezione  delle  mediane  del  triangolo 
fondamentale,  si  ha 


M . . a senAt  A,  E , seti  A3  A,  P 

sr.n  A,At  P # A,At 
sen  AtAtP'  A3A3' 


e formando  analogamente  gli  altri  dne  rapporti  enarmo- 
nici, si  ha  moltiplicandoli  poi  fra  loro: 

scnA3AtPsenAlA,P-senAtAìP  

senAtA  lPtenÀìAiP-senA  ,.14P  A,P,  vl,P,  • AlP3 

li)  Se  e è la  retta  all’  infinito  del  piano,  si  ha 

e similmente  per  gli  altri  due  rapporti  anarmonici , tal- 
ché il  prodotto  dei  tre  rapporti  che  é eguale  ad  1 dà 

A*  Pi  ' -4]  P,  • A,  Pji_  ^ 
yl.P,  • At  P,  • At  P, 


Questi  sono  i teoremi  fondamentali  della  teoria  delle  tra- 
sversali. 

Ili)  Se  si  determinano  i punti  Pi  coniugati  armonici  dei  punti  P( 
rispetto  ai  vertici  del  triangolo  fondamentale , dalle  rela- 
zioni 


d*pt==_fMj  ec 

^p,  4,pf’ec-’ 

tenendo  conto  della  equazione  trovata  nel- 
l’Oss.  II,  si  ha 

A»  Pt‘A3  P,  • A , Pj 

AiP\"  P%‘  ■'Ij  f’s 

eh’  è 1’  equazione  trovata  nell'  Oss.  I ; dun- 
que le  rette  A{  P,,  j4,P,,  A3P3  si  tagliano 
in  un  punto  P.  Questo  punto  P e la  retta 
p si  dicono  coniugati  armonicamente  rispetto 
ai  Iati  ed  ai  vertici  del  triangolo  delle  At  o 
delle  ai. 


Fig.  220. 


£ 

/ ii’: 

'■  / ili 

\ A li; 

miii 

/ 


Esercizio.  Costruire  la  retta  armonica  di  un  punto , oppure  il  punto  ar- 
monico di  una  retta  rispetto  ad  un  triangolo  dato,  secondo 
i metodi  che  servono  alla  costruzione  dei  gruppi  armo- 
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nici  ; la  costruzione  più  semplice  della  retta  coniugata 
armonica  di  un  punto  rispetto  al  triangolo  A,  At  è la  se- 
guente: Si  tirino  A , P,  At  P , A3  P che  tagliano  i lati  op- 
posti nei  punti  P,,  P,,  P3;  la  retta  P,  P,  taglia  AtAt  in 
P3 , P,  P3  taglia  At  A , in  P, , la  retta  P,  P3  è la  retta  cer- 
cata; dimostrarlo  (Fig.  220). 


134.  Facciamo  ora  coincidere  il  triangolo  AtAtAt  col  tri- 
latero a,  a,  a,  per  modo  che  il  vertice  A , coincida  colla  interse- 
zione delle  rette  as  ait  e prendiamo  per  retta  unità  la  retta  co- 
niugata armonica  del  punto  unità  rispetto  al  triangolo  (§  133, 
Oss.  Ili);  si  avrà  (Fig.  221) 

f - (4  A, E,  P.) , f -(ìM,  E,  PO , f - (zM,  E3  Pj) 

Ss  SI  ss 

-t  = (A,A,E,El),  -1  = (4^ESF,),  -i=(AìA,E,E,). 


Fig.  Kt. 


Moltiplicando  le  equazioni  corrispondenti  si  ha 
-f - (A,  A,  E , P,),  -f  - F,P,),  -|L=  OM,  E% P3), 

SS  SI  ss 

ed  osservando  che  si  ha 


^=0M3£fP,)(^ 
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si  ottiene  colla  moltiplicazione  delle  equazioni  due  a due 


li®. 

k xì 


(AìAtPi  P,),  - - (il,  il,  1\ P,), 


si  possono  allora  formare  tre  gruppi  analoghi  a questo 


- •»  f* = {A,  A,  P,  P,) , -!-&= = (il,  4 />,  p,). 

h3  *53 


c r 

*5  I ‘*'1 


Se  il  punto  P trovasi  nella  retta  p,  oppure  se  p passa 
per  P,  la  somma  dei  due  rapporti  anarmonici  di  ciascun  gruppo 
è eguale  ad  uno.  Infatti  pel  centro  P le  punteggiate  4 As,  A,  A, 
sono  omologiche,  e si  ha  quindi 


(4  A P,P,)=  (il,  P,  4 P,)  ; 

ma  (/l, ì43 P, P,)  + (.4, P, 4 PO  =■  1:  infatti  proiettando  da  un 
centro  qualunque  l la  punteggiata  A,  A,  sopra  una  parallela 
a £Plt  avremo 

(.4, 4 P,  Pt) + (il,  P,  A , /»,)  - (il;  a;  p,'  co  ) + (il;  p/  .4;  » ) ~ 

_ 4'  p,'  , a ■ 4' = 4^/+ il,' 4' _ 4 p;  _ 

“ 4'P,  p.' a;  a; p,'  a; p,' ~ ■ 


dunque  essendo 

(4  p,4P,)=(4P,  AtPt)t 

sarà 

(4  4 P,  Pt)  + (A,  At  Pt  PO  = 1 


Sotto  le  condizioni  poste,  se  una  retta  di  coordinate 
passa  per  un  punto  a;,,  a-,,  x,  tra  le  coordinate  della  retta  e 
quelle  del  punto,  ha  luogo  la  relazione 

- 1 ■=■  1 , ossia  xt  + *,x,  + ?s  X, = 0. 

*>J  "*» 

Osservai.  I)  Se  le  quantità  ?<  sono  costanti  e si  indicano  con  a, , a, , a,, 
le  coordinate  Xi  di  tutti  i punti  della  retta,  quando  i due 
triangoli  fondamentali,  i punti  e le  rette  unità  sono  nelle 
posizioni  sovra  indicate,  debbono  soddisfare  1’  equazione 

a,x,  -4-  a,  x,  «j  X3  = 0 , 
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la  quale  può  dirsi  la  equazione  della  retta  in  coordinate 
trimetriche  di  punti.  I coeflicienti  della  equazione  sono 
le  coordinate  trilineari  della  retta. 

II)  Se  le  Xi  sono  costanti  e si  indicano  con  a, , a, , a,,  per  le 
coordinate  ?;  di  tutti  i raggi  che  passano  pel  punto  (a^aj 
vale  la  relazione 

che  può  indicarsi  come  l’ equazione  del  punto  in  coordi- 
nate trilineari  ; i coefficienti  della  equazione  sono  le 
coordinate  trimetriche  del  punto.  La  retta  unità  ed  il 
punto  unità  hanno  quindi  per  equazione 

a:,-)-*,  -t-ars—  0,  = 

respettivamenle. 

Ili)  Ogni  retta  che  passa  pel  punto  fondamentale  A,  ha  una  equa- 
zione della  forma 

a,  x, -t - a, Xi—  0. 

IV)  Le  rette  a,  x,-+-  0,013  = 0,  a,  xt  — at  x3  = 0,  sono  coniu- 

gate armoniche  rispetto  alle  rette  fondamentali  che  pas- 
sano per  A,. 

V)  La  equazione  del  punto  A , è f,  = 0. 


135.  Se  supponiamo  che  un  lato  A,Aj  o a,  del  triangolo 
fondamentale  sia  la  retta  a distanza  infinita  del  piano  (Fig.  122), 
si  avrà: 

per  le  coordinate  di  punti  per  le  coordinate  di  rette 


Xt  = P.:e,«“l. 


■E» 

X, 

x, 


= («^£>P1)=^=x1, 
= {*>  A,  E,  P,)  = Xy 


Le  rette  PPì,EEl\  P Ps, 
EEt  sono  respettivamente  pa- 
rallele ad  A , A,,  A,  As  ed  i nu 
meri®,,®,  sono  le  lunghezze 
misurate  colle  unità.  A,  Ey  A,  Et 
respettivamente  dei  segmenti 
4P  A P 

dlì  1 3 > "I  1 t* 


*5  1 Al  ** 

^3  ( / A T*  Tp  'l  

£ \Ai^  ^3  * »)  À P » 

*51  ‘ M rl 

e poiché  è 

(so  A,  Ei£1)=*(AIooEj£,)=— 1 , 
A|E,  = A,/?,,  A,  Ej  = A,  Et, 
si  ha 


ii__  J_  ii___  _L 

A,P,'i,~  A,  P,’ 
A,  Es  A,  Et 
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Se  si  prende  poi 
AtEt  =-4,£,=-l, 
talché  E sia  nella  bissettrice 
dell’  angolo  delle  due  rette 
fondamentali  che  concorrono 
in  Alt  si  ottiene  come  caso  spe- 
ciale delle  coordinate  trimetri- 
che il  sistema  ordinario  delle 
coordinate  cartesiane  in  un  si- 
stema obliquo  o rettangolo  a 
seconda  che  l’angolo  in  è 
differente  od  eguale  ad  un  ret- 
to. Ponendo  At  P,  ==»  x,  A,  P, 
= y,  la  equazione  della  retta 
diviene 


e f 

cioè  i numeri  -2- , -r-  sono  le 

Si  Si 

inverse  prese  negativamente 
delle  lunghezze  dei  segmenti 
vt,Ps,  4,P,  intercetti  dallaretta 
data  sulle  rette  fondamentali 
ij,  At  A,  misurate  colle  unità 
A{  Ea,  AtE,  respettivamente. 
Se  si  prende 

A,  £,*=-  Ax  £,  = 1, 

si  ottiene  come  caso  speciale 
delle  coordinate  trimetriche  le 
ordinarie  coordinate  trilineari 
di  Plùcker. 


K. 


Fig.  222. 

\ !& 

IV  / / 

/\  / / 

/ X/ 

r,  /- 

J // V 

! ' ■'  \ 

ÌK  ! ...1. 


V i--U- 

" K.  4 *3  Ji 

\e  ; 


\ 


a*  A m 


ossia 


«*\ 

/ \ 

o,  4-  a,  y -+-  o,x  =0, 
Ax-i-  Iìy-h  C«=0. 


Ponendo 

1 1 

At  V,  K’ 
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Le  quantità  A:C,  D:C sono  le  l’ equazione  del  punto  diviene 
coordinate  Plùcker'  iane  della 

retta.  *5  + yn  + i =0; 

le  quantità  x ed  y sono  le 
coordinate  cartesiane  di  que- 
sto punto. 

Osservazione.  Gli  ordinari  sistemi  di  coordinate  di  Cartesio  e di  Plricker 
si  deducono  dal  sistema  generale  delle  coordinate  proiet- 
tive mediante  una  proiezione  centrale  sopra  un  piano 
parallelo  ad  una  delle  linee  fondamentali  del  sistema 
originale. 

Esercizi.  1)  Completare  l’enunciato  del  Teorema  contenuto  nella  Osserva- 
zione precedente,  determinando  la  posizione  del  quadro. 

2)  Mostrare  come  nei  sistemi  di  coordinate  di  Cartesio  e di 

Plficker  la  scelta  arbitraria  tanto  della  unità  come  del 
senso  positivo  degli  assi  equivale  alla  soppressione  del 
punto  e della  retta  unità. 

3)  Il  passaggio  dalle  coordinate  nel  piano  alle  coordinate  nelle 

stelle  richiede  sempre  la  considerazione  del  terzo  lato  del 
triangolo  fondamentale,  quand’  anche  questo  lato  sia  la 
retta  all’  infinito  del  piano. 

4)  Una  retta  che  passa  per  il  punto  fondamentale  At  ha  una 

equazione  della  forma 

dx-t-  Tìy  = 0. 


Gli  assi  delle  coordinate  sono  rappresentati  respettiva- 
mcnte  dalle  equazioni  x = 0 , y =-0. 

5)  Un  punto  all’  infinito  del  piano  ha  per  equazione  a-  +-  fa  = 0; 
i punti  all’  infinito  degli  assi  sono  rappresentati  respetti- 
%amente  da 

5 = 0 e k = 0. 

136.  Se  la  retta 

§1  "d“  ?1  ®*  “t-  §1  ==“  0 

contiene  il  punto  Q (y,,  yt,  y,)  ed  il  punto  R (z,,zit  zt),  devono 
essere  verificate  le  equazioni 

m y,  + ?2  Vt  -+-  Ss  y» = °>  Si  zi  +■  ss  zt  -+•  Sa  2i = o » 

e si  ottiene  l’equazione  della  congiungente  i punti  R e Q,  eli- 
minando fra  queste  tre  equazioni  le  quantità  Questa 

eliminazione  può  farsi  nel  seguente  modo:  ricavando  da  due 
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delle  tre  equazioni  i rapporti  di  due  delle  % alla  terza  e sosti- 
tuendoli nella  terza  equazione. 

Da  due  delle  equazioni  del  sistema 


Si  Vi  -+-S»!/.-+-5,2/,  = 0. 

S.  ».  -+-5.*.  + 5.*.=0» 

ricaviamo  i valori  di  questi  rapporti,  avremo,  se  prendiamo  le 
due  prime  equazioni  : 


y i 

x,>  y 3 

. j yi 

*3»  y> 

®i  i 2/i 

t x„  yt 

quindi  sostituendo  nella  terza  equazione  avremo 


*i 


*t»  y, 

x»>  Vi 


-hz. 


2/3 

» Vi 


*,»  Vx 

xiì  .Vi 


= 0, 


ossia  scrivendo  il  primo  membro  sotto  forma  di  determinante 


xit  xt,  x3 

y i»  y,>  y . 

2|»  2l>  "s 


= 0, 


lo  sviluppo  di  questo  determinante  si  eseguisce  secondo  lo 
schema 


x,  x , xs  xt  xt 

\ X X / 

Vi  2/j  2/j  2/i  y . 

/ X X \ 

z,  z,  z,  z,  z,, 

moltiplicando  fra  loro  tutti  gli  elementi  che  sono  sopra  una 
diagonale , prendendo  col  segno  -+-  i tre  termini  che  si  hanno 
venendo  dalla  prima  linea  verso  il  basso  andando  a destra,  e 
col  segno  — gli  altri  tre.  1 

Parimente  la  eliminazione  delle  x tra  le  equazioni 

■M1+  + -P»»5|  -+-«,11,-+-  ^,>13  = 0, 

^1  Ci  -f-a-.Cj-t-  #,?,■=  0 

1 Per  quei  pochi  Teoremi  sui  determinanti  che  sono  necessari  alla  intelligenza  di 
questo  Capitolo  si  può  vedere,  per  es.,  la  nota  seconda  del  prof.  E.  Betti  a!l'AI£rebra  del 
Bertrand,  oppure  l’ Algebra  del  prof.  A.  Pantanelli  o quella  del  prof.  R.  Baltzer 
tradotta  dal  prof.  L Cremona. 

Fiedler—  Gtomelria  descrittiva. 
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dà  l’equazione  del  punto  d’  intersezione  delle  rette  q (>1,  >i, *,) 
ed  r (£,  C3)  sotto  la  forma 


5,  ?,  5, 

*ll  *1,  >!, 

C,  C,  t, 


0. 


Queste  equazioni  possono  anche  servire  ad  esprimere  la 
condizione  necessaria  e sufficiente,  affinchè  tre  punti  siano  in 
linea  retta , oppure  affinchè  tre  rette  passino  per  un  punto. 


Osserva:.  I)  La  soluzione  delle  equazioni 


(1)  allxl-hanxi  = el,  a„ x,  -+-  a„ xt  — c, . . . . 


dà 


ci  » 
ct  y 

«u 

«SI 

ai|  9 
«V9 

ci 

c. 

°I1  » 

<*u 

9 “ 

«ii> 

ati> 

«Il 

i “tu 

“»« 

e queste  forraole  danno  le  coordinate  del  punto  d’ inter- 
sezione delle  due  rette  rappresentate  dalle  equazioni  (1). 
Così  le  coordinate  del  punto  d’intersezione  delle  due  rette 
rappresentate  dalle  equazioni 

5x,  — 2x„  — 10x3  = 0,  — x,  -4-  2r,  -t-4x,  = 0, 


sono 


?=(A,A,E,P,)= 


? = (AsAiE,P,)' 


-5,- 

i, 

-10 

4 

— o 

2 

-10, 

4 

-2, 

— 5 

0 

*9 

1 

-27 

_ 2 

-10, 

4 

5 

TP 


j^__2 
12  “ 3 ' 


II)  Parimente  le  coordinate  della  congiungente  i punti 

3?.-f.-*-6«s  = 0,  5,^5?, h-41^0, 


sono 

jj-OM,  E,Pf)  = -A 
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III)  Se  Ira  le  equazioni 

l x,  -t-  m y,  -t-  n zt  = 0 , lxt  -+•  m y,  -+-  n r,  = 0 , 

I ar,  m y3  -4-  « z,  = 0 

eliminiamo  le  quantità  l,  ni,  n,  otteniamo  il  determinante 


*i»  Vii 
xt  i Jtj  i 
2-j»  l/a»  s3 


=0, 


il  quale,  quando  vi  si  considerino  le  quantità  xt,  xt,  x3 
come  coordinate  correnti,  rappresenta  l’equazione  della 
retta  clie  passa  pei  punti  Q(y,,  y, , l/a)»  R (z,,  z,,  z3);  si 
vede  quindi  che  le  coordinate  di  un  punto  qualunque 
della  retta  Q R possono  esprimersi  in  funzione  delle  coor- 
dinate dei  punti  Q ed  R mediante  le  equazioni 


Xi  = 


m >/i  ■+•  n Zi 
l 


c poiché  delle  x non  occorre  avere  che  i rapporti,  si  pos- 
sono moltiplicare  tutte  le  x per  — ~e<*  avremo 


n 

xi=yi  -t-  r Zi  ove  r=— . 

Parimente  le  coordinate  di  una  retta  qualunque  che  passa 
per  l’intersezione  delle  rette  q (»,,  »it,  ns),  r (C,  C,?3), 
hanno  i valori 

IV)  Eliminando  l tra  due  delle  equazioni  della  Osservazione  pre- 
cedente, abbiamo 

*»  (*,  Vi  — Vt)  *+■  « (*.  -i  — z,)  = 0, 

quindi 
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cioè 

— = — (X,  • <?  n A,  P)  = — il  (P.  P Q lì) 

« Vi  ‘ Vi 

(Cfr.  Fig.  223,  a). 

V)  Dalle  equazioni 

Xft-4-fxnt-*-»?,=0,  X?3-(-;«:3-t-v?j=0 

si  otterrebbe  colla  eliminazione  delle  quantità  1,  p,  v 
1’  equazione  che  ci  rappresenta  il  punto  d’ intersezione 
delle  rette  («,,  »3)  (5,,  ?3),  quando  si  considerino 

come  variabili  le  ? ; le  prime  due  danno  colla  elimina- 
zione di  X 

1_ÌL.ÌL 

p ._g.c.-e,g,_.  Ci  f,  ' g, 

V fi**—  "i  ’ J _ fj.  ; 


».  1 - (A,>41E3PJ):(^^lB3Q3) 


_Cj_  _ (A,  R,  At  P3) 

(AjQjAjPj) 


H(..1|P3QjH,). 


*1 


Fig.  223. 


Esercizi.  1)  Determinare  ciò  che  divengono  in  coordinate  cartesiane  ed  in 
coordinate  plùckeriane  le  equazioni  trovate  nelle  Oss.  IV 
e V (Cfr.  Fig.  223,  b,  c). 

2)  Determinare  in  coordinate  cartesiane  ed  in  coordinate  plù- 
ckeriane le  equazioni  della  retta  ebe  congiunge  due  punti 
e della  intersezione  di  due  rette. 
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137.  Prima  di  passare  alle  forme  di  terza  e quarta  specie, 
cerchiamo  quale  sia  la  rappresentazione  geometrica  delle  equa- 
zioni omogenee  di  grado  n tra  le  due  variabili  xl,xì  o tra  le 
due  e la  rappresentazione  delle  equazioni  di  grado  n tra 
le  tre  variabili  xuxt,x„  oppure  fra  le  tre  Da  una 

equazione  omogenea  di  grado  n con  due  variabili  possiamo 
ricavare  n valori  pel  rapporto  xt:xt,  oppure  che  è da  ri- 
guardarsi come  la  incognita  della  equazione;  ad  ogni  valore 
del  rapporto  corrisponde  un  elemento  della  forma,  quindi:  una 
equazione  omogenea  tra  due  variabili  e di  grado  n rappresenta 
un  gruppo  di  n elementi  di  una  forma  di  prima  specie,  quando 
si  considerino  tanto  gli  elementi  reali  quanto  quelli  immagi- 
nari. Alle  proprietà  algebriche  della  equazione  corrispondono 
proprietà  geometriche  del  gruppo. 

Consideriamo  una  equazione  di  grado  n ed  omogenea  tra  le 
tre  variabili  xt,xt,x,  che  rappresentano  le  coordinate  dei 
punti  di  un  piano.  Dico  che  la  sua  rappresentazione  geometrica 
è una  curva  dell’ordine  n.  Infatti  per  uno  dei  punti  fonda- 
mentali,  per  es.  A,,  immaginiamo  condotta  una  retta  che  giri 
attorno  ad  A,  per  modo  che,  eseguendo  una  semirivoluzione 
completa,  venga  a ricuoprire  tutto  il  piano.  In  ognuna  delle 
sue  posizioni  il  rapporto  xt:xs  ha  per  tutti  i punti  della  retta 
un  valore  determinato  e costante  (§134,  Oss.  Ili);  sostituendo 
allora  nella  equazione  di  grado  n per  x,  il  valore  che  si 
cava  dalla  equazione  xt  : x3  =•  k,  essa  si  cangia  in  una  equazione 
omogenea  e di  grado  n in  xl  ed  xt,  la  quale  ci  darà  un  gruppo 
di  n valori  per  il  rapporto  x,:xt;  ognuno  di  questi  rapporti 
determina  con  x,  : x,  =»  k un  punto , le  cui  coordinate  soddi- 
sfano alla  equazione  data  di  grado  n ed  alla  equazione  del  raggio 
che  passa  per  At  ; ogni  raggio  che  passa  per  A,  contiene  quindi 
un  gruppo  di  n punti  che  appartengono  alla  figura  rappre- 
sentata dalla  equazione  data. 

La  forma  geometrica  che  corrisponde  alla  equazione  omo- 
genea di  grado  n fra  tre  variabili  x è quindi  una  serie  con- 
tinua di  punti  che  è incontrata  da  una  retta  qualunque  con- 
dotta per  A, , cioè  (stante  l’ arbitrarietà  del  punto  A,)  da  una 
retta  qualunque  del  piano  in  n punti , alcuni  dei  quali  possono 
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essere  immaginari,  questa  forma  geometrica  è quindi  una 
curva  piana  dell*  ordine  n (§  62). 

Parimente  1'  equazione  omogenea  generale  dell’  ordine  n 
tra  le  variabili  ? rappresenta  una  curva  piana,  cioè  una  curva 
considerata  come  un  inviluppo  di  rette.  Considerazioni  perfet- 
tamente analoghe  alle  precedenti  provano  che  per  un  punto  del 
piano  passano  n rette  della  figura , poiché  n sono  i valori  dei 
rapporti  delle  i,  che  soddisfano  contemporaneamente  l’equa- 
zione del  punto  e l’equazione  data,  quindi  la  curva  sarà  della 
classe  n (§  62). 

Una  equazione  di  grado  n tra  due  delle  tre  variabili  x o 
tra  due  delle  variabili  ij  rappresenta  un  gruppo  di  » punti  in 
linea  retta  o di  n rette  che  passano  per  un  punto. 

Affatto  analogamente  per  le  stelle.  Una  equazione  omoge- 
nea di  grado  » tra  le  xl,xl,x3,  considerate  come  le  coordinate 
di  una  retta  nella  stella  di  rette , rappresenta  un  cono  di  or- 
dine « , una  equazione  omogenea  di  grado  n tra  due  di  queste 
coordinate  rappresenta  l’insieme  di  n rette  della  stella  che 
trovansi  in  un  piano.  Una  equazione  omogenea  di  grado  n tra 
le  5, , , ?3 . considerate  come  le  coordinate  di  un  piano  nella 
stella  di  piani,  rappresenta  un  cono  della  classe  n,  una  equa- 
zione omogenea  di  grado  n tra  due  di  queste  coordinate  rap- 
presenta l’ insieme  di  n piani  che  passano  per  una  retta  (§  65). 

Da  ciò  si  deduce  che,  prese  insieme  due  equazioni  tra  le  ,r, 
o le  (supposto  che  le  coordinate  nelle  due  equazioni  siano  ri- 
ferite allo  stesso  sistema  fondamentale),  esse  rappresentano  un 
certo  numero  di  elementi  del  sistema  piano  o della  stella  che 
corrispondono  ai  valori  dei  rapporti  che  soddisfano  contempo- 
raneamente alle  due  equazioni.  Così  nei  sistemi  piani  se  le  coor- 
dinate sono  coordinate  di  punti,  le  due  equazioni  considerate 
insieme  rappresentano  i punti  comuni  alle  curve  rappresentate 
dalle  due  equazioni;  se  le  coordinate  sono  coordinate  di  rette, 
l’insieme  delle  due  equazioni  rappresenta  l'insieme  delle  tan- 
genti comuni  alle  due  curve.  Nelle  stelle  due  equazioni  simul- 
tanee rappresentano  o le  generatrici  comuni  od  i piani  tangenti 
comuni  a due  coni. 

Equazioni  di  secondo  grado  tra  x,,x,,x3>  oppure  tra 
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ij,,  rappresentano  quindi  curve  del  secondo  ordine  o della  se- 
conda classe  respettivamente  nei  sistemi  piani,  oppure  coni  del 
secondo  ordine  o della  seconda  classe  nelle  stelle.  Abbiamo 
già  veduto  geometricamente  che  le  curve  del  secondo  ordine 
sono  anche  della  seconda  classe , ciò  si  vede  facilmente  anche 
coll’  analisi  (Oss.  VII  di  questo  §),  quindi  si  dirà  che  queste  curve 
sono  del  secondo  grado.  Due  curve  del  secondo  grado  hann  o 
dunque  quattro  punti  comuni  e quattro  tangenti  comuni  che 
corrispondono  alle  quattro  soluzioni  comuni  (reali  od  immagi- 
narie) delle  equazioni  delle  due  curve. 

Osserva;.  I)  L’ equazione  generale  omogenea  di  secondo  grado  fra  tre  va- 
riabili è della  forma 

Hii*,is“t“®ii't'i*"t-**3i'r3l-t~28„x,x,-4-2ciiyr,x,-4-2ci|3X3X,=  0, 

e quindi  contiene  sei  coefficienti  0,4,  i cui  rapporti  de- 
terminano completamente  l’ equazione  ; talché  una  curva 
del  secondo  grado  è determinata  da  cinque  suoi  punti  o 
cinque  sue  tangenti,  un  cono  del  secondo  grado  è determi- 
nato da  cinque  generatrici  0 cinque  piani  tangenti  (§  25). 
II)  L’  equazione  della  curva  del  secondo  grado  che  passa  pe  i 
punti  u,  v,  io,  y,  z,  si  ottiene  dalla  eliminazione  delle 
quantità  a,*  fra  le  equazioni  che  esprimono  la  condizione 
di  passare  per  quei  punti: 


Oli 

X,*  -4- 

.... 

-4-  2a,,x,x 

= 0, 

“il 

«,*■+■ 

.... 

-4-2a„u,u 

,-4- 

= 0,  e« 

X,8, 

X,*, 

, 2x,  x, , 

2x,xS) 

2x,  x, 

«11» 

V» 

, 2u,  M,  , 

2u,  u, , 

2u,  H, 

V, 

••V 

. 2»,  t>, , 

2t»,  »,  » 

2»,  », 

w,*, 

w,', 

w,* 

, 2to,  t»,, 

2w,io,, 

210,1», 

»»*. 

. 2y,y,, 

2y,  ys , 

2y,  y, 

*1*. 

- 2 

~3  2 

2*1*,, 

2z,  Zj  , 

2*i  *, 

Permutando  in  questa  equazione  le  linee  e le  colonne  fra  loro , 
si  ha  la  condizione  di  coesistenza  delle  equazioni 

c,x,8  -+■  c,  u,’  -+■  c, w,8  -4-  c*»,*  -*-<*,*,*  = 0, 

c,  x,8  -+-  c,  u,8  H-  e,  »,8  -t-  c»  10, 8 -4-  e,  y,8  -+-  c6  z,8  = 0, 

C,  X,8  -I-  C,  «,*  -4-  C,  «,*  -4-  ck  io,’  -+-  c,  y:,8  -4-  c„  za*  = 0, 

2 (c,  x,  x,  -+-  c,  u,  !«,  -4-  Cj  »,  e,  -4-  c»  io,  io,  -4-  c5  y,  y,- 4-  ca  z,  z,)  = 0 , 
2 (c,  x,  x,  -4-  c,  ua  m,  -4-  c,  e,  u,  -4-  e,  io,  io,  -t-  c,  y,  y,  -4-  c,  z,  z,)  = 0 , 
2 (c,  x,  x,  -4-  c,  u,  W3  -4-  c3  vt  »,  -4-  c,  io,  io,  -+-  cs  y,  y , -4-  c„  z,  z,)  = 0 , 
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ove  si  considerino  come  incognito  le  c,  queste  equazioni 
esprimono  le  condizioni  necessarie  e sufficienti , affinché 
l’ equazione 

ci  (*ì?i  -+-  *,?t  ■+■  x£ù'  ■+■  «,?,  -t-  u&y  -i — 

....  4-  -+-  Zj?3)’  = 0 

sia  identicamente  verificata.  Quindi  : sei  punti  si  trovano 
sopra  una  curva  del  secondo  grado , se  la  somma  dei  pro- 
dotti dei  quadrati  delle  loro  equazioni  moltiplicati  per  sei 
costanti  arbitrarie  è identicamente  eguale  a zero.  E sei 
rette  toccano  una  curva  del  secondo  grado , se  la  som- 
ma dei  quadrati  delle  loro  equazioni  moltiplicati  per  delle 
costanti  è eguale  a zero. 

Ili)  Se  in  una  curva  di  secondo  grado  si  prendono  sei  punti,  tre 
di  questi  si  considerano  come  fondamentali  e si  chia- 
mano x,  y,  : gli  altri  tre , l’ equazione  generale  deve  es- 
sere verificata  quando  due  delle  variabili  si  suppongano 
eguali  a zero,  quindi  si  vede  che  debbono  essere  nulli  i 
coefficienti  dei  quadrati  delle  variabili;  cioè  l’equazione 
prende  la  forma 

A ,x,x,  -+-  A A ,*,0-,  = 0 , 

ossia 


La  condizione  di  contenere  i punti  x,  y,  z si  esprime  al- 
lora per  mezzo  delle  tre  equazioni  : 


le  quali  non  possono  coesistere  a meno  che  non  sia 


1 JL  ± 

X,  xs  x3 


Vi  Vi  Vj 

J JL  J_ 

21  rl  *3  I 


IV)  Questa  condizione  esprime  altresì  che  l’esagono  A^A^'A^ 
è un  esagono  di  Pascal,  vale  a dire,  esprimo  che  le  rette 
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AtX,  Y4,;  A,Z,  Ad,;  yl,Y,  ZA,  si  tagliano  in  tre 
punti  in  linea  retta;  infatti  le  equazioni  delle  due  prime 
rette , se  con  .Y, , X, , X,  s’ indicano  le  coordinate  cor- 
renti, sono  (§  136) 

Y,x,— A>,  = 0,  X,yt  — Y,y,  = 0. 

Quindi  le  coordinate  del  punto  d’intersezione  stanno  fra 
loro  come 

*«!/i  • ì 

analogamente  le  coordinate  dei  punti  di  intersezione  delle 
altre  due  coppie  di  lati  stanno  fra  loro  come 

i/i~s  ■ y»*i  • 

e come 

• zi*i  ‘ ri*s  1 

talché  la  condizione,  affinchè  questi  tre  punti  siano  in  li- 
nea retta,  è data  da 

*iV, . *,!/i , x3y, 

ViH,  S/s*i»  J/s's  =0, 

*1*1  3 *J*1»  *i*s 

ossia  dividendo  le  colonne  respettivamente  per  y„  z,,  x3, 
e poscia  le  linee  per  x,y, , y3z3 , z,x,  respettivamente,  si 
ha  il  determinante  della  Osservazione  precedente.  Se  alle 
coordinate  di  punti  si  sostituiscono  le  coordinate  di  rette, 
si  ha  il  Teorema  di  Brianchon  per  le  sei  tangenti  di  una 
conica;  e se  le  coordinate  si  prendono  per  coordinate  de- 
gli elementi  di  una  stella  di  rette  o di  piani,  si  hanno  i 
Teoremi  corrispondenti  pei  coni  (§27,  28  , 08). 

V)  La  tangente  in  un  punto  x di  una  curva  è la  retta  che  con- 
giunge quel  punto  col  punto  della  curva  infinitamente 
vicino  x -+-  dx,  ed  indicando  con  X le  coordinate  correnti 
l’equazione  della  tangente  nel  punto  x è quindi 

X,,  X,,  X„ 

X,  , *2  , ~ 0 , 

x , -+-  dx, , x.  -i-  dx, , x,  dx, 

ossia 

X,  X,  A, 

*1  *2  *>  =0, 
dx,  dx,  dx 3 

ossia 

X,(x,dx3—x3dx,)-i-X/x.Jdx,—x,dx3)-i-X^x,dx,-x,dx,)=0. 
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Se  f f®, , a:s,  ar3)=0,  o più  brevemente  f=  0,  è l’equazione 
della  curva  ed  ft , ft,  f}  sono  le  derivate  della  funzione 
che  è nel  primo  membro,  rispetto  ad  xt , a". , ats  respet- 
tivaracnte,  si  ha  pel  Teorema  di  Euler  sulle  funzioni 
omogenee 

ftxi  + -+■  fai  =nf=  0, 

-+-  ftdxt  ■+■  f3dx3  = 0 , 

donde  si  cava 


/i  : /;:/•,= 

= (x3dx j — j?j dxt)  : (xsdxt  — xtdx,)  : (x,dx a — x3dxt); 


T equazione  della  tangente  è quindi 

X,f , ■+■  X\ft  -t-  A'/ j — 0. 

VI)  L’equazione  della  tangente  alla  conica 

anaàI  -t-  • • • • -4-  2a11a;1a;,  =0 

nel  punto  x'  è quindi 

x^xi  -+- al,x3)-+-xt(aìlxl'-+- atlx3  -*-at3x3) -+- 

-4-*s( «nii1  ■+■  asi<  avtJ-3  ) = 0 ; 


se  si  considerano  in  questa  equazione , la  quale  ù simme- 
trica rispetto  allo  quantità  x i ed  Xi,  le  Xi'  come  coordinate 
di  un  punto  esterno  alla  conica,  questa  equazione  può  colla 
equazione  della  conica  servire  a determinare  le  coordi- 
nate dei  punti  di  contatto  delle  tangenti  alla  conica  che 
si  possono  condurre  dal  punto  xi.  Talché,  se  in  questa 
equazione  si  considerano  le  Xi  come  coordinate  correnti, 
questa  rappresenta  una  retta  che  passa  pei  punti  di  con- 
tatto delle  tangenti  alla  conica  che  passano  per  x',  quindi 
è l’ equazione  della  polare  del  punto  x'  rispetto  alla  co- 
nica (§  32). 

VII)  Se  la  retta 

?i*i  -+•  ■+■  ?S®J  = 0 

tocca  nel  punto  xi  la  conica  data,  dovremo  avere 

= anx;  -+*  ai3x3  -4-  olsrs' , 

).?,  = a^Xi  -4-  as,a:,'  -v-  aì3x3  , 

-4-  o j .X * -4-  , 
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ove  aT,  = a,r  ; eliminando  fra  queste  tre  equazioni  e la 
equazione 

(i  ) aux,’*  -+•  - - - • •+•  2a1,.r,'xs'  -i-  . . . . = 0 
della  conica  x,' , x,',  x,',  X,  avremo 


“li 

«11 

atl 

«.1 

«13 

?. 

«31 

« 31 

«33 

?S 

?1 

?1 

?3 

0 

= 0; 


questa  ò l’ equazione  cui  devono  soddisfare  le  coordinale 
? di  tutte  le  tangenti  alla  conica,  ed  è di  secondo  grado, 
donde  segue  la  proprietà  già  enunciata  relativamente  alla 
classe  di  queste  curve. 

Esercizi.  1 ) La  condizione 


“il 

«11 

«13 

“il 

«SI 

«13 

«31 

«31 

«33 

esprime  che  la  conica  si  risolve  in  due  rette. 

2)  Due  rette  ? , n sono  coniugate  rispetto  alla  conica  rappre- 
sentata dalla  (1)  (Oss.  VII),  vale  a dire  il  polo  dell’  una  si 
trova  sull'altra  se 


«11 

«11 

«13 

f. 

«11 

«13 

?, 

«31 

«31 

«33 

P 

*3 

*1 

«1 

«3 

0 

3)  Applicare  gli  sviluppi  contenuti  nella  Oss.  II  alle  cubiche 

piane  e dedurre  il  Teorema  corrispondente. 

4)  Una  curva  dell’  ordine  n è determinata  quando  ne  son  dati 

” (>l^~  ^ punti;  quindi,  affinchè  ~ (n-t-  1)  •(«-*-  2) 

punti  dati  si  trovino  sopra  una  curva  dell’  ordine  n,  biso- 
gna che  la  somma  delle  n "*"•  potenze  delle  loro  equa- 
zioni moltiplicate  per  delle  costanti  arbitrarie  sia  identica- 
mente nulla. 

138.  Se  son  dati  nello  spazio  cinque  punti  A , , A, , A, , , E 

tali  che  per  quattro  qualunque  di  essi  non  si  possa  far  passare 
un  piano,  oppure  se  sono  dati  cinque  piani  A, , A^ , A, , A, , E 
quattro  qualunque  dei  quali  non  s’ incontrano  in  un  punto,  si 
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può  determinare  la  posizione  di  un  punto  qualunque  o di  un 
piano , riferendolo  a quei  punti  od  a quei  piani  fondamentali 


nel  modo  seguente  (Fig.  224): 

Ogni  punto  P determina 
colle  rette  che  congiungono 
due  a due  tre  dei  quattro  punti 
A„  e che  formano  quindi  un 
triangolo,  tre  piani,  i qua- 
li possono  essere  determinati 
mercè  i tre  rapporti  anarmo- 
nici  eh’ essi  formano  col  piano 
che  contiene  i tre  punti  e co- 
gli altri  due  piani  che  passano 
per  lo  stesso  lato  del  triangolo 
e di  cui  uno  passa  per  il  pun- 
to E,  l’altro  pel  quarto  pun- 
to A.  Questi  tre  rapporti  anar- 
monici  determinano  i tre  piani 
e quindi  il  punto  P.  Per  esem- 
pio, se  si  prendono  i tre  punti 
A,,  At,  A,,  avremo  i tre  rap- 
porti anarmonici 

(4,  At  A,  A.EP), 

(At  A,  ■ A,  AtEP), 

(i4,  At  ■ A,  At  E P), 

i quali  determinano  il  punto  P. 

Se  s’ indicano  con  e, , e, , 
e3 , eK  le  distanze  del  punto  E 
dai  piani  AtAtAi  , AlAiAi, 
AlAiAk,  A,  A,  A,  respettiva- 
mente;  e con  pt,  pt,  pzt  p , le 
analoghe  distanze  del  punto  P, 
o più  generalmente  con  c, , p< 
le  lunghezze  misurate  da  E e 
da  P respettivamente,  e nella 


Ogni  piano  n determina 
sulle  intersezioni  di  tre  dei 
piani  A,,  i quali  formano  un 
angolo  trispigolo,  tre  punti,  i 
quali  possono  essere  determi- 
nati mercè  i tre  rapporti  anar- 
monici eh'  essi  formano  col 
punto  d’intersezione  dei  tre 
piani  A e gli  altri  due  punti 
dello  stesso  spigolo  che  sono 
determinati  dal  quarto  piano 
A e dal  piano  E.  Questi  tre 
rapporti  anarmonici  determi- 
nano i tre  punti  e quindi  il 
piano  n.  Per  es.,  se  si  pren- 
dono i tre  piani  A,,  A,,  A,, 
avrenio  i tre  rapporti  anar- 
monici 


(A,  A,  A,  A,  E II), 

(A, A3  • A,  A,  ED), 

(A3  A, -A.  A^n), 

i quali  determinano  il  piano  n. 

Se  s’indicano  con  e,,  ej( 
Et  le  distanze  del  piano  E dai 
punti  A2AsAt,  A,  A,  A,  , 
A,  A,  A, , A,  A,  A,  respettiva- 
mente, e con  rr1(  ir,,  7Tj,  »r4  le 
analoghe  distanze  del  piano  n , 
o più  generalmente  con  e,,  ir- 
le lunghezze  misurate  dai  ver- 
tici del  tetraedro  fondamentale, 
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medesima  direzione  fino  al  pia- 
no Aj  Ak  At , si  ha 

M,  AtA,AkEP)=^\ 

(AtAtAkAtEP)=&±^, 
Pi  • Ci 

(AtAt.AtAkEP)=& 4-i*. 

r»  • ck 

e se  poniamo 

A : 

x,,  ar,,  ar,,  a?4  indicano  quat- 
tro numeri,  i cui  rapporti 
determinano  la  posizione  del 
punto  P rispetto  ai  cinque  punti 
fondamentali,  per  modo  che  co- 
nosciuti questi  rapporti  si  può 
determinare  il  punto.  Questi 
quattro  numeri  sono  quindi 
le  coordinale  letrametriche  del 
punto  P;  le  quattro  unità,  colle 
quali  quelle  coordinate  sono 
misurate,  sono  le  lunghezze 
determinate  dalla  posizione  del 
punto  E rispetto  alle  faccie 
del  tetraedro  fondamentale.  Di- 
remo quindi  il  punto  E il  pun- 
to unità  del  sistema,  e ciò  an- 
che perchè  le  sue  coordinate 
sono  eguali  ad  uno. 

Se  il  punto  P trovasi  in  una 
delle  faccie  del  tetraedro  fon- 
damentale, quindi  in  ^,^4,^4,, 
A\  Ak  Ak , A,  .1,  ^4j , .1,  .4,  re- 
spettivamente , una  delle  x si 


e nella  medesima  direzione  fino 
ai  piani  E e II  respettivamente, 
si  ha 

(A, A,  A, A, EH)  =-*44*. 

. lk 

(A,  A,  ■ A4  A,  E 11)  = ?^, 

»!  - £l 

(a3  a,  • as  At  e n)=^?4~i, 

*4  . *4 

e se  poniamo 

Iti  • 'i  53  t 

?s,  ?»  indicano  quat- 
tro numeri,  i cui  rapporti  de- 
terminano la  posizione  del 
piano  n rispetto  ai  cinque  piani 
fondamentali,  per  modo  che  co- 
nosciuti questi  rapporti  si  può 
determinare  il  piano.  Questi 
quattro  numeri  sono  quindi 
le  coordinate  letrametriche  del 
piano  n ; le  quattro  unità,  colle 
quali  quelle  coordinate  sono 
misurate,  sono  le  lunghezze 
determinate  dalla  posizione  del 
piano  E rispetto  ai  vertici  del 
tetraedro  fondamentale.  Di- 
remo il  piano  E il  piano  unità 
del  sistema , anche  perchè  le 
coordinate  del  piano  E sono 
tutte  eguali  ad  uno. 

Se  un  piano  n passa  per 
un  vertice  del  tetraedro  fonda- 
mentale,  cioè  per  A,  A,  As, 
A,  A,  A,,  Aj  At  A, , A*  A,  A, 
respettivamente,  una  delle  % si 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECONDA. 


526 

annulla,  e se  si  prendono  le  tre  annulla,  e se  si  prendono  le  tre 
rimanenti  valutando  le  p ed  e rimanenti  £ per  modo  che  le  * 
corrispondenti  in  direzioni  tali  e le  t corrispondenti  siano  si- 
che  siano  nella  faccia  del  te-  tuate  nella  faccia  del  tetraedro 
traedro  fondamentale  in  cui  opposta  al  vertice  pel  quale 
trovasi  il  punto  P,  si  ritorna  alle  passa  il  piano  n , ritorneremo 
coordinate  tri  metriche  consi-  alle  coordinate  trilineari  nel 
derate  nel  § 133.  piano  considerate  nel  § 133. 

Se  il  punto  P si  trova  in  Se  il  piano  n passa  per 
uno  spigolo  del  tetradro,  due  uno  spigolo  del  tetraedro,  due 
delle  x si  annullano;  per  es.,  se  delle  £ si  annullano;  per  es.,  se 
trovasi  in  At  At,  si  annullano  passa  per  A,  As,  si  annullano 
xs,  xt,  ed  il  punto  viene  deter-  £, , £,,  ed  il  piano  viene  deter- 
minato dalle  coordinate  a;,,  x,  minato  dalle  coordinate  £,,  £, 
come  nel  § 132  per  le  punteg-  come  un  piano  di  un  fascio 
giate.  (§  132). 

Se  P viene  in  un  vertice  Se  n viene  a coincidere 
del  tetraedro  fondamentale,  con  una  faccia  del  tetraedro 
allora  tre  delle  a:  si  annullano;  fondamentale,  tre  delle  coor- 
per  es.,  se  viene  in  Alt  si  an-  dinate  si  annullano;  peres.,  se 
nullano  x^x^x^  ed  allora.»,  coincide  con  A,,  si  ha  £,  = £, 
è il  rapporto  delle  distanze  di  = £4  = 0 e £,  può  considerarsi 
A,  e di  E dalla  faccia  A,  A,  ,44.  allora  come  il  rapporto  dell’al- 
tezza del  tetraedro  alla  distan- 
za omologa  da  E. 

A 

Esercizi.  1)  Come  si  estendono  allo  spazio  i Teoremi  contenuti  nelle  Os- 
servazioni I,  II,  III  del  § 133? 

2)  Le  espressioni  trovate  nell’  Oss.  Ili  del  § 136  per  le  coordi- 
nate dei  punti  di  una  congiungente  o delle  rette  di  un  fa- 
scio, di  cui  è dato  il  punto  base  come  intersezione  di  due 
rette,  possono  estendersi  allo  spazio;  dimostrarlo. 

139.  Facciamo  coincidere  adesso  il  tetraedro  che  ha  per 
vertici  i punti  Ai  con  quello  che  ha  per  faccie  i piani  A,  per 
modo  che  al  vertice  A,  sia  opposta  la  faccia  A;.  Per  avere  la 
posizione  del  piano  E proiettiamo  dai  vertici  A il  punto  E sulle 
faccie  opposte,  ognuna  di  queste  proiezioni  determina,  col  me- 
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todo  tenuto  nel  piano  (§  133),  tre  punti  sui  tre  lati  del  te- 
traedro che  trovansi  nella  faccia  sulla  quale  è la  proiezione 
di  E,  avremo  quindi  in  tutto  dodici  punti  sopra  gli  spigoli; 
dico  che  i loro  dodici  coniugati  armonici  sono  in  un  piano, 
che  prenderemo  pel  piano  E.  Infatti , se  chiamiamo  E, , E, , 
£,,  Ek  le  quattro  proiezioni  di  E e,  per  es.,  £„,  £„,  Eu  re- 
spetti vamente  le  proiezioni  di  E,  sui  lati  del  triangolo  AtAaA„ 
è facile  vedere  che  Er,  ed  E„  coincidono,  poiché  non  sono  altro 
che  la  intersezione  del  piano  E Ar  A,  collo  spigolo  opposto  ad 
Ar  A,,  quindi  anziché  dodici  punti  E,,  non  ne  abbiamo  che  sei; 
i coniugati  armonici  di  questi  punti  rispetto  ai  vertici  del  te- 
traedro sono  tre  a tre  in  linea  retta  (§  134);  quindi  avremo  le 
quattro  rette  E^E^E,^  E,,E;JEn;  El3E43Eai;  El4EJkE3i,  le 
quali  incontrandosi  tutte  due  a due  e non  passando  tutte  per 
un  medesimo  punto  sono  in  un  piano , questo  piano  sarà  il 
piano  E.  Siano  (Fig.  224)  Plt  Pa,  Pa,  Pa;  £,,  E,,  £s,  £k;  P„, 
P e,  Pu,  Pnì  Pu,  P,k;  £„ — le  proiezioni  dei  punti  P ed 

E sulle  faccie  A,,  A, e sugli  spigoli  A,  Aa,  ^4,  ^43  — 

respettivamente  fatte  dai  vertici  e dagli  spigoli  opposti  a 
quelle  faccie  ed  a quegli  spigoli. 1 Finalmente  siano  nM,  ITJk...; 
E,k,  Eu ....  le  intersezioni  dei  piani  n,  E cogli  spigoli  -4s.d4, 
AaAa , ec. 

Per  definizione  abbiamo  per  le  coordinate  del  punto  P 
(A,  A,  ■ A,  At  E P)  = (A,  A , £u  Pu);  f?  = (At  A,  Eu  Pu) 

% = (AtAiEuPJi 
parimente  per  le  coordinate  del  piano  II 
T— (A,  A,  A,  Ak  E II)  = (At  A,  Eu  Du)  ; f -=(Ak  At  ESk  n„) 

|-=(4  A,EUBU). 


* Si  osservi  che  Er»  non  ha  più  lo  stesso  significato  che  aveva  nel  princìpio  del  §. 
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La  posizione  relativa  di  £ e di  E dà 
— 1 = (.4,  4t  Eu  £ J = (4, 4t  EJk  £ J =■  (4, 44  EM  £J; 

Fig.  224. 


moltiplicando  queste  equazioni  colle  precedenti  abbiamo 
- 1-=  (4, 4,  Elk  nu) , - |i=  (4, 4j  Eu  nj , 

Si  Si 

(4*4,^  DJ 
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e moltiplicando  queste  colle  corrispondenti  del  primo  gruppo 
si  ha 


Si®. 


{A.A^PJ,  - - (.1,  ,1.  n14  Pu), 

-||*~(d,d4u,4p,4). 


Se  il  punto  P trovasi  nel  piano  n,  la  somma  di  questi  tre 
rapporti  anarmonici  è eguale  ad  uno:  infatti  sia  n*  l’interse- 
zione delle  traccie  sulla  faccia  d,  ds  d4  dei  piani  Il  e d,  d4  P 
è chiaro  che  i punti  d4,  P„  D*  e P„  sono  in  linea  retta,  come 
pure  Ai,P,Pl-,  il  punto  P è sulla  retta  IIUPII*,  dunque  se 
noi  consideriamo  il  piano  d,  d4  P ed  in  esso  prendiamo  per 
triangolo  fondamentale  il  triangolo  d,  d4  Pi3  (Pu  è sul  prolun- 
gamento di  dsP,  n*),  avremo  (§  134) 

(1)  (d,dinup14)+(dtpMp,n*)=i; 


se  con  Hn*,  njk*  s’indicano  le  proiezioni  di  n*  sulle  rette 
d,d4,  d3d4,  avremo 

(d4  P„  Pt  n*)  = (d4  d,  Pn  nM*)  = (dt  d,  pu  nu*), 

ma  avendosi  il  punto  n*  sulla  retta  nMnw,  avremo  (§  134) 

(A,  d4  nu  U,*)  4-  (dt  ds  nH*  nM) = i ; 

moltiplicando  questa  equazione  per  i precedenti  rapporti  anar- 
monici tutti  eguali  fra  loro,  si  avrà 

(d,  d4  uu  pu)  + (d4  d,  pu  nS4)  - (d4  />„  Pt  n*) 

e sostituendo  nella  (1),  avremo 

(d,  d4  n,4  P14)  + (d,  d4  UJ4  P,4)  4-  (d,  d4  DJ4  P,4)  = 1 ; 

dunque  se  un  punto  P trovasi  sopra  un  piano  n,  fra  le  coordi- 
nate del  punto  e quelle  del  piano  ha  luogo  la  relazione 

.r j 4-  ijj  .T,  4-  4 .Cj  4~  ?4  'i"4  ’=  0. 

Kibdler.  — Geometria  descrittiva.  3V 
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Le  coordinate  di  un  punto  del  piano  E soddisfano  dunque 
la  condizione 

x,  x,  ■+•  x,  -+■  x»  = 0 ; 

quelle  di  un  piano  che  passa  pel  punto  E soddisfano  l’equa- 
zione 

*.  ■+■  S.-H.  + 5*  = 0. 


Osserva z.  I)  Se  le  ?<  sono  costanti  e si  chiamano  a.-,  le  coordinato  Xi  di 
tutti  i punti  del  piano  soddisfano  1'  equazione 

a,  x , ■+•  a,  xt  -v-  a,  xa  -+-  at  xk  = 0 , 

che  chiameremo  l’ equazione  del  piano  (a,,  a,,  a3,  a,), 
e le  coordinate  proiettive  di  questo  piano  sono  i coeffi- 
cienti della  sua  equazione. 

II)  Se  le  Xi  sono  costanti  c si  chiamano  a,-,  le  coordinate  di 
tutti  i piani  che  passano  per  quel  punto  soddisfano  alla 
relazione 

®1  ?1  H-  «,  ?,  -4-  «,  ?,  -t-  «*  ?»  = 0 , 

che  chiameremo  l’ equazione  del  punto  (*, , a, , a, , a4) 
in  coordinate  di  piani,  i coefficienti  della  equazione  sono 
le  coordinate  proiettive  del  punto. 

Ili)  L’  equazione  di  un  piano  che  passa  per  A , è 

xt  -t-?»x4  = 0, 

quella  di  un  piano  che  passa  per  A,  A,  è 

?3  XS  ■+■  ?»  xt  ~ 

talché  l’ equazione  del  piano  AtAtE  é 
xt  — x»  = 0,  ec. 

140.  Se  supponiamo  che  il  piano  .A, zi, zi»  vada  all’infinito, 
i punti  Pt,Ps,  P»  ed  EìtE,,  A’»  sono  le  proiezioni  di  P ed  E sopra 
i tre  piani  che  passano  per  zi,  prese  parallelamente  agli  spigoli 
A,Ait  z4,  A3,  A,  A»  (Fig.  226)  (Cfr.  § 46).  E poiché 

(A,  a oElt  F„)  = -l, 

si  ha 

A,EIt=  AtEnt  A1E,3='  A,£It,  A,EU=  .4,AU. 
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Si  ottiene  quindi 


: ei  — 1 

®» Iji 

' Xj, 

X3  -^1  P\i 

X,  A,  Et,  x> 

’ = 

= xt, 

?»  1 ?, 

1 

?» 

1 

1.  W?,~ 

aX 

?,= 

‘^JV 

AtE„ 

ossia,  se  si  prende  AiEil=>  AlElt  = Al  Eu  e si  assume  questa 
lunghezza  per  unità,  si  ottengono  da  un  lato  le  coordinate  car- 
tesiane ordinarie,  dall’altro  le  coordinate  pliickeriane  di  piani. 
Ponendo  allora 

= /l, /^tl  ==  ac,  xs  *=■  At  = y , x4  = A , /\4  **■  z , 


Fig.  225. 


l’ equazione  del  piano  assume  la  forma 
a,  -t-a,  x-h  a,  y -+-  atz  «=0,  ossia  Ax-h  By-hCz  + D^  0, 
e ponendo 

1 1 1 

A,  n„-5’  a,  n,,-1'»  At  n)4“c* 
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l’ equazione  del  punto  assume  la  forma 

1 -F  otj  f -F  «3  >5  -f  K 0 , ossia  x ? -+-  y -F  z £ -F-  1 ==  0. 

Nella  equazione  del  punto  i coefficienti  sono  le  coordinate 
del  punto  stesso  e nella  equazione  del  piano  sono  i rapporti  dei 
coefficienti  A:D;  B:D;  C:D  che  rappresentano,  in  valore  asso- 
luto, le  coordinate  pliickeriane  del  piano. 

Si  vede  quindi  che  il  passaggio  dalle  coordinate  proiettive 
generali  ai  sistemi  ordinari  di  Cartesio  e di  Pliicker  corri- 
sponde ad  una  rappresentazione  in  rilievo,  per  la  quale  una 
delle  traccie  del  tetraedro  fondamentale  vien  presa  per  piano 
limite  (Cfr.  § 87).  Si  può  quindi  anche  inversamente  dai  sistemi 
elementari  passare  ai  sistemi  generali,  se  si  ritiene  che  la  scelta 
della  unità  e della  direzione  positiva  degli  assi  rappresenti 
nelle  coordinate  cartesiane  o pliickeriane  il  dato  del  punto  unità 

0 del  piano  unità. 

Osservai.  I)  Un  piano  che  passi  per  l’ origine  delle  coordinate  è rap- 
presentato da  una  equazione  della  forma 

Ax- 1-  By  -t-  Ci  = 0. 

II)  Un  punto  del  piano  all’ infinito  ha  per  equazione 
x?  -+-  yn  -t-  s?=0. 

141.  Se  il  piano  (il  punto) 

(1)  xt  -+-  ijj  xt  -+-  a?,  -+-  C,  = 0 

passa  per  tre  punti  fissi  y , z,  w (trovasi  in  tre  piani  fissi  »i,  C»  u), 

1 coefficienti  della  equazione  debbono  soddisfare  respettiva- 
mente  alle  condizioni 

Si  2/i-*-S«  y%  + y.-t-  Sk  2/»  = 0, 

a ) Si  ■+■  S«  2»  •+■  Sa  + Si  = 0 » 

Si  ~F  tz'j  — F «js  tt'j  -F  i;,  = 0 1 

>j,  x,  -+-  >1,  x,  -F  tij  x,  -+-  >i4  x4  = 0, 
a*)  H- i;,  ®,-F  *»  = 0, 

U1,  x,  -F  U,  Xj  -F  io,  Xa  -F  <*\  X4  — 0. 

Dalle  a)  si  ottengono  le  coordinate  del  piano  e sostituen- 
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dole  in  luogo  dei  coefficienti  nella  equazione  generale,  si  avrà 
l’equazione  del  piano  che  passa  per  quei  tre  punti  ; parimente 
dalle  a*)  si  ottengono  le  coordinate  del  punto  e sostituendole 
in  luogo  dei  coefficienti  nella  equazione  generale,  si  avrà  l’equa- 
zione del  punto  di  intersezione  di  quei  tre  piani.  Ma  non  po- 
tendo essere  nulle  contemporaneamente  nè  tutte  le  nè  tutte 
le  x,  la  risultante  del  sistema  di  equazioni  lineari  formato  dalle 
a)  e dalla  equazione  (1)  sarà 

I Xi  , Xt  i , Xk  I 


b) 


Vi  > Vt  • Vs  > Vs 

%l  > *1 I I 


I U', , wk  I 

e la  risultante  del  sistema  formato  dalla  (1)  e dalle  a*)  sarà 


?.. 

?.. 

?>. 

5. 

>1.» 

»«> 

*1» 

?.. 

c*  > 

?.. 

?» 

“«» 

Se  nella  b)  si  considerano  le  xt  non  come  coordinate  cor- 
renti, ma  coinè  le  coordinate  di  un  punto  dato  x,  essa  ci  esprime 
la  condizione  necessaria  e sufficiente  affinchè  quattro  punti  dati 
siano  in  un  piano;  parimente  se  nella  b*)  anziché  considerare 
le  come  coordinate  correnti  si  considerano  come  le  coordi- 
nate di  un  piano  dato,  quella  equazione  ci  rappresenta  la  con- 
dizione necessaria  e sufficiente  affinchè  quattro  dati  piani  pas- 
sino per  un  punto. 

Osserva z.  I)  La  equazione  b)  si  ottiene  anche  se  si  eliminano  le  quantità 
l,  m,  n,  p dalle  equazioni 


lxt-ì-m  ijt-i-n  Zi-hptt—0  (i  = i,2,3,4); 
se  dunque  la  b)  c soddisfatta,  hanno  luogo  contempo- 
raneamente tutte  queste  quattro  equazioni  e si  ha 


x,  = — 


m y,- 


nu- 

l 


ptt 


ossia  le  coordinate  di  un  punto  qualsiasi  di  un  piano  si 
possono  sempre  esprimere  linearmente  in  funzione  delle 
coordinate  omonime  di  tre  altri  punti  qualunque  dello 
stesso  piano. 

Parimente  se  ha  luogo  la  6*)  coesistono  le  equazioni 
A f i -f-  fi  ».  -4-  v 5.  -4-  rr  w.  = 0 , 
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donde  si  vede  che  le  coordinate  di  un  piano  possono 
esprimersi  linearmente  in  funzione  delle  coordinate  omo- 
nime di  tre  piani  che  si  tagliano  in  un  punto  del  piano 
dato. 

II)  Il  piano  che  passa  per  i punti  dati  y,  t e pel  punto  Alt 
quando  si  considerino  le  x come  coordinate  correnti , è 
rappresentato  dalla  equazione 


ossia 


•T’i  j x8)  .x* 
Vi,  */».  J/m  ?/» 

f 1 > Sit  Zì  7 *» 

hlt  0 , 0 , 0 


=0, 


xt  (y»  2» — "a  y*)  -4-  (- , Ih — z» 1J,)  -t-  x»  (y,  r8  — s,  y8) = 0 ; 

analogamente  il  piano  che  passa  per  y,  z,  A s ha  per 
equazione 

*>(yj=»~y»r»)-+-ff8(y»e,— «4yi)+*»(yi?,— z,y^=o,ec. 
Ili)  Il  punto  di  intersezione  dei  piani  n , ? ed  A,  è rappresentato 
dalla  equazione 

(”»  — ?»  ’U)  ■+■  ?»  (?i  »» — ?»  r,)  -t-  ?»  (?,  n,  — ?,  >■,)  = 0, 

ove  le  | sono  le  coordinate  correnti. 

IV)  Il  piano  y,  Alt  A,  ha  per  equazione 

®»  y»  — x4  !/»  — 0. 

V)  Le  coordinate  del  punto  d’ intersezione  dei  tre  piani 

Ox,  +2i,  — 3xs-t-  10xk  = 0, 
x,-t-5x,—  x3  — 9x4  = 0, 

— 5xt—  x,  — x,-t-  x,  = 0, 


son  date  dalle  equazioni  : 


-6, 

-3, 

101 

-1, 

-1, 

— 8 

«•»_ 

5, 

-1, 

1 

X, 

2, 

-3, 

10  | 

5, 

-1, 

— 9 

-1, 

-1, 

1 

2, 

-6, 

10 

-1, 

— 9 

-1, 

5, 

1 

X, 

9 

3, 

10 

5, 

— 9 

-1, 

-1, 

1 

252 

02  **  ^ -P)» 


304 

— = (AtA„  ASA,EP), 


Dìgitized  by  Google 


DEI.LG  LINEE  E DELLE  SUPERFICIE. 


535 


*1 


•i'i 


2,-3, -0 
-1,-1,  5 

90 

2,-3,  10 

—"92 

5,  — 1 , — 9 

-1,-1,  1 

~(A,At  A.A.EP). 


Si  può  quindi  costruire  il  punto , dati  clie_ siano  il  tetrae- 
dro fondamentale  ed  il  punto  unità. 


142.  Una  retta  nello  spazio  è la  congiungente  di  due  punti 
y,z  o l’intersezione  di  due  piani  n,  S;  se  la  retta  yz  coincide 
colla  >i  S,  si  hanno  contemporaneamente  le  quattro  equazioni: 

»i  2/i  + >1.  2/s  ■+■  >1, 2/s  -+-  >1»  2/s  = 0, 

a)  »,  2, + -(->),  z3 -+->),  Zk  = 0, 

Si  2/1+  CsZ/s  + Cs  2/s  •+■  Ss  !/*“0» 

Ci  *i  4-  Ct  5|  H-  Ss  2j  + Si  *i  =*  0. 

Dalle  prime  due  eliminiamo  successivamente  *),,>)»,  n,,  »)», 
avremo  il  sistema: 

(2/i*s  ~ *i !/*)«)» — (2/s*i — ?/i*sK  4-  fyt*»  - 2/s*.)  ”*=0 , 
- (2/i*«  -2/.*iK  4-(j/12, — 2/,*,)>ij  4-  (j/tz4  - i/kzt)  >)»= 0 , 

(2/3*1  — 2/l*»K  — (!/.* 3 ~ 2/»*»)>li  +(2/3*i  “ 2/l*3K“  0 . 

(2/1*»  2/1*1)^!  (2/t*»  (2/3*1  2/1*3) ^3  =0; 

mutando  le  vi  in  S si  ha  il  risultato  della  successiva  elimina- 
zione di  Si.  S».  Cs.  C»  dalle  due  ultime  equazioni  a),  ponendo 
quindi  per  brevità 

Pik  — !/(*»  2/»  *•» 

avremo 

V ls'tj  7^31,13+7bl>H==®*  TbsCs  1C3  ~^~P  | iSi  = 3 , 

Pll^l  +7^13>)3+7:,ll>*l'=’0>  ThsCt  +7J13l.3+7,llCl  = 0. 

T’sl’ll  Prflì  +7,3l‘tl  = 0>  T^llCl  TblCs  +7^3iCi'=D» 

Pn^i  Pu\  7^:u^3  =*0;  — ThiCi” PsiCs  T^siCs  =0. 

La  eliminazione  successiva  delle  yit  y,,  y,,  yt  dalla  prima 
e dalla  terza  delle  a)  dà  il  sistema: 

(»i«C, — 2/3  — (»s  C,  — »,  C»)  2/3  + Oh  C* — >1*  C.)  2/1  = 0, 

O11S3  ***  Ci)  2/1  4-  (>ij  S3  ^3  c,)  2/3  + (^1  Ci  *ii  Ci)  2/1  — 0 > 

(*1,?,  '-lOj/l  Oh  C3  *I5  Cs)  2/s  + ("3  Cl  »*  C3)  2/l  *=-  0» 

(l.Cl ’llCJj/l  Oh  Cl  »!  Cs)  2/3  OhCl  »»  C3)  2/»  1=1  0. 
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se  si  eliminassero  successivamente  tutte  le  z si  avrebbe  un  ri- 
sultato analogo,  e ponendo 

= >!.?*  — >1»  Ci  » 

si  ba 

*1*1/*  ~ fnl/i  + *1^=0»  n»zt  ~ + nnzi  = °> 

~ltlìVl  “Ì_Tri3Ì/3'Ì~7r«vI/*==^*  c*\  WliZi  '+",rj3S:3+,r»42»'=^l 

^Sll/l *„2/t  ~+~  Tr  S i 4 ===0 , ^StZl  ,ri325  ~,rSk"»=:®> 

*lSJt  nuVt  T3»2/3  “0;  ^l»2!  ’Tj*2»  "34  "3  ==®- 


Eliminando  tra  la  prima  equazione  del  sistema  b ) e la 
prima  del  sistema  b*)  p„,  si  ha 

Psi  ’fjs  ■+"  nuP ik  “ 0>  ossia  plt  ,plk  “ irH . nnt 

ed  in  tal  modo  per  mezzo  di  successive  eliminazioni  si  trova  la 
proporzione  continua 

*0  Pi*  ‘Pi»  -Pii  • Pi i -Pn  -Pii  ~ ^>4  • • "ik  • nn  • n • *ir 

Questa  proporzionalità  fra  le  p»  e le  n,,m  non  viene  alte- 
rata se  in  luogo  dei  punti  y,  z si  prendono  due  altri  punti 
della  retta,  o se  invece  dei  piani  >j,  C si  prendono  due  altri  piani 
del  fascio  che  ha  per  asse  la  retta  >) C;  infatti,  secondo  il  § 136 
(Oss.  Ili),  le  coordinate  dei  nuovi  due  punti  o dei  due  nuovi 
piani  sono  funzioni  lineari  delle  coordinate  omonime  dei  punti 
y,  z o dei  piani  »i,  talché  dovremo  ad  yt,  zt  sostituire  respet- 
tivamente  mi  y,  -t-  nl  zt,  m,  yl-hniz,,  e quindi 

p,V=(m,y, i+n.z,)  (ot,  yk^-ntzk)  — {mlyi+ni  zk)  (w,  y,  4-  »,  z.) 
==■  (m,  n,  — m,  »,)  (y,  z„  — y„  z.)  = (m,  n,  — m,  n ,)  p» , 

parimente  sarà 

**  = (p,  v,  — pt  v,)  (*£»  — CO  =(Pivi  — Pi  '■>,)  ; 

quindi  i rapporti  delle  p»  fra  di  loro  e quelli  delle  ir»  fra  loro 
non  vengono  alterati. 

Finalmente  quattro  sole  delle  quantità  p»  e delle  ir»  re* 
spettivamente  possono  essere  prese  ad  arbitrio,  perchè  tanto  fra 
le  sei  p quanto  fra  le  sei  ir  esiste  una  relazione , ed  inoltre  una 
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di  queste  quantità  può  esser  presa  eguale  ad  uno.  Queste  rela- 
zioni si  ottengono  eliminando  le  >i  dalle  b)  eie  y dalle  c),  e sono: 


0 > Pii  > Pji>  Pu 

0 > ^i»  > *31  » ,rH 

Pu>  0 , PjjiPu 

= 0, 

*i*  i 0 * 

Psu  Pu>  0 >P« 

*31  > *331  0 , 1CSk 

— Pu»—  Pu.—  P».0 

*U>  *2*  1 *s»>° 

Lo  sviluppo  del  primo  determinante  dà 


2p,.  PuP.sPs*  + 2 pupit  pu  h-  plt*  />u!  + p„*  p,4* 
+ ^PiiPtzPilPu  + P»  P,'  = 0 , 

cioè 

(P,tPu  -*-PuPu  +P.tP*»),==0> 

ossia 

■/")  Pu/*  » Pit  'i'ftì  ftt  “ 0 j 


parimente  per  le  * abbiamo 


/•) 


*,t  ■+•  ***  vn  ■+■  7rs1  = 0. 


Il  significato  geometrico  delle  quantità  pl4  e it,k  si  può  ot- 
tenere nel  seguente  modo  : dalla  Oss.  II  del  § 141  si  vede  che 
le  quantità  pik  sono  i coefficienti  delle  equazioni  dei  piani  che 
passano  per  la  retta  yz  e pei  punti  fondamentali  A, , At,  A,,  Ait 
cosi  per  es.  pJ4,p14,p„  sono  i coefficienti  della  equazione  del 
piano  che  passa  per  A,  e per  la  retta  data  ; possiamo  quindi  dire 
che  ìep*  sono  le  coordinate  dei  piani  che  dai  punti  fondamen- 
tali proiettano  la  retta  y z.  Le  equazioni  dei  piani  proiettanti 
corrispondenti  ai  punti  Alt  Aì,A,,At  sono  respetti vamente: 


Pi\x%  Pu  A-pn Xk  = 0, 

-P,iX,  -l-Pu^+ft.x^O, 

Pu#i  — Pu*t  +P«®i“0, 

—ptixl—puxt—plixì  =0, 


delle  quali  due  qualunque  si  possono  dedurre  dalle  altre  due 
colla  eliminazione  successiva  di  due  delle  x,  tenendo  conto  della 
relazione  /).  Il  significato  delle  r,*  si  ottiene  dalla  Oss.  Ili  del 
§ 141,  esse  non  sono  altro  che  i coefficienti  delle  equazioni  dei 
punti,  in  cui  la  retta  incontra  le  faccio  del  tetraedro  fonda- 
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mentale,  esse  sono  cioè  le  coordinate  di  queste  traccie.  Le  equa- 
zioni /)  ed  /*)  esprimono  dunque  in  sostanza  la  condizione, 
affinchè  quei  quattro  piani  proiettanti  passino  per  una  mede- 
sima retta,  oppure  aflìnchè  quei  quattro  punti  di  intersezione 
si  trovino  sopra  una  medesima  retta.  Dietro  tutto  ciò  le  quan- 
tità pik,  come  pure  le  nlh,  possono  considerarsi  come  le  coordinate 
della  retta  nello  spazio,  poiché  i loro  rapporti  determinano  la 
retta  per  mezzo  dei  piani  che  la  proiettano  dai  punti  fonda- 
mentali  o delle  sue  traccie  sui  piani  fondamentali  ; questi  rap- 
porti sono  indipendenti  dalla  scelta  dei  due  punti  o dei  due 
piani  che  servono  a fissare  la  retta,  e si  riducono  a quattro 
soli  indipendenti  che  sono  tanti , quante  sono  le  condizioni  cui 
si  può  assoggettare  una  retta  nello  spazio;  per  es.  una  retta  è 
determinata  dalla  condizione  di  tagliare  quattro  rette,  oppure 
di  tagliare  due  rette  e passare  per  un  punto,  che  quest’ ultima 
condizione  vale  per  due. 

Osscnazione.  Se  si  pone  per  passare  dalle  coordinate  tetrametriche  alle 
coordinate  cartesiane 

Vi  = - 1 = 1,  yj=Vt.  = 

-s~  y»i  = 

abbiamo 

Pii  ~ xi  xn  Pn~xiVi  xi  Vi  i Psi-Vi  ' Vt> 
Pii  ~zi  zi>  Pii = *1  zi  xt  zi  • P&  ~ !fi  zt  ziVt 

e la  relaziono  f)  diviene 

(*> — *.)  (.v  ì zt — y,  zi)  ■+•  (-, — zt)  (x,  Vi — xi  ?/.) 

■+•  (Vi  — Vi)  (xi  "«  — xi  zò  = 0. 

Esercizi,  i)  Esprimere  le  coordinate  di  una  retta  nello  spazio  per  mezzo 
delle  coordinate  plOckeriane  di  piani. 

2)  Quali  sono  le  coordinate  di  una  retta  che  passa  per  un  punto 

fondamentale , o si  trova  in  un  piano  fondamentale , op- 
pure incontra  uno  spigolo  del  tetraedro  fondamentale? 

3)  Dimostrare  che  in  ogni  equazione  omogenea  tra  le  pa  que- 

ste possono  essere  sostituite  dalle  7r,t,  e viceversa. 

4)  Dimostrare  la  proporzionalità  delle  p.t  e delle  »<*,  deducen- 

dola dalla  rappresentazione  effettiva  dei  piani  S,  che  pro- 
iettano la  retta  dai  vertici  del  tetraedro  A,  Aa  Aa  A,  e 
« delle  traccio  Si  della  retta  sulle  faccio  del  tetraedro  fon- 
damentale. 
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5)  Le  relazioni  identiche 

~3i  ■+■  rtS  rU  ■+"  ^31  r3»  ~ 0, 

esprimono  che  le  traccie  S(  sono  sulle  traccie  omonime 
S,  dei  piani  proiettanti. 


6)  Costruire  nel  tetraedro  fondamentale  AlAiAsAi  col  piano 
unità  E„  E„  E„  (Fig.  226)  la  retta  che  ha  per  coordinate 


Pu 3,  pls 9,  ptl — 6,  j)14 9, 

Pn  — 8 , p„  = ll 


Digitized  by  Google 


r»  io 


PARTE  SECONDA. 


e queste  possono  rappresentare  le  coordinate  di  una  retta, 

, perchè  soddisfano  alla  f)  eh’  è 1’  unica  condizione  , cui 
debbano  soddisfare  le  coordinate  di  una  retta.  Le  equazioni 
dei  suoi  piani  proiettanti  da  Av...  sono  respettivamente: 

di  x,-+-  8*,—  9xk  = 0,  — dia",  — 9 x3 -4- 6X4  = 0, 
— 8x,-t-9xj — 3xk  = 0,  9x, — 6x, -t-3xs  = 0. 

Pel  piano  proiettante  da  At  è quindi  (§  133) 

5.=-dd,  f,  = — 9,  ?»  = 6, 

e quindi 

11  3 

— g"=  e i»  n14),  2’=  (^4  n3l). 

Pel  piano  proiettante  da  Ak  è ?,  = 9 , f,  = — 6 , ?3  = 3 , 
quindi 

3 = (/l3 /liEij  n13) , 2 —(A  jì4,  es3  nj3). 

Con  ciò  si  ottengono  le  traccia  della  retta  nei  piani  fonda- 
mentali e quindi  anche  la  retta  stessa.  Essa  è la  retta 
d , 3 , 4 (il  punto  2 è fuori  del  foglio)  della  Fig.  226.  Si  tira 
per  es.  At  Ak  parallela  ad  /1jEu  e si  separa  sulla  pa- 
rallela ad  AtAk  condotta  per  .4,  ed  a partire  da  .4,  una 
di 

lunghezza  eguale  a — sulla  retta  che  dalla  se- 
conda estremità  del  segmento  va  al  punto  At  si  trova  il 
punto  3,  nel  quale  la  retta  cercata  incontra  la  faccia 
AlAtAk  ed  il  punto  II,**.  Parimente  per  nsk!,  n13‘,  !!„*. 

143.  Cerchiamo  adesso  il  significato  geometrico  di  una 
equazione  omogenea  e di  grado  n tra  le  quattro  variabili  x,,  op- 
pure tra  le  variabili  ij.  od  anche  tra  le  sei  variabili  p*  0 jt»,  tra 
le  quali  hanno  luogo  le  relazioni /),/*). 

Una  equazione  omogenea  di  grado  n tra  le  quattro  varia- 
bili Xi  rappresenta  una  superficie  curva  dell’  ordine  n,  essa  può 
essere  infatti  ridotta  a non  contenere  che  tre  variabili,  conser- 
vando lo  stesso  grado  e la  sua  omogeneità , se  si  elimina  una 
delle  variabili . per  mezzo  della  equazione  di  un  piano;  ma 
P equazione  cosi  ridotta,  che  rappresenta  il  luogo  dei  punti 
che  trovansi  contemporaneamente  sul  piano  e sulla  figura  che 
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rappresenta  l’ equazione  data,  è una  curva  dell’  ordine  n,  dun- 
que ogni  piano  taglia  la  figura  secondo  una  linea  dell’ordine  n, 
per  cui  la  figura  deve  essere  una  superficie  dell’ordine  n. 

Una  equazione  omogenea  di  grado  n tra  le  quattro  varia- 
bili \i  rappresenta  una  superficie  curva  della  classe  n.  Con- 
siderata come  equazione  fra  tre  incognite,  essa  rappresenta  una 
serie  doppiamente  infinita  di  piani;  collegata  con  una  equazione 
lineare  in  i-,  essa  ci  rappresenta  l’ insieme  di  quei  piani,  che 
contengono  il  punto  rappresentato  dalla  equazione  lineare  ed 
appartengono  contemporaneamente  alla  figura  rappresentata 
dalla  data  equazione  ; la  equazione  che  resulta  dalla  combina- 
zione della  data  e di  quella  lineare,  contenendo  soltanto  tre  ì- 
rappresenta  un  cono  della  classe  n"ima,  è la  equazione  del  cono 
formato  dai  piani  tangenti  alla  data  superficie  che  passano  pel 
dato  punto  (§  137). 

Per  n*=L2  si  dimostra  analiticamente  che  le  superficie  del 
secondo  ordine  sono  anche  della  seconda  classe,  talché  conviene 
chiamarle  superficie  del  secondo  grado  (Cfr.  Oss.  II). 

Per  mezzo  di  due  equazioni  tra  le  quattro  variabili  x , ven- 
gono rappresentati  i punti  comuni  a due  superficie , cioè  viene 
rappresentata  la  loro  curva  d’ intersezione.  Due  equazioni  si- 
multanee tra  le  quattro  variabili  ?.•  rappresentano  i piani  tan- 
genti comuni  a due  superficie,  vale  a dire  la  sviluppabile  cir- 
coscritta ad  ambedue.  La  curva  d’ intersezione  è dell’  ordine 
eguale  al  prodotto  degli  ordini  delle  due  superficie  (§  100),  la 
sviluppabile  comune  è della  classe  eguale  al  prodotto  dei  nu- 
meri che  indicano  le  classi  delle  due  superficie  (§  101),  poiché 
questo  prodotto  indica  il  grado  della  risultante  delle  loro  equa- 
zioni e quindi  anche  il  numero  delle  soluzioni  comuni. 

Tre  equazioni  tra  le  x rappresentano  il  gruppo  di  punti 
comuni  a tre  superficie  ; tre  equazioni  tra  le  § il  gruppo  dei 
piani  tangenti  comuni  a tre  superficie  ; il  loro  numero  è eguale 
al  prodotto  dei  gradi. 

Una  equazione  omogenea  di  grado  n tra  le  sei  pik , oppure  tra 
le  sei  va,  rappresenta  evidentemente  una  serie  triplamente  in- 
finita di  rette,  essa  dicesi  un  complesso  di  rette;  se  combiniamo 
con  quella  equazione  l’equazione  di  un  punto  dello  spazio,  se  cioè 
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in  quella  serie  di  rette  triplamente  infinita  isoliamo  tutte  quelle 
che  passano  per  un  dato  punto  dello  spazio,  dico  che  avremo 
un  cono  dell’ordine  n;  difatti  prendendo  per  uno  dei  due  punti 
che  determinano  quelle  rette  il  punto  dato , le  coordinate  p,% 
diverranno  funzioni  lineari  delle  coordinate  correnti,  quindi 
l’equazione  data  tra  le  p,h  diverrà  una  equazione  omogenea  di 
grado  n tra  le  coordinate  x,  e rappresenterà  per  conseguenza 
una  superficie  di  grado  n,  la  quale,  essendo  costituita  da  rette 
che  passano  per  un  dato  punto,  non  può  essere  altro  che  un 
cono,  il  cui  vertice  è in  quel  punto;  ciò  si  poteva  anche  dedurre 
dal  considerare  che,  quando  si  obbliga  una  retta  a passare  per 
un  punto,  la  si  assoggetta  a due  condizioni,  quindi  nella  serie 
triplamente  infinita  di  rette  se  ne  isola  una  serie  semplicemente 
infinita,  cioè  quelle  rette  che  costituiscono  un  cono.  Un  altro 
modo  ancora  di  mostrare  come  le  rette  di  un  complesso  di  grado 
n che  passano  per  un  punto  costituiscono  un  cono  di  grado  n, 
si  ottiene,  osservando  che  la  f ) è di  primo  grado  rispetto  a cia- 
scuna variabile  iji,  zk)  se  quindi  dalla  equazione  del  complesso  e 
dalla/)  si  elimina  una  delle  quattro  coordinate  correnti  x, 
avremo  una  equazione  tra  sole  tre  coordinate  che  sarà  sempre 
dell’ordine  n e quindi  (§  137)  rappresenterà  un  cono  dell’ordine 
n.  Se  tra  le  rette  del  complesso  rappresentato  da  una  equazione 
omogenea  di  grado  n tra  le  sei  variabili  irtt  isoliamo  quelle  che 
si  trovano  in  un  piano,  potremo  ridurre  l’equazione,  pur  con- 
servandole il  suo  grado,  a non  contenere  che  tre  delle  varia- 
bili ; cioè  le  rette  di  un  complesso  che  trovansi  in  un  piano 
inviluppano  una  curva  della  classe  n.  Nei  complessi  di  primo 
grado  le  rette  che  passano  per  un  punto  costituiscono  un  pia- 
no, quelle  che  sono  in  un  piano  passano  per  un  punto. 

Le  rette,  le  cui  coordinate  soddisfano  alle  equazioni  di 
due  complessi,  costituiscono  un  insieme  di  rette  doppiamente 
infinito  che  vien  detto  una  congruenza  di  rette. 

Le  rette,  le  cui  coordinate  soddisfano  contemporaneamente 
a tre  equazioni,  costituiscono  una  serie  semplicemente  in- 
finita di  rette  e conseguentemente  in  generale  una  superficie 
gobba,  il  cui  grado  è il  doppio  del  prodotto  dei  gradi  dei 
complessi. 
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Osservai.  I)  L’equazione  del  piano  tangente  nel  punto  di  coordinate  a\ 
alla  superficie  dell’ordine  n,  rappresentata  dalla  equa- 
zione 

F (a;,,  x,,  ar„  xk)  =0,  o più  brevemente  F = 0, 
è data  da 

F,  AT,  ■+■  F,  A',-4-  F,  A',-t-F4  A'k  = 0, 

ove  le  Ar,  sono  le  coordinate  correnti,  ed  F,  è la  derivata 
di  F rispetto  ad  Xi  (Cfr.  § 137,  Oss.  V). 

Il)  Poiché  1’  equazione  omogenea  di  secondo  grado  tra  quattro 
variabili  contiene  dieci  termini  e quindi  nove  coefficienti 
indeterminati,  una  superficie  del  secondo  grado  è deter- 
minata da  nove  punti  o da  nove  piani  tangenti,  quando  si 
considerano  punti  o piani  indipendenti  fra  loro.  Scrive- 
remo la  sua  equazione  sotto  la  forma 

(1)  au* . . . -+■  a44x4*-i-  2a,1xlx,-t- . . . -t-  2as, ar,x,=0. 


L’  equazione  del  suo  piano  tangente  nel  punto  x'  è data  da 
(“n  «V  •*-  «i»  a-»'  ■+■  «u  *•»'  ou  ar»')  Xt  -+- . . . = 0 , 

quindi  ponendo 

(2)  a,-,  ,2,3,  4), 

avremo,  eliminando  tra  queste  e la  (1)  le  x1,  una  equazione 
che  ci  esprimerà  la  condizione  necessaria  e sufficiente,  af- 
finchè un  piano  di  coordinate  f sia  tangente  alla  superfi- 
cie data  ; questa  equazione  resultante  si  ottiene  coll’  os- 
servare che  la  (1)  può  scriversi  sotto  la  forma 

fi  *i  •+■  fi  a-,’  -*-  5,  ar,'  -t-  ?4  = 0 , 

ed  eseguendo  l’eliminazione  fra  questa  e le  (2),  si  ha: 


aH> 

«11  » 

“in 

«il» 

«11» 

°11  » 

»n. 

«11» 

«13» 

«13» 

«sa» 

«S»> 

«11» 

«in 

«3*» 

«li» 

fi  > 

fi  > 

fji 

f*> 

= 0. 


Questa  può  quindi  considerarsi  come  la  equazione  della 
superficie  in  coordinate  di  piani,  donde  si  vede  che 
le  superficie  del  secondo  ordine  sono  anche  della  seconda 
classe  (§  94). 
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Ili)  La  equazione 

(a„  -+-  a„  -b  a„  x,'  -b  au  xt')  A',  -+-  . . . = 0 , 

se  il  punto  x'  non  è sulla  superficie,  rappresenta  il 
piano  polare  del  punto  x'  rispetto  alla  superfìcie,  poiché 
contiene  i punti  di  contatto  di  tutti  i piani  tangenti  alla 
superficie  che  passano  per  x\ 

Esercizi.  1)  La  equazione 

a„  , a,,  , a„  , 
au  > a»t  i ass  i 
ais  > a«j  > > 

an  > ast  i ast  > 

esprime  la  condizione  necessaria  e sufficiente,  affinché  la 
superficie  del  secondo  grado  si  cangi  in  un  cono. 

2)  Affinchè  ad  un  punto  corrisponda  lo  stesso  piano  polare  in 

due  superficie  del  secondo  grado  F=0,  F*  = 0,  si  deve 
avere 

F,  : F,*  = F,  : F,*  = Fs  : F,*  - F»=  Ft*  = k ; 

esprimere  questa  condizione  completamente  e determi- 
nare quanti  di  tali  punti  esistono  per  due  date  superficie. 

3)  Risolvere  la  medesima  questione  per  due  coniche  e dimo- 

strare, giacché  in  quel  caso  tre  sono  i punti  che  godono 
dell’ accennata  proprietà,  che  le  congiungenti  due  a due  i 
punti  comuni  alle  due  coniche  passano  per  quei  tre  punti, 
e che  le  tangenti  comuni  alle  due  coniche  si  tagliano  in 
punti,  i quali  trovansi  sulle  rette  che  uniscono  quei  tre 
punti. 

4)  Formal  e le  equazioni  dei  quattro  coni  del  secondo  grado  che 

passano  per  la  linea  d’ intersezione  di  due  superficie  del 
secondo  ordine , e dimostrare  analiticamente  il  Teorema 
del  § 86,  Es.  10. 

5)  Sviluppare  la  condizione  affinchè  (»  -t-  1)  (n  -t-  2)  (n  -+-  3) 

punti  si  trovino  sopra  una  superficie  dell’ordine  n,  op- 
pure affinchè  (n  -i- 1)  • (n  2)  ■ (n  -b  3)  piani  dati  siano 
tangenti  ad  una  superficie  della  classe  n. 

Osserraz.  IV)  I piani  polari  di  un  punto  rispetto  a tutte  le  superficie  del 
secondo  grado,  che  appartengono  ad  un  fascio,  formano 
un  fascio  di  piani  ; il  Teorema  correlativo  in  coordinate  di 
piani  è il  seguente:  1 poli  di  un  piano  rispetto  a tutte  le 
superficie  del  secondo  grado  di  una  serie  formano  una 
punteggiata  (§100,  Oss.  IX  ; § 1 01  ),  intendendo  in  questo 
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secondo  caso  per  serie  di  superfìcie  del  secondo  grado 
P insieme  di  quello  che  toccano  otto  piani. 

Infatti,  se  U - - 0 , E = 0 sono  due  equazioni  omogenee  di  se- 
condo grado  tra  quattro  variabili  che  rappresentano  due 
superfìcie  del  fascio  (della  serie),  l’equazione  di  una  super- 
ficie qualunque  del  fascio  (della  serie)  sarà  V— 0, 
ed  i piani  polari  del  punto  dato  (i  poli  del  piano  dato) 
saranno  rappresentati  da  P-t-XQ  — 0,  se  P = 0,  Q = 0 
sono  le  equazioni  dei  piani  polari  del  punto  (dei  poli  del 
piano)  rispetto  alle  due  superficie  U e V. 

Le  linee  polari  di  una  retta  rispetto  alle  superficie  di  secondo 
grado  di  un  fascio  generano  un  iperboloide  ad  una  falda  ; 
i poli  di  un  piano  rispetto  alle  superficie  di  secondo  grado 
di  un  fascio  in  coordinate  di  punti  formano  una  curva 
del  terzo  ordine;  i piani  polari  di  un  punto  rispetto  alle 
superficie  di  secondo  grado  di  una  serie  in  coordinate  di 
piani  inviluppano  una  sviluppabile  della  terza  classe. 

Infatti  ai  due  punti  1 e 2 corrispondono  i piani  polari 
P,  X Qt  — 0,  P,  -t-  X Q,  = 0,  i quali  generano  l’iperbo- 
loide P,  <?,  — Pt  Q,=0,  ed  i piani  polari  dei  punti  1, 2,  3 
sono  rappresentati  da 

Pi-t->Qi  = 0,  P,-+-Xr)s  = 0,  Pj-t-XO.^O; 

questi  piani  si  tagliano  in  punti  della  curva  del  terzo  or- 
dine comune  agli  iperboloidi 

p,  Q , - p , Qt = o,  PtQ,  - Psot — o,  p,  o,  - p,  <?»=o 

(Cfr.  § 100,  Es.  9-11);  la  intersezione  infatti  di  due  di 
questi  iperboloidi  all’ infuori  della  retta  che  essi  hanno  a 
comune  (i  primi  due  per  es.  hanno  a comune  la  retta 
P, , fi,),  e che  non  può  considerarsi  come  facente  parte 
del  luogo  delle  intersezioni  dei  tre  piani  polari,  è una 
curva  del  terzo  ordine. 

La  sviluppabile  della  terza  classe  si  presenta  come  la  svilup- 
pabile circoscritta  a due  iperboloidi  ad  una  falda,  i quali 
hanno  una  generatrice  comune. 

V)  Abbiamo  già  veduto  nel  S 85  e nel  § 100  che  la  curva  di  in- 
tersezione di  due  superficie  del  secondo  grado  che  ha  un 
punto  di  regresso  è determinata  da  cinque  punti,  e la  sua 
sviluppabile  da  cinque  piani  se  ne  è già  dedotto  (§  85, 
Oss.  IV  ed  Es.  0)  che  tutte  le  curve  di  questa  specie  e le 
loro  sviluppabili  sono  fra  di  loro  collineari  e reciproche. 

Se  si  prende  uno  di  quei  cinque  punti^celti  arbitrariamente 
Fildlf.R.  — Geometria  descrittiva.  Ilo 
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del  cono  di  secondo  grado  bitangente,  cd  .1,  il  punto  di 
intersezione  della  tangente  di  regresso  col  piano  stazio- 
nario ; allora 

*«'  — *i  xk=0 

è P equazione  di  un  cono  del  secondo  grado  col  vertice 
in  At,  che  contiene  il  punto  unità  ed  è tangente  ai  piani 
AtAtA3,  At  A3Ak  secondo  le  rette  4,4,,  AtAk  respet- 
tivamente,  talché  il  piano  AlAtAk  è il  piano  polare  della 
retta  At  At  rispetto  al  cono.  Parimente 

x*  — xt  xt  = 0 

è l’equazione  di  un  cono  di  secondo  grado  col  vertice  in 
4,,  tangente  ad  .1,  4,  Ak  e ad  At  A3  4,  lungo  le  rette 
4,  4, , At  4„  talché  At  A,  A,  è il  piamj  polare  di  A,  At 


PARTE  SECONDA. 

sulla  curva  per  punto  unità  e gli  altri  quattro  si  prendono 
per  punti  fondamentali,  si  ottiene  molto  facilmente  la  rap- 
presentazione analitica  della  curva,  della  sua  sviluppabile 
e delle  superficie  del  secondo  grado  che  passano  per  essa. 
Sia  (Fig.  227:  Cfr.  Fig.  165)  At  il  punto  di  regresso  che 
prenderemo  per  uno  dei  punti  fondamentali  ; sia  At  il 
punto  di  contatto  del  piano  stazionario  ; sia  A%  il  vertice 

Fig.  227. 
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e passa  pel  punto  unità.  Il  vertice  del  primo  cono  si 
trova  sulla  superficie  del  secondo,  ma  il  piano  tangente 
al  secondo  cono  lungo  la  generatrice  AtA3  è il  piano 
AlAiAk,  il  quale  tocca  il  primo  cono  lungo  la  genera- 
trice At  A3  \ la  intersezione  dei  due  coni  ò quindi  la  data 
curva  del  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso. 

Quindi  valgono  per  un  punto  qualunque  della  curva  le  re- 
lazioni 


ossia,  indicando  con  a un  numero  qualunque,  si  possono 
porre  i rapporti  delle  coordinate  del  punto  della  curva 
sotto  la  forma 

x,  : x,  : xs  : xt  = a4  : 4 : a : a1. 

I punti  a e — a della  curva  sono  sopra  una  retta  che  passa 

pel  punto  A ,,  ossia  il  cono  che  ha  per  vertice  As  è pro- 
priamente un  cono  che  proietta  doppiamente  la  curva;  i 
punti  a,  — a,  A,  sono  divisi  armonicamente  dal  punto, 
in  cui  la  retta  a,  — a,  At  incontra  il  piano  Al  A3A3. 

II  piano  tangente  al  cono  At  in  a ha  per  equazione  (§  437, 

Oss.  V,  VI) 

2 a xs  — a*  Xj  — x4  = 0, 

ed  il  piano  tangente  al  cono  A,  nel  medesimo  punto  è 
rappresentato  dalla  equazione 

2 o’  x4  — x,  — o‘  x,  = 0. 

L’ insieme  delle  due  equazioni  rappresenta  la  tangente  in  a 
alla  curva  di  intersezione  ; se  si  fa  in  esse  x,  = 0,  si  ha 
il  punto  di  intersezione  di  questa  tangente  col  piano 
zi,  At  ma  lo  equazioni  precedenti  divengono  allora 

a,x,-t-xt  = 0,  2a’xt  — x,  — a‘x,  — 0, 

le  quali,  non  contenendo  che  le  potenze  pari  di  a,  mo- 
strano che  lo  tangenti  nei  punti  a e — a si  tagliano  in 
un  punto  del  piano  AlAtAi.  Le  tangenti  nei  punti  a e 
— a si  trovano  quindi  in  un  medesimo  piano,  che  è il 
piano  tangente 

2 a’  x4  — x,  — a‘  x,  = 0, 

e formano  un  fascio  armonico  colla  intersezione  del  loro 
piano  e del  piano  AtAt  i4t  e colla  retta  che  dal  punto 
comune  alle  prime  tre  va  al  punto  A,. 
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Se  tra  le  equazioni 

2 a .r  j — a*  xt  — xK  = 0 , 2 0'/,  — xt  — a3  xt  = 0 , 

si  elimina  a,  si  ha  una  equazione  che  rappresenta  l’ in- 
sieme di  tutte  le  tangenti  alla  curva  gobba,  si  trova  in 
tal  guisa 

| x3  ± \/x33  — x3  j 2 = xt  xt  ± xt  \Zx*  — xtx,, 

oppure  riducendo  questa  equazione , per  mezzo  dei  suc- 
cessivi innalzamenti  a quadrato,  ad  una  forma  razionale, 
si  trova  dopo  aver  soppresso  il  fattore  x,3  : 

xt  (3xt3 -hXjX,)1 — 8 x,3  (xt3 -h3xix1xi—2x1  ay  )=0. 

Questa  equazione  è del  quinto  grado  e mostra  che  la  su- 
perficie ò tagliata  dal  piano  fondamentale  ar,  = 0 (piano 
stazionario)  secondo  la  retta  A , /ls  che  deve  essere  valu- 
tata tre  volte  nella  intersezione  e secondo  la  conica  A, 
(Fig.  228),  di  cui  l’equazione  è 

9 i,  — 8 ay  = 0, 

c che  per  conseguenza  passa  pei  punti  At,A3  ed  in  essi 
tocca  le  rette  At  At,  A3  A3  respetlivamente.  Il  piano 
x,  = 0 taglia  la  superficie  secondo  la  retta  AtAt,  che  deve 
essere  valutata  due  volte  nella  intersezione  e secondo  la 
curva  del  terzo  ordine  rappresentata  dalla  equazione 

a-,*  — 2 x,  x33  = 0, 

la  quale  ha  in  Al  un  cuspide  colla  retta  At  Ak  per  tan- 
gente cuspidale,  ed  in  A3  ha  un  flesso  colla  retta  ^1,  Ak 
per  tangente.  Il  piano  x,  = 0 taglia  la  superficie  secondo 
la  retta  At  Ak  e secondo  la  conica  rappresentata  dalla 
equazione 

3 x3  -+-  x3  x,  — 0 , 

che  deve  essere  valutata  due  volte  nell’intersezione  (iper- 
bole A,  nella  Fig.  227);  questa  conica  tocca  in  At,  Ax 
le  rette  AiAi,  A3AK  respetlivamente.  Finalmente  il  piano 
a"t=0  taglia  la  superficie  secondo  la  retta  AtAt  e la 
curva  del  quarto  ordine 

a;,  xx  -+-  i C x3  = 0. 

Questa  curva  e la  curva  del  terzo  ordine  del  piano  xt  = 0 
non  trovansi  disegnate  nella  Fig.  227 ; le  coniche  A,,  A, 
sono  punteggiate  laddove  sono  ricoperte  dalle  faccie  del 
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tetraedro  fondamentale  A,  A,  A,  Ai  e dal  cono;  il  resto  è 
a tratto  continuo  come  la  curva  di  quarto  ordine  data 
sopra  la  superficie  dei  coni  circolari,  le  cui  direttrici 
sono  le  curve  Sn  S3  ed  i cui  vertici  sono  4,,  As  rcspet- 
tivamente. 

Se  si  unisce  il  punto  o della  curva  coi  due  punti  infinita- 
mente vicini  della  curva  stessa,  si  ottiene  il  piauo  oscula- 
tore della  curva  in  a,  e secondo  il  § 141  la  equazione  di 
questo  piano  sarà  : 


£» , £>. , i 

£»,  , fi,  i 

Xt  Xt  X, 

i7|  Xj 

a , a’ , a‘ , 1 

= 0 = 

o , a* , o‘ , 1 

da,  2 ada  , 4 a*  da  , 0 

1 , 2a  , 4o5 , 0 

0 , 2 d’  a , 12  a’d’a  , 0 

0,2  , 12a\  0 

ossia 

x,  — 3 a‘  x,  ■+■  8 a3  x,  — G a*  xt  = 0. 

Per  a=0  questa  riducesi  a x,  =0,  quindi  il  piano  x,  = 0 
è osculatore  alla  curva. 

Il  piano  osculatore  nel  punto  — a ha  per  equazione 
Zi-Sfl'i,  — 8 a’  xs  — 6 a’  xt  ~ 0 , 

e viene  quindi  tagliato  dal  piano  osculatore  in  a secondo 
una  retta  che  giace  nel  piano  is  = 0 cd  è tangente  alla 
conica  A3. 

Se  un  punto  P od  y dello  spazio  deve  trovarsi  su  quel  piano 
osculatore,  si  ha  da  soddisfare  la  condizione 

y,  — 3 a’  j/j  8 a’  y3  — 6 a*  yK  = 0, 

c questa  essendo  di  quarto  grado  in  a,  si  rileva  che  per 
ogni  punto  dello  spazio  passano  quattro  piani  osculatori 
alla  curva  data  (§83,  Oss.  IX,  c,  n = 4). 

Se  a,,  o, , a3,  ak  sono  le  quattro  radici  della  precedente 
equazione,  si  hanno  le  quattro  equazioni: 

x,  — 3 Oj‘  x,  -+-  8 a,*  x,  — 6 a,*  xt'=  0 , 
x,  — 3 a,‘  xt  -t-  8 a,3  x,  — 6 a,1  x4  = 0 , 
a-,  — 3 a3*  ir,  -+-  8 a3s  x,  — 6 a,’  xk  = 0 , 
ar,  — 3 at‘  x,  -+-  8 Oj3  x,  — 15  at*  xk  = 0 , 

colla  condizione 


i. 

«i* 

V 

1, 

“s‘, 

a,1, 

a>’ 

1, 
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Ma  per  questa  medesima  condizione  anche  i piani 

x,  — 3 o,'  x,  — 8 a,5  x,  — 6 a,*  xt  = 0, 
x,  — 3 a4*  xt  — 8 a,'  x,  — 0 a,*  x4  = 0 , 

• xt  — 3 as‘  x,  — 8 a,3  x,  — C a,3  x*  = 0 , 

x,  — 3at*Xj  — 8at3x,  — Gav3x4  = C, 

che  osculano  la  curva  nei  punti  — o, , — a, , — a, , — a4 , 
si  tagliano  in  un  punto  P*.  La  retta  P P*  passa  per  As 
ed  i punti  P , P*  sono  armonicamente  divisi  da  A3  e dal 
piano  AiAfAi  (Cfr.  §85,  Oss.  VI). 

Per  la  curva  del  quarto  ordine  con  un  punto  di  regresso 
passano  infinite  superficie  del  secondo  grado,  di  cui  l’equa- 
zione si  può  nel  seguente  modo  esprimere  linearmente 
per  mezzo  delle  equazioni  dei  due  coni 

(x»3  — x,  x,)  -4-  h (x,3  — x,  x»)  = 0. 

Per  ogni  punto  dello  spazio  passa  una  ed  una  sola  di 
queste  superficie.  Ai  valori  k = 0 e k = oo  corrispondono 
i due  coni. 

Se  y 6 il  punto  di  intersezione  delle  tangenti  alla  curva  nei 
punti  a e — a,  si  ha  contemporaneamente 

2 a »/j  — a2  yt  — y4  = 0 

-2  ayj-a’y,—  V*  = 0 

-y,  — a‘y1  + 2a1jfl  = 0, 

ossia  si  ha 

yi  : V»  = Vi  ■ Vi  = — 3 “* : * = 0 : — a'; 

e questo  punto  giace  quindi  in  quella  superficie  del  fa- 
scio , che  corrisponde  a k = — 4 a3,  cioè  sulla  superficie 
che  ha  per  equazione 

x t3  — x,  x,  — 4 a3  (x33  — x,  xt)  = 0. 

È evidente  che  questa  superficie  contiene  anche  le  due 
tangenti  alla  curva  in  a e — a. 

Esercizi.  6)  Dimostrare  analiticamente  il  Teorema  dell’  Oss.  V del  § 85. 

7)  Interpretare  i precedenti  resultati  per  le  e dedurne  le 

proprietà  della  sviluppabile  osculatrice  alla  curva  di  quarto 
ordine  con  un  punto  di  regresso. 

8)  Sia  la  curva  gobba  del  terzo  ordine  rappresentata  dalle  equa- 

zioni 

x,3  — x,x,  = 0,  x,3  — x,xt  = 0, 
dimostrare  che  il  punto  di  intersezione  di  tre  piani  oscu- 
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latori  si  trova  nel  piano  dei  tre  punti  corrispondenti 
della  curva. 

9)  Dimostrare  che  le  rette  comuni  a tre  complessi  di  primo 
ordine  costituiscono  una  superfìcie  rigata  del  secondo 
ordine. 

144.  Se  due  spazi  sono  riferiti  fra  loro  collinearmente  ed 
al  punto  P ossia  ( xt,  x,,  x3,  xj  del  primo  corrisponde  il  punto 
P'  di  coordinate  (x,',  x,',  x,',  xj)  del  secondo,  le  x!  devono  es- 
sere tali  funzioni  delle  x<,  e viceversa , che  a tutti  i punti  di  un 
piano  del  secondo  spazio  corrispondano  i punti  di  un  piano  nel 
primo  spazio;  ciò  affatto  indipendentemente  dalla  scelta  dei 
punti  fondamentali  nell’  uno  e nell’  altro  spazio.  Siccome  poi 
non  i valori  effettivi,  ma  soltanto  i reciproci  rapporti  delle  coor- 
dinate sono  necessari  alla  determinazione  di  un  punto,  cosi  si 
può  porre 

P x!  — <pi  (x, , x, , x3 , x4)  per  * = i , 2 , 3 , 4 respetti  vamente 

e si  ottiene  l’ espressione  della  figura  del  primo  spazio  corri- 
spondente al  piano 

li'  I.'  xf'  -+-  x,'  ■+■  5/  x/  = 0 

del  secondo  spazio , sostituendo  per  le  x!  i loro  valori , si  ha 
quindi 

(x, , x, , x» , x,)  -t-  p,  (x, ...)-+-  ?>,  (x, . . .) 

-f-  li  Vi  (®i  • • •)  = 0, 

la  quale  equazione,  se  i due  spazi  si  corrispondono  collinear- 
mente , deve  essere  per  tutti  i valori  delle  %l  omogenea  e lineare 
per  le  xt.  Debbono  quindi  le  p stesse  essere  funzioni  lineari 
e omogenee  delle  x.,  cioè  la  collineazione  degli  spazi  viene 
espressa  in  coordinate  di  punti  dalle  equazioni  di  condizione 

a)  p Xi  ■=  of , x,  -t-  a,%  x,  o(J  xs  -+-  a,t  xt . 

Per  conseguenza  l’equazione  del  piano,  che  nel  primo  spazio 
corrisponde  al  piano  j-J  del  secondo  spazio,  è 

li  (^n  ■t'i  ■+■  x,  -+-  au  xj  -+-  %t'  (a„  x,  -+- . . . ) 

-+•  l.'(«*i  + ■••)  ■+■  li'  (oM  x,  + ...)  = 0, 
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e si  vede  quindi  che  le  relazioni  tra  le  coordinate  di  piani,  che 
hanno  luogo  contemporaneamente  ‘alle  a),  sono 

b)  P = «n  ■+■  att  I,'  % ìì  ■+•  au<  ?/• 

Il  passaggio  da  uno  spazio  a tre  dimensioni  ad  un  altro 
ad  esso  collineare  è analiticamente  espresso,  quando  si  sostitui- 
sce, in  luogo  delle  f*  .r,’  funzioni  lineari  ed  omogenee  delle  xit  op- 
pure, in  luogo  delle  p funzioni  lineari  ed  omogenee  delle  $/, 
i cui  coefficienti  coincidono  coi  coefficienti  delle  prime  fun- 
zioni, per  modo  che  le  linee  vengono  cambiate  in  colonne;  o in 
altre  parole:  Il  passaggio  ad  un  sistema  collineare  corrisponde 
ad  una  sostituzione  lineare  generale  per  le  x/  ed  alla  sostitu- 
zione invertita  per  le 

La  soluzione  dei  sistemi  di  equazioni  a)  e ù)  rispetto  alle 
coordinate  xk  od  alle  %!  dà  le  corrispondenti  sostituzioni  per 
passare  dalle  xk  alle  x,'  e dalle  ij.'  alle 

Le  equazioni  per  la  trasformazione  delle  coordinate  si  pos- 
sono dedurre  di  qui  come  casi  speciali,  ed  otteniamo  coll’  aiuto 
di  ciò  che  precede  una  completa  interpretazione  geometrica  dei 
coefficienti  che  in  esse  appariscono  ; interpretazione,  la  quale 
non  è che  un  caso  speciale  di  quella  dei  coefficienti  delle  equa- 
zioni generali  della  collineazione  (£fr.  Oss.  I). 

Ma  se  al  punto  P (xi,  xt,  x3,  xk)  corrisponde  il  piano  II' 
nell’altro  spazio,  tra  le  coordinate  {■/  del  piano  e quelle  xk  del 
punto  avranno  luogo  le  relazioni 

= P,  (-fi  » , *»)  (* ■=  1 , 2 , 3 , 4) , 

e P equazione  del  piano  II'  sarà 

*/’ P.  » **)  *>'  • P,  fa.  •••)  + *,'■  ?>, fa,  •••) 

“t"  *4  ‘ fi  » • • • ) = fi- 

E poiché  anche  al  punto  x'  deve  corrispondere  un  piano  nel 
primo  sistema,  questa  equazione  deve  essere  lineare  ed  omo- 
genea rispetto  alle  xit  qualunque  siano  i valori  delle  x',  le  fun- 
zioni <pi  debbono  cioè  essere  lineari  ed  omogenee  rispetto  alle 
si  può  quindi  porre  : 

a*)  m 6'  = »„  x,  4-  xt  -+-  x,  + 
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donde  si  ottiene  : 

0*)  T ìj,  — «l4  a;,  ■+•  x,  -+-  5tJ4  xs  -+-  X,  ; 
la  reciprocità  fra  due  spazi  viene  dunque  espressa  ugualmente 
da  una  sostituzione  lineare  generale  e dalla  sostituzione  inver- 
tita. La  interpretazione  geometrica  dei  suoi  coefficienti  è sem- 
plice quanto  la  precedente. 

Quindi  l’Algebra  delle  sostituzioni  lineari  contiene  come 
parte  la  indicata  sezione  della  Geometria  analitica  generale, 
vogliamo  dire  della  Geometria  analitica  di  posizione;  la  sco- 
perta delle  proprietà  proiettive  delle  figure  conduce  alla  sco- 
perta di  certe  funzioni  dei  coefficienti  e delle  variabili  delle 
equazioni  che  rappresentano  le  figure,  tali  che  non  vengono 
alterate  da  sostituzioni  lineari  generali , ossia  che  assumono 
soltanto  per  tali  sostituzioni  dei  fattori  costanti,  si  viene  cioè 
alla  teoria  degli  invarianti  e dei  covarianti  dell’Algebra  mo- 
derna. Le  proprietà  proiettive  delle  figure  corrispondono  agli 
invarianti  e covarianti  rispetto  a quelle  sostituzioni  che  espri- 
mono le  trasformazioni  omografiche  dello  spazio. 

Sappiamo  che  la  considerazione  degli  elementi  corrispon- 
denti delle  forme  proiettive  può  considerarsi  come  la  origine 
della  generazione  delle  curve  e delle  superficie;  ne  vedremo 
or  ora  l’ applicazione. 

La  rappresentazione  degli  elementi  immaginari  vedremo 
pure  che  si  collega  nel  modo  il  più  semplice  colla  teoria  della 
involuzione. 

Esercizi.  1 ) Dimostrare  come  cinque  coppie  di  elementi  corrispondenti, 
quattro  qualunque  dei  quali  non  appartengono  ad  una 
forma  di  seconda  specie,  determinano  la  proìettività  di 
due  sistemi  a tre  dimensioni,  vale  a dire  un  sistema  di 
equazioni  a),  6),  oppure  a*),  &*). 

2)  Risolvendo  le  equazioni  a)  ed  indicando  con  A il  determi- 
nante dei  coefficienti  e con  Ar,  i suoi  determinanti  mi- 
nori, si  ha 

— • Xt  — Au,  ar,'  -v-  Alt  x,'  -+-  Alt  xj  -+-  Att  x,  ; 

sostituendo  queste  espressioni  nella  equazione 
?,  x,  -4-  5,  x,  -i-  53 x,  -i- x,  = 0, 
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si  ottiene 

p'  ?/=  zln  ?i  •+■  Ai i E,  -t-  .da  ?3  •+•  Au  ; 

dimostrare  che  queste  ultime  forinole  si  ottengono  anche 
risolvendo  le  6),  e trovare  l'espressione  di  p in  funzione 
di  il  e di  p. 

3)  Determinare  direttamente  le  equazioni  della  proiettività  per 

le  forine  di  prima  e di  seconda  specie , mostrare  come  esse 
possano  dedursi  da  quelle  per  le  forme  di  terza  specie 
e come  ciò  esprima  il  Teorema:  le  forme  di  seconda  e 
quelle  di  prima  specie  che  si  corrispondono  respeltiva- 
mente  in  due  spazi  proiettivi  sono  fra  loro  proiettive. 

4)  Dimostrare  che  le  equazioni  per  la  trasformazione  collineare 

delle  forme  di  quarta  specie  sono  le  seguenti  : 

f*’  p.s'  ==  pu(an  a* a — Oa  a* ì)  •+■  pn  {au  ari  — a,3  a«) 

-+•  p«(a<3  aiei  — a.i  a ai)  •+■  pu  (a.i  au  — a«  au) 

■+■  Pn{aa  au  — a,«  bk)  -t-  p j i (a, -3  au  — a,»  a*  ,), 

ove  i e k prendono  i valori  1,  2,  3,  4 e le  a,-*,  sono  i coef- 
ficienti di  una  sostituzione  lineare  fra  quattro  variabili. 
Cosa  si  ottiene  per  il  punto  d’ intersezione  del  raggio  col 
piano  unità,  oppure  pel  piano  che  proietta  il  raggio  dal 
punto  unità  ed  i loro  corrispondenti? 

La  proiettività  di  due  forme  di  prima,  seconda,  terza  specie 
è determinata  dalla  corrispondenza  di  3,4,5  coppie  di 
elementi  resp.  ; quante  sono  le  coppie  di  elementi  che 
bisogna  far  corrispondere  per  stabilire  la  proiettività  di 
due  forme  di  quarta  specie  ? 

5)  Dividendo  le  tre  ultime  equazioni  a) , per  la  prima  si  hanno 

le  equazioni 

Xi' a.i  a-,  -+■  am  re,  -+-  au  a",  -+-  at,  a:, 

ed  analogamente  per  le  equazioni  b).  Mostrare  come  per 
ar,  =■  ar,1  = 1 si  deducano  le  forinole  per  il  passaggio  da 
un  sistema  di  coordinate  cartesiane  ad  un  altro.  Formare 
le  equazioni  analoghe  che  servono  pel  passaggio  da  un 
sistema  di  coordinate  di  punti  ad  un  sistema  di  coordi- 
nate di  piani,  discutere  geometricamente  queste  equa- 
zioni, ed  in  particolare  il  duplice  significato  geometrico 
dei  loro  coefficienti. 

6)  Determinare  la  sostituzione  lineare  che  esprime  il  passaggio 

da  una  forma  di  seconda  specie  ad  un’  altra  parimente  di 
seconda  specie  e proiettiva  alla  prima,  quando  son  date 
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le  quattro  coppie  di  elementi  corrispondenti  che  stabili- 
scono la  proiettività  delle  due  formo. 

Osservai.  I)  La  ricerca  della  trasformazione  dello  coordinate  può  quindi 
ridursi  a quella  dei  sistemi  proiettivi  che  sono  congruenti 
ed  in  cui  gli  elementi  corrispondenti  coincidono. 

Le  trasformazioni  delle  forme  di  seconda  specie  serviranno 
di  esempio , ma  si  possono  considerare  come  generali  lo 
leggi  che  se  ne  deducono.  Dalle  sostituzioni  lineari  gene- 
rali si  ottiene 

fi  x /=  an  a, -2  ara  x, , f>  f* = a » ? ,'-t-  a » ? ,’-t-  an  ?3 1 ' 

per  a?,  =0,  x5  = 0,  xl  = ~ > oppure  per  fj'=0,  ?j'= 0, 

ei 

?,'=  —7  (Cfr.  § 133) , cioè  per  At  oppure  per  a,'  si  ha 

£t 

t~x!  = an,  ,^bfJ,  = au  respettivamente  ; 


parimente  per  Ai,  e per  ai  si  ha 


££? X' 
h„  x‘ 


„ ?**  v 

■ 0> ih I I y 

Hi 


cioè  il  significato  geometrico  dei  coefficienti  della  sosti- 
tuzione è che  essi  possono  considerarsi  come  le  coordi- 
nato dei  punti  fondamentali  del  primo  sistema  rispetto  al 
nuovo,  oppure  come  le  coordinate  delle  lineo  fondamen- 
tali del  nuovo  sistema  rispetto  al  primitivo.  Gli  stessi 
risultati  si  ottengono  da  a*'=0  e = 0 respettiva- 
mente. 

Per  1’  uso  di  questo  Teorema  nelle  costruzioni  è più  comodo 
formularlo  cosi: 

xi  : X]  = an,  : ajt  e : ?i  = a«,  : a a. 

Rispetto  agli  elementi  unità  otteniamo  finalmente  pel  punto 
unità  del  primitivo  sistema  rispetto  al  nuovo  e per  la  li- 
nea unità  del  nuovo  sistema  rispetto  al  primitivo 

1 = 3 < = » 

2 an  — tixi',  2 a.*  = p f*. 

i=i  i = i 

Esei'ciii.  7)  Eseguire  queste  trasformazioni  per  le  forme  di  prima , terza 
e quarta  specie,  e mostrare  specialmente  come  per  le 
coordinate  di  Cartesio  c di  Plùcker  il  nostro  significato 
geometrico  dei  coefficienti  della  trasformazione  diretta- 
mente  conduca  alle  formolo  ordinarie. 
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Cercare  la  sostituzàone  lineare  speciale  che  dicesi  ortogonale 
pel  suo  carattere  geometrico. 

8)  La  proiettività  delle  forme  di  prima  specie  è espressa  dal- 

l’equazione 

fi  = fafx±_?«£*  ossia  aV»  +a»?, 

x,  a,,  x,  -+-  alt  x,  at,  a„  g 

cioè 

«u  gg1  -+-  au  5'  — a„  ? — a„  = 0, 

che  6 1’  equazione  lineare  generale  tra  due  variabili.  Si 
ottiene  da  quella  equazione 

t . 

««  — «ii  ? 

Quale  è il  significato  delle  f,  g in  generale  (§  132)  e 
quale  quello  per  i sistemi  di  coordinate  elementari? 

9)  Supposto  aH=  — aM  si  ha  1’  equazione  della  involuzione 

«u  ??  •+-  a,i  (g  ?)  — «n  *=  0. 

10)  Mostrare  come  per  ipotesi  speciali  nella  corrispondenza  de- 
gli elementi  fondamentali  1’  equazione  della  proiettività 
può  assumere  le  seguenti  forme  più  semplici  : 

«ii?;  =t«h>  «ii  E “ «u  ? ; 

«il??—  «11?  -*-«n  ? ^°>  «1!  5 — a,!  g*  -t-«2i  = 0; 

«ii  gs  — «ii  $ «ii  — o i «ii  gir  -+*  «ii  g — «u  = o. 

11)  Cercare  le  analoghe  semplicizzazioni  per  l’equazione  della 

proiettività  di  forme  di  una  specie  più  elevata.  Quale  è 
il  significato  delle  sostituzioni 

f*  Xi'  = au  Xi,  p g*  = «u-  gt*7 

12)  Se  due  forme  di  prima  specie  sono  sovrapposte,  o concen- 

triche, o coassiali  ed  hanno  i medesimi  elementi  fonda- 
mentali,  facendo  g = g'  si  ottengono  dall’equazione  ge- 
nerale della  proiettività , che  ora  diviene 

«li  V ■+■  (a„  — «h)  g - «i,  <=»  0 , 
gli  elementi  uniti  delle  due  forme;  parimente  1’  equazione 
«iì  g!  -t-  2 a„  g — a„  = 0 

dà  gli  elementi  doppi  della  involuzione. 

Osscrvaz.  II)  Due  forme  collineari  di  seconda  specie  non  possono  avere  in 
generale  più  di  tre  elementi  corrispondenti  comuni. 
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Se  supponiamo  infatti  che  le  Xi'  e le  x<  siano  riferite  allo 
stesso  sistema  di  elementi  fondamentali,  le  coordinate  de- 
gli elementi  che  corrispondono  a se  stessi  verificano  le 
equazioni 

fi  Xi  = 0.1  X,  -t-  0(3  xt  ■+■  ( in  xs , 


dalle  quali  si  ricava  che  fi  deve  soddisfare  l’ equazione 
del  terzo  grado 


wn  — f4)  an  > au 

a«l  ) °tl  f4  1 °83 

a3l  i a3»  > fl33  f* 


ad  ogni  radice  della  quale  corrisponde  un  punto  che  coin- 
cide col  suo  corrispondente;  questi  punti  son  dunque 
tre  soli. 

La  dimostrazione  può  anche  farsi  nel  seguente  modo:  Il 
luogo  dei  punti  di  intersezione  delle  coppie  di  raggi  cor- 
rispondenti (Cfr.  §§  22 , 25)  dei  due  fasci 


mxi'  -i-n  Xk  - - 0,  m («a  x , -i-  ««x,  -+-  a.j  x3)  •+■ 

-I-  n (a* i x,  -+-  at ax,  -+•  a*3x,)  = 0 , 

è la  conica 

Xi  '(awXj-i-aMXj-i-oraX,)  — Xt(an  x,  -+-  aa  x3;=0; 

le  tre  coniche  che  corrispondono  alle  coppie  di  valori 
1,  2;  2,  3;  3,  1 per  i,  k hanno  tre  punti  d’interse- 
zione 

xì  = 0 , an  x,  Oii  x,  -+-  an  xs  = 0 

che  appartengono  soltanto  a due  delle  coniche,  e quindi 
solo  altri  tre  punti  possono  appartenere  a tutte  tre  le  co- 
niche contemporaneamente , questi  sono  i punti  corri- 
spondenti uniti  delle  due  forme  di  seconda  specie.  Una 
delle  tre  radici  della  equazione  in  fi,  come  pure  uno  dei 
tre  punti  comuni  alle  tre  coniche  è sempre  reale;  quindi 
una  delle  coppie  di  punti  coincidenti  è sempre  reale,  le 
altre  due  possono  essere  immaginarie. 

Esercizi.  13)  Come  si  modificano  l’ enunciato  e la  dimostrazione  del  Teo- 
rema precedente  per  due  forme  proiettive  di  seconda  spe- 
cie di  genere  differente,  per  es.  pel  piano  rigato  e la 
stella  di  rette? 

14)  Estendere  il  Teorema  precedente  alle  forme  di  terza  e di  quarta 
specie. 

Osservai.  Ili)  Date  due  forme  di  seconda  specie  con  clementi  di  differente 


Digitized  by  Google 


558 


PARTE  SECONDA. 


natura  (punti  c rette,  ec.)  e proiettive  fra  loro,  gli  ele- 
menti dell’  una  che  trovansi  sui  corrispondenti  elementi 
dell’  altra  costituiscono  una  conica  od  un  cono  del  se- 
condo grado,  si  ha  per  es.:  dalle  a*)  e dalla  equazione 

£i' fa’ 

che  esprime  che  la  retta  5*  passa  pel  punto  a:,  l’equazione 

(“u  ®i+“d«i  + “ìa  *s)  *i-K“ti  *i  ■+■  “m  x,  -+-  043  xs)Tt 
■+■  (“ai  ■+■  “a.  -+-  “aa  ra)  *»  = 0 , 

cui  soddisferanno  le  coordinate  di  punti , ai  quali  corri- 
spondono rette  che  passano  per  essi;  analogamente  si 
troverebbe  in  coordinate  di  rotte  l’equazione  della  conica, 
inviluppo  delle  rette  che  passano  pei  punti  corrispondenti. 
Esercizi.  i5)  Trovare  gli  analoghi  risultati  per  lo  spazio. 

16)  Se  a,i=ai(,  dalla  proicttività  generale  di  due  forme  di  se- 

conda o terza  specie  si  deduce  la  reciprocità  polare,  nella 
quale  una  conica  od  una  superficie  del  secondo  grado 
(a  seconda  che  trattasi  delle  forme  di  seconda  o terza 
specie)  appare  come  direttrice  e ad  un  punto  corrisponde 
la  stessa  retta,  oppure  lo  stesso  piano  respettivamento 
tanto  se  si  considera  il  punto  come  appartenente  alla 
prima  forma,  quanto  se  si  considera  come  appartenente 
alla  seconda.  La  direttrice  non  è necessario  che  sia  reale. 

17)  Le  forme  proiettive  di  prima  specie  generano,  quando  si 

considerano  i loro  elementi  comuni , la  coppia  reale  o 
immaginaria  dei  loro  elementi  uniti. 

18)  Se  le  due  forme  proiettive  di  prima  specie  sono  formate  da 

elementi  di  natura  differente  come  punti  e piani,  consi- 
derandolo insieme  esse  ci  rappresentano  i due  elementi 
dell' una  che  passano  pei  corrispondenti  dell'altra  o che 
sono  situati  sopra  i corrispondenti  dell’  altra. 

19)  L’insieme  degli  elementi  corrispondenti  di  due  forme  di 

prima  specie  proiettive,  ma  non  omologiche,  dà  i seguenti 
risultati  : 

a)  Due  punteggiate  nello  stesso  piano  generano  per 
mezzo  delle  congiungenti  i punti  corrispondenti,  c due 
fasci  di  rette  determinano  per  mezzo  delle  intersezioni 
dei  raggi  corrispondenti  quelle  curve  piane  cho  chiamansi 
coniche  (§  25). 

b)  Due  fasci  di  rette  che  hanno  Io  stesso  vertice , ma 
sono  in  piani  differenti,  generano  mediante  i piani  cho 
contengono  i raggi  corrispondenti  dei  due  fasci  un  cono 
del  secondo  grado  (§  68)  ; parimente  due  fasci  di  piani. 
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di  cui  gli  assi  si  tagliano , generano  mediante  le  interse- 
zioni dei  piani  corrispondenti  dei  due  fasci  un  cono  del 
secondo  grado  (§  08). 

c)  Due  punteggiate  situate  in  retto  che  non  si  tagliano 
mediante  le  rette  che  uniscono  i punti  corrispondenti, 
oppure  duo  fasci  di  piani,  di  «ni  gli  assi  non  si  tagliano 
mediante  le  intersezioni  dei  piani  corrispondenti,  gene- 
rano un  sistema  di  generatrici  di  un  iperboloide  ad  una 
falda  (§  90). 

Che  cosa  generano  due  forme  proiettive  di  prima  specie  for- 
mate da  elementi  di  natura  diversa? 

20)  I piani  che  congiungono  i punti  corrispondenti  di  tre  pun- 

teggiato proiettivo  situate  in  rette  che  non  si  tagliano,  ge- 
nerano una  sviluppabile  della  terza  classe  (§  84,  Es.  8); 
i punti  di  intersezione  dei  piani  di  tre  fasci  proiettivi,  di 
cui  gli  assi  non  si  tagliano,  generano  una  curva  gobba  del 
terzo  ordine  (§  84,  Es.  7;  § 143,  Oss.  1). 

21)  Le  figure  generate  nel  precedente  modo  possono  essere  rife- 

rite fra  di  loro  o a nuove  figure  proiettivamente,  purché  si 
stabilisca  la  corrispondenza  di  tre  coppie  di  elementi. 
Esse  possono  cosi  generare  nuove  figure.  Per  es.,  una 
retta  ed  una  conica  considerate  come  luoghi  di  punti 
possono  riferirsi  proiettivamente , e le  rette  che  congiun- 
gono i punti  corrispondenti  generano  una  superficie  gobba 
del  terzo  grado  (§  114);  se  la  retta  e la  conica  sono  in  un 
piano,  le  congiungenti  inviluppano  una  linea  della  terza 
classe. 

Duo  coniche  proiettive  generano  colle  congiungenti  i loro 
punti  corrispondenti  una  superficie  gobba  di  quarto  grado; 
una  conica  ed  una  curva  gobba  del  terzo  ordine  generano 
una  superficie  gobba  di  quinto  grado , c cosi  via. 

22)  Due  piani  collineari  determinano  mediante  i piani  dei  raggi 

corrispondenti  che  si  tagliano  una  sviluppabile  della  terza 
classe;  due  stelle  collineari  generano  mediante  le  inter- 
sezioni dei  raggi  corrispondenti  una  curva  gobba  del  terzo 
ordine.  Tanto  i punti  corrispondenti  dei  due  sistemi  piani, 
quanto  i piani  corrispondenti  delle  due  stelle,  danno  luogo 
ad  un  sistema  di  rette  strettamente  collegato  con  quella 
sviluppabile  o con  quella  curva  gobba;  in  generale  per 
ogni  punto  passa  una  retta  ed  in  ogni  piano  trovansi  tre 
rette  dell’ ultimo  sistema;  reciprocamente  pel  primo  caso. 

23)  Dati  due  piani  proiettivi  e reciproci , i piani  che  congiungono 

i punti  dell’  uno  colle  rette  corrispondenti  dell’  altro  ge- 
nerano una  superficie  del  secondo  grado , e lo  stesso  suc- 
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cede  quando,  date  due  stello  proiettive  reciproche , si 
considerano  i punti , in  cui  le  rette  della  prima  stella  in- 
contrano i piani  corrispondenti  dell’altra  (§  98).  Dimo- 
strare che  alla  retta  comune  ai  due  piani  corrisponde , a 
seconda  che  si  considera  quella  retta  come  appartenente 
all’uno  ed  all’altro  piano,  il  punto  di  contatto  dell’ altro 
piano  colla  superficie , e parimente  alla  congiungente  i 
centri  delle  due  stelle  corrispondono  i piani  tangenti  alla 
superficie  nei  centri  dell’ una  e dell’altra  stella  {Cfr.  §27, 
Es.  3). 

Stabilire  resistenza  delle  due  famiglie  di  superficie  di  se- 
condo grado  (con  punti  iperbolici  e con  punti  ellittici, 
§ 89),  fondandosi  sul  modo  di  generazione. 

24)  I piani  che  passano  (i  punti  di  intersezione)  per  i punti  (dei 

piani)  corrispondenti  di  tre  piani  (stelle  collineari)  gene- 
rano una  superficie  curva  della  terza  classe  (ordine).  Pos- 
sono le  superficie  così  generate  e quelle  ottenute  nel- 
1’  Es.  23  essere  riferito  proiettivamente  fra  loro  e colle 
forme  di  seconda  specie? 

25)  Dati  due  sistemi  collineari  a tre  dimensioni,  le  rette  che 

uniscono  i punti  corrispondenti  dei  due  spazi  e le  inter- 
sezioni dei  piani  corrispondenti  generano  un  complesso 
di  rette,  nel  quale  le  rette  che  passano  per  un  punto  ge- 
. rierano  un  cono  del  secondo  ordine,  e quelle  che  sono  in 

un  piano  inviluppano  una  curva  del  secondo  grado.  Le 
rette  del  complesso  sono  anche  quelle  che  incontrano  le 
loro  corrispondenti. 

Osserva:.  IV) Se  u = 0,  tt*  = 0 rappresentano  due  elementi  di  una  forma 
di  prima  specie  che  fa  parte  di  una  forma  di  seconda 
specie,  cosi  per  es.  se  « =0,  u*  - 0 rappresentano  due 
rette  di  un  fascio  situato  in  un  piano,  tutti  gli  elementi 
della  forma  di  prima  specie  possono  rappresentarsi  me- 
diante la  equazione 

u -4-  7 ti*  =0; 

se  agli  elementi  u — 0,  w*  — 0 corrispondono  in  un’altra 
forma  di  prima  specie,  che  fa  parte  della  medesima  forma 
di  seconda  specie,  cui  appartiene  la  forma  composta  cogli 
elementi  u,  gli  elementi  v =0,  v'  =0,  gli  altri  elementi 
di  questa  forma  saranno  rappresentati  dall’ equazione 
v -t-  fi  t>*  ==  0, 

ed  il  modo  più  semplice  di  stabilire  la  proiettività  tra  le 
due  forme  sarà  di  prendere  > = p.  Le  coordinate  dei 
punti  o delle  rette  o dei  piani  comuni  a due  elementi  cor- 
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rispondenti  soddisfaranno  alla  equazione  cbe  si  ottiene 
dalle  precedenti  eliminando  i,  ossia  alla  equazione 
ut’*  — u*  v «=  0. 

Se  u = 0,  u*=  0 sono  equazioni  algebriche  di  grado  n 
tra  le  coordinate  x<  o li  nel  piano  o nello  spazio,  ossia  se 
rappresentano  curve  piane , coni  o superficie  curve,  di  cui 
l’ordine  o la  classe  è n,  1’  equazione 

M + 1«‘=0 

rappresenta  una  curva,  o un  cono,  o una  superficie  curva 
dell’  ordine  o classe  u,  che  è determinata  da  un  solo  suo 
elemento,  purché  questo  non  sia  uno  degli  n*  elementi 
comuni  a u — 0 e ad  u*  = 0.  Se  le  coordinate  sono  le 
Xi,  un  tale  sistema  di  curve,  di  coni,  di  superficie,  dicesi 
un  fascio  di  curve,  di  coni,  di  superficie  dell’ordine  n 
respettivamente;  se  invece  le  coordinate  sono  le  5i,  allora 
un  tal  sistema  dicesi  una  serie  di  curve,  di  coni,  di  su- 
perfìcie della  classe  n. 

V)  Se  u,  u* , ec.,  sono  polinomi  omogenei  del  secondo  grado,  si 
hanno  fasci  di  curve,  di  coni,  di  superficie  del  secondo 
grado.  Consideriamo  contemporaneamente  un  fascio  di 
coniche  u-i- Xit*=0  ed  una  retta  <f,x,-i-f,x,-i-?jX,=0, 
e tra  queste  due  equazioni  eliminiamo  una  delle  x,  per  es. 
x,,  l’equazione  di  secondo  grado  omogenea  tra  x, , xt, 
/ che  cosi  si  ottiene  ci  rappresenta  l’insieme  delle  coppie 
di  punti  comuni  alla  retta  ed  a ciascuna  delle  coniche, 
è quindi  1’  espressione  analitica  della  involuzione  formata 
da  quelle  coppie  di  punti  (Sj  25).  Ai  punti  doppi  della  in- 
voluzione corrispondono  le  due  coniche  del  fascio  che 
toccano  la  retta.  Un  fascio  di  superficie  del  secondo  or- 
dine taglia  quindi  una  retta  in  coppie  di  punti  che  for- 
mano una  involuzione  e due  delle  superficie  del  fascio 
toccano  la  retta.  Un  piano  taglia  un  fascio  di  superficie 
del  secondo  ordine  secondo  un  fascio  di  coniche,  e poiché 
tre  coniche  di  un  fascio  si  cangiano  in  coppie  di  rette 
(essendo  di  terzo  grado  in  > l’ equazione  che  rappresenta 
questa  condizione,  § "137 , Es.  I),  cosi  tre  sono  le  super- 
ficie del  fascio  tangenti  al  piano.  Estendere  queste  consi- 
derazioni alle  sene  di  curve  e di  superficie  del  secondo 
grado. 

\'I)  In  modo  analogo  si  dice  che  il  sistema  di  curve  o di  super- 
fìcie rappresentato  dalla  equazione 

um  -t-  u<"  -!-  ìs  u,5>  ==  0 

Iiedler — Geometria  descrittiva. 
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forma  uua  rete  di  superficie  o di  curve,  di  cui  l’ordine  o 
la  classe  è data  dal  grado  dei  tre  polinomi  omogenei  e 
dello  stesso  grado  u,0>,  u(I>,  t<(,\  Due  elementi  non  co- 
muni alle  superficie  o alle  curve  rappresentate  dalle 
equazioni  u<°)  = 0,  u<*>  = 0,  «^>  = 0 determinano  una 
superficie  od  una  curva  della  rete.  Due  reti  si  diranno 
proiettive,  se  ad  ogni  elemento  dell’ una  corrisponde  un 
determinato  elemento  dell’  altra. 

Si  passa  da  questi  casi  particolari  alla  considerazione  di  su- 
perficie e di  curve  determinate  da  u elementi,  quando  si 
prendano  quelle  del  sistema 


„(oi  _4_  U(i)  -i-  li,  u<”  + ...  + V ti(P)  =»  0. 

Determinare  l’equazione  della  superficie  generata  da  tre  reti 
proiettive  di  superficie  e le  equazioni  della  curva  gene- 
rata da  quattro  reti  proiettive  di  superficie. 

145.  Nelle  precedenti  ricerche  si  è veduto  che  la  determi- 
nazione delle  quantità  che  hanno  una  data  grandezza,  come 
per  es.  di  rette  che  facciano  un  angolo  dato,  della  bissettrice  di 
un  angolo  dato,  ec.,  sono  casi  speciali  di  relazioni  proiettive, 
e che  in  particolare  questi  casi  speciali  si  ottengono  mediante 
il  piano  all’ infinito  dello  spazio  e del  cerchio  immaginario  si- 
tuato in  esso  (§97). 

Le  ricerche  analitiche  verranno  quindi  semplicizzate,  quando 
si  scelgano  per  punti  e piani  fondamentali  o per  punti  e piani 
unità  quei  punti  e quei  piani  che  nelle  ricerche,  che  si  ha  in 
vista  di  fare,  son  più  importanti,  ossia  quando  si  introducano 
quei  punti  nel  sistema  di  coordinate.  Lo  stesso  ha  luogo  anche 
per  le  ricerche  metriche;  occorrerà  quindi  per  avere  le  formolo 
più  semplici  prendere  per  uno  dei  piani  fondamentali  il  piano 
all’infinito  e si  otterrà  quindi  il  sistema  di  Cartesio,  oppure 
quello  di  Pliicker.  Inoltre  occorrerà  che  le  direzioni  dei  tre  assi, 
ossia  i vertici  all’infinito  del  tetraedro,  oppure  le  rette  aU’intìnito 
dei  tre  piani  coordinati,  costituiscano  una  terna  di  poli  o di  polari 
armoniche  rispetto  a quel  cerchio  immaginario,  ossia  che  i tre 
assi  o i tre  piani  coordinati  siano  tre  assi  o tre  piani  ortogo- 
nali fra  loro.  Le  coordinate  cartesiane  e plùckeriane  ortogonali 
servono  quindi  nelle  ricerche  metriche  meglio  di  qualunque  al- 
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tro  sistema.  Dalle  relazioni  cosi  ottenute  si  passa  facilmente  a 
quelle  relative  alle  coordinate  proiettive  generali;  basta  infatti 
per  rendere  omogenee  quelle  relazioni  far  uso  delle  sostituzioni 
indicate  nei  §§  133  e 140,  il  vantaggio  che  allora  si  ottiene 
consiste  nel  potere  applicare  quel  potente  istrumento  di  cal- 
colo che  sono  i determinanti. 


Esercizi.  1)  Dato  un  sistema  di  coordinate  cartesiane  ortogonali,  sia  P 
(x,  y,  z)  un  punto,  si  unisca  il  punto  P coll’origine  A , 
c siano  a,  (3,  y gli  angoli  che  la  retta  AlP  = p là  cogli 
assi  delle  x,  y,  z respettivamente,  si  ha  allora 


x 

P 

e poiché 
si  ottiene 


V „ * 

— cosa,  — — cos  n,  — —KOS  1 , 
0 0 * 


i’ + y'  + :!  — o’ 
cos1  a -+-  co*’  j3  -+-  cos ! y = 1 . 


2)  Se  p è la  lunghezza  della  perpendicolare  abbassata  dall’ ori- 
gine At  sopra  un  piano  qualunque,  ed  a,  jS,  y sono  gli 
angoli  eh’ essa  fa  cogli  assi,  per  un  punto  qualunque  del 
piano  si  ha  la  relazione 

xeosa-h  y cos  p -t- r cos  y — p, 
e I’  equazione  generale  del  piano 

Ax  -i-  B y -i-  C z -t-  D — 0 


può  sempre  essere  ridotta  a quella  forma  (forma  nor- 
male) mediante  la  moltiplicazione  col  fattore 

_ _ D 

~Va^b^+c* 


3)  Pel  punto  (a1,  yt  r,)  conduciamo  un  piano  parallelo  al  piano 
X cos  a -h  y COS  p -h  z cos  y —p, 
la  distanza  dell’  origine  dal  nuovo  piano  è 

= x,  cos  a yt  cos  § ■+■  r,  cos  y 
e la  distanza  di  (ar,,  yl,zl,)  dal  piano  dato  è quindi 
— (ir,  cosa- {-y,  cos  8 -+-  z,  cos  y — p), 
cioè:  è il  resultato,  preso  negativamente,  della  sostitu- 
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zione  delle  coordinate  del  punto  nella  equazione  del  piano, 
quando  si  consideri  come  positiva  la  distanza  dell'origine 
delle  coordinate  dal  piano. 

4)  L’ angolo  0 di  due  piani  è dato  dall’  una  o dall'  altra  delle 
equazioni 


coi  0 — 


Ai  -t-  B,  Il,  -t-  Ci  C, 


seri ' 0 : 


v'V  B*  -t-  C,*  . \/A,'-i-  B*  Cs* 
(zt,B,-zl,B,)«-4-rBt  Ct-BtCi)'MCiAt-A'iCtY 
(AY-r-US-r-CY)  (AS-r-BS+CS) 


e quindi  le  condizioni  di  parallelismo  sono 

AiBt  = BlAtì  AiCt  = AtCl,  B,  C,  — BtCt, 
ossia 

A , : B,  : = A t : B,  : Ct  ; 

e quella  di  ortogonalità  è 

A i A j + B|  B,  *4*  C,  Cj  — 0. 

5)Sea;,5  + y1n-i-*1?4-l=0è  l’equazione  di  un  punto  in 
coordinate  pliickeriane  ortogonali,  e n,,  sono  le 
coordinate  di  un  piano  nello  stesso  sistema,  1’  equazione 
del  piano  in  coordinate  cartesiane  sarà 

?,  X -t-  >it  y-+-S,z-*-d=0 
e la  sua  forma  normale  sarà  quindi 

fi  x •+■  "i  y + ^ 

V f :i-  V & ~ ’ 

per  cui  la  distanza  del  punto  (xt,  y, , s,)  da  questo  piano 
sarà 

fi.£V±_5 1 !/i  ?i  ~ i 1 

6)  Fare  gli  analoghi  sviluppi  per  le  coordinate  di  punti  c di 

rette  nel  piano. 

7)  Se 

Alx-t-Bly-hClz-t-l)i  — 0 o per  brevità  xt  — 0, 
Atx  -+-  B,  y -+-  C,  z -t-  B,  = 0 » a,  = 0, 

j4,x  -t-  B,  y 4-  C,  z -+-  ZI,  — 0 » x,  = 0, 

/1t  x -i-  B,  y -t-  C4  z -+•  B4  = 0 » xt  = 0, 

sono  le  equazioni  di  quattro  piani  A,,  A,,  A3,  At  che 
formano  un  tetraedro,  l'equazione 

àz+Bj+Cr  + fl^O 
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d’  un  piano  qualunque  può  porsi  sotto  la  forma 
a,  x,  -4-  at  x,  -4-  0,  x,  -t-  aKxh  = 0 , 
poiché  le  condizioni 

a,  A ,-4-  a,  .1,-4-  a3  A, -4-  ak  At  = A, 
a,  B,  -4-  a,  Bt  -t-  a,  Bt  -+-  ak  BK  = B , 

Oj  Cj  — 4'  Qj  C,  “4"  Oj  Cj  ~4~  — C j 

c,  D,  -4-  o,  I»,  -4-  a,  Dj  -4-  at  Dt  = D , 

sono  distinte  e determinano  le  ai,  non  potendo  il  deter- 
minante dei  coefficienti  essere  nullo  dal  momento  che  i 
quattro  piani  dati  non  passano  per  un  punto.  Le  quan- 
tità Xi  danno  allora  le  distanze  di  un  punto  dalle  faccie 
del  tetraedro  e quindi  sono  le  coordinate  proiettive  del 
punto,  quando  per  punto  unità  si  prenda  il  centro  della 
sfera  iscritta  nel  tetraedro. 

8)  Se  le  equazioni  dei  piani  A.  sono  sotto  la  forma  normale, 

la  condizione  di  ortogonalità  di  due  piani 

A A*  -t-  B B*  C C’  = () 

prende  la  forma 

a, a,* -h  a,aa* -4-  a3a3*-i-a4al* — (a cos  (A, , A,) 

— (aJa3‘*-4-“3aj')COS(AS.  As)— (aJal*-+-al«J*)COS(AJr  A,) 

— (a1V-1-a*ai*)C08(Ao  A*)-(£,3a4*-t-o»as*)cos(AJ,  A*) 
— (asat*-4-ataj*)  cos  (A, , At)=0. 

La  distanza  di  un  punto  x',  y , i dal  piano 

a,  x,  -4-  a,  x,  -4-  a,  x,  ~h  at  xt  — 0 

viene  espressa  da 

a,  x,1  -4-  a j x,'  -+-  a,  x,'  -4-  a,  x4' 

V [Z  ai1  — 2 S a,a* cos  (A,-,  A,)  J* 
ove 

xt'  = x'  cos  x,  -4-  y'  cos  °i-\-  z'  cos  7,  — pi. 

9)  Se  i punti  di  coordinate  x, , y,  ; x, , y,;  x, , y3  sono  i ver- 

tici di  un  triangolo,  il  doppio  dell’area  di  questo  triangolo 
è dato  da 

*1»  Vi,  1 

x,,  yit  ì . 

xs,  2/s,  1 

Se  si  prende  infatti  per  origine  delle  coordinate  il  punto 
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x, , //,  senza  alterare  la  direzione  degli  assi , il  nostro 
determinante  diviene 


| Vt  Vi  ! _ I a i > ^2  | 

! -rs  *n  Si  ih  I aa>  ^*3  I 


= 0,63—036,, 


ove  a,,  6jj  a,,  63  sono  le  coordinate  dei  punti  2 e 3 nel 
nuovo  sistema;  ma  se  0 è il  punto  di  intersezione  delle 
parallele  agli  assi  delle  y e delle  x condotte  pei  punti 
2,  3 respettivamente , si  ha 


A 1 23  = A 1 20  -+-  A 230  -4-  A 310 

=4K(&3  — b,)-h(aa  — os)  (6,-6,)+  6j(o,  — Oj)] 
= ÌK  bt-a,b,). 

10)  L’ equazione  del  piano  che  passa  pei  punti  1 , 2 , 3 in  coor- 
dinate cartesiane,  sviluppata  secondo  gli  elementi  della 
prima  linea , è 


Vi.  *n  * 

|m  > *1 1 1 

*1»  Vt > * 

y..  sii 

?/s>  rn  1 

-+-  z 

r,,  V«.  i 

=F*.  y».  *. 

Vìi  Z3 1 ^ 

l*s>  xs>  ^ 

•Tj,  y3,  i 

k».  Vs,  ss! 

in  questa  equazione  i coefficienti  di  x,  y,  z sono  il  dop- 
pio delle  aree  delle  proiezioni  del  triangolo  123  sopra  i 
piani  coordinati  ; indicando  con  F 1’  area  del  triangolo 
123  e con  a,  J3,  7 gli  angoli  che  il  piano  123  fa  cogli  assi, 
quei  coefficienti  sono  respettivamente  eguali  a 2 F cosa, 
2Fcosp,  2 F cos  7.  Confrontando  colla  equazione  nor- 
male del  piano,  si  ha 

x ■ 2 Fcos  a -+-  y ■ 2 F cos  j3  4-  z • 2 F cos  7 = 2 Fp 

e quindi  l’interpretazione  geometrica  di  tutti  i coeffi- 
cienti. 

11)  Se  x,  y,  z sono  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  P 
dello  spazio  che  non  trovasi  nel  piano  123, 

— (x  cos  <x  y cos  [ì  -i-  z cos  y — p ) 


è la  sua  distanza  dal  piano  dato  123,  e 

— 2 F{x  cos  a ■+■  y cos  /3  h-  z cos  7 — p) 

è il  sestuplo  del  volume  del  tetraedro  P 1 2 3 ; quindi  il 
determinante 

* 1 } 1 * | 

1 > *i  > !h  1 ì 

1 > Xj , yt , rs  j 
^ 1 , J/s  * 1 
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esprime  il  sestuplo  del  volume  del  tetraedro  che  ha  per 
vertici  i quattro  punti,  di  cui  le  coordinate  appariscono 
nel  determinante.  Se  i quattro  punti  sono  in  un  piano , 
il  volume  del  tetraedro  è nullo  e si  ha  cosi  il  significato 
geometrico  della  equazione  in  coordinate  cartesiane  del 
piano  determinato  da  tre  punti. 
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Introduzione  — Vedasi  il  N°  1 della  Geometrie  descriptive  di  G.  Monge. 


l'AUTE  PRIMA. 

§§  1,  11.  — I soggetti  trattati  nella  sezione  A di  questa  prima  parte 
formano  l’argomento  degli  scritti  di  Desargues  (1630),  che  Poncelet 
ha  chiamato  il  Morige  del  suo  Secolo,  di  BnooK  Taylor  (1719)  e di  J.  II. 
Lambert  (1759),  nei  quali  troviamo  esposti  i rigorosi  principii  della  proie- 
zione centrale. 

Da  Desargues  furono,  a quanto  sembra,  enunciati  per  la  prima  volta 
i principii  fondamentali  della  prospettiva;  esso  fu  cioè  il  primo  che  consi- 
derasse due  rette  parallele  come  due  rette  che  hanno  un  punto  comune  a 
distanza  infinita,  due  piani  paralleli  come  due  piani  che  hanno  una  retta 
comune  a distanza  infinita;  donde  segue  che  bisogna  considerare  gli  ele- 
menti dello  spazio,  situati  a distanza  infinita,  come  posti  tutti  in  un  piano. 

Nei  A'etv  principles  of  linear  perspeclive  (London,  1719)  (tradotti  in 
italiano,  con  aggiunte  , da  Francesco  Jaquier,  col  titolo  Elementi  di  pro- 
spettiva; Roma , 1755),  di  Brook  Taylor  , si  trova  la  determinazione  delle 
rette  per  mezzo  delle  loro  traccie  e dei  loro  punti  di  fuga,  e la  determina- 
zione dei  piani  per  mezzo  delle  traccie  o delle  rette  di  fuga,  insieme  alle  più 
semplici  applicazioni  di  questo  metodo  di  rappresentazione.  Nel  III  voi.  a 
pag.  338  del  Giornale  di  Matematiche , di  Battaglini,  si  trova  un  articolo 
intitolato  : I principii  fondamentali  della  prospettiva  lineare  secondo  Tay- 
lor, nel  quale  sono  riportate  Io  proposizioni  fondamentali  di  quell’ opuscolo. 

Nell’opera  di  Lambert,  Die  freie  Perspeclive  oder  Anweisung  jeden 
perspectivischen  Aufriss  von  freien  Stùcken  und  ohne  Grundriss  zu  vcr- 
fertigen  (Zurich , 1759-1774),  si  trova  lo  stesso  argomento  con  maggiori  svi- 
luppi, in  particolare  nella  sezione  V,  Fon  der  Entwerfung  schiefliegendcr 
Linieri  und  Flàchen  und  dessen,  i vas  darauf  vorkommt. 

In  particolare  la  linea  nodale  o traccia  e la  linea  limite  o retta  di  fuga 
del  piano  si  presentano  nei  §§  165,  166  di  quell’opera.  Il  punto  II  delle 
nostre  Figure  10,  11 , 15  e 16  ù il  punto  di  vista  II  del  § 168  dell’opera 
di  Lambert;  il  punto  di  fuga  delle  normali  ad  un  piano  e la  sua  applica- 
zione alla  determinazione  della  grandezza  dei  segmenti  di  queste  normali 
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si  trovano  nei  §§  482,  185  e scg.  dell’opera  di  Lambert.  Vedansi  special- 
mente  il  problema  XIV,  pag.  101 , ed  il  problema  XV,pag.  105,  di  quell’opera. 

L’opera  di  Lambert  è la  più  completa  e la  più  moderna  tra  quelle  dei 
tre  Geometri  sopra  citati.  Occorre  qui  fare  due  speciali  osservazioni: 

§ tt.  — Il  teorema  fondamentale  per  la  misura  degli  angoli  nella 
proiezione  centrale  trovasi  nell’  opera  di  Lambert,  § 210; 

§ IO.  Es.  10.  — Nel  libro  di  Brook  Taylor  (pag.  01  della  traduzione 
italiana)  è risoluto  questo  problema:  Determinare  il  punto  principale  e la 
distanza,  data  che  sia  la  proiezione  centrale  di  un  parallelepipedo  rettangolo. 

Questo  esercizio  può  facilmente  dedursi  dal  corollario  al  problema  Vili 
del  citato  lavoro  : I principii  della  prospettiva  secondo  Taylor. 

§§  t»,  *»•  — Tra  le  osservazioni  e le  aggiunte  che  costituiscono  la 
seconda  parte  dell’opera  di  Lambert,  si  trova  nella  Vili  osservazione  al 
§ 136  della  prima  parte,  col  titolo  Verwandlung  eines  Gemàldes  fùr  einen 
andern  Gesichtspunkt , una  costruzione  in  cui  riconosciamo  il  caso  speciale 
della  traslazione  del  centro.  Le  due  costruzioni,  che  per  lo  spostamento  del 
centro,  o del  quadro,  o dell’oggetto,  si  presentano,  furono  da  me  date  per 
la  prima  volta  nel  programma  per  la  Scuola  superiore  d’Arti  e Mestieri  di 
Chemnitz  (Pasqua  del  1860)  in  una  Memoria  che  aveva  per  titolo:  Die 
Centralprojection  als  geometrische  Wissenschaft,  § 16.  Con  maggiore  svi- 
luppo io  diedi  i medesimi  risultati  nella  Memoria  Ueber  die  Transforma- 
tionen  in  der  darstellenden  Geometrie,  voi.  IX  del  Zeitschrift  fùr  Math. 
u.  Physik , pag.  331-355. 

§ 1®.  Es.  6.  — Nello  scritto  di  Desargues,  Méthode  tmiverselle  de 
mcttre  en  perspcctive  les  objccts  donnis  riellement  (Paris,  1636),  — 
vedi  CEuvres  de  Desargues  réunies  et  analysécs,  par  M.  Poudra  (Pa- 
ris, 1864),  tomo  I , pag.  55-95,  — è dato  come  metodo  generale  per  la  proie- 
zione prospettiva  la  costruzione  dei  parallelepipedi  che  proiettano  i punti 
obbiettivi  sopra  i tre  piani  coordinati  (Cfr.  § 46  del  testo). 

§ 14.  — Cfr.  Poncelet,  Traiti  des  propriétés  projectives  des  figures 
(Paris,  1822)  e specialmente  il  cap.  I,  sez.  I;  cfr.  Mòbius,  Der  barycentri- 
sche  Calcili  { Leipzig,  1827),  II  sez.,  Voti  den  Verwandtschaften  der  Figu- 
ren,  pag.  181-368,  in  particolare  il  cap.  VII,  pag.  301  e seg. 

§ ltt.  — La  teoria  del  rapporto  anarmonico  si  trova  in  Mòbius,  op. 
cit.,  pag.  243-265.  Cfr.  Desargues,  Proposition  fondamentale  de  la  pra- 
tique  de  la  perspcctive  ( CEuvres , par  Poudra,  tomo  I,  pag.  403-423). 
Vedasi  anche  M.  Chasles,  A per  fu  historique  sur  l'origine  et  le  dévelop- 
pement  des  méthodes  en  Géomèlrie  (présente  ù l’Acad.  de  Bruxelles  en 
janvier  1830)  (Bruxelles,  1837),  pag.  34. 

§§  *«,  rt.  — Cfr.  Staudt,  Geometrie  der  Lagc  (Nurnberg,  1854), 
§ 9,  pag.  49  e seg. 

§ tJ».  Es.  5.  — Questo  teorema  trovasi  per  la  prima  volta  in  Desar- 
gues (CEuvres,  pag.  413-430). 

§ io  — Desargues  fu  il  primo  che  considerò  fasci  e punteggiate  in 
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involuzione,  Brouillon project  d'une  atleinte  aux  événements  des  rencon- 
tres  d'un  céne  avec  un  pian  (Paris,  1639),  CEuvres  , par  Poudra  , tomo  I_i 
pag.  103-230  ; cfr.  pag.  119-157  e pag.  216-260. 

Si  può  qui  fare  osservare  che  appartiene  a Desargues  tutto  ciò  che 
concerne  l’applicazione  di  questa  teoria  allo  studio  delle  sezioni  coniche; 
il  teorema  sul  fascio  di  coniche  e la  sua  trasversale  (Jj  25 , 1}  trovasi  nel- 
1!  op.  cit. , pag.  180  ; la  teoria  dei  poli  e delle  polari  (§  30)  si  trova  a 
pag.  1 62-1 86  dell’op.  cit.  Il  concetto  di  terna  di  poli  armonici  e quello  del- 
l’involuzione di  poli  armonici  si  trovano  nel  citato  Brouillon  project.  Inol- 
tre (§  35)  pel  passaggio  dalle  polari  ai  diametri  si  veda  l’opera  del  Desar- 
gues e si  confronti  anche  la  pag.  215  e la  fig.  19  del  Brouillon  col  cap.  VI, 
pag.  115,  del  Traiti  des  sections  coniques,  par  M.  Ciiasles  (I»  partie  ; 
Paris,  1865)  e col  § 30,  pag.  145,  dell’opera  di  J.  Steiner  pubblicata  da 
IL  Schróter,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte , gestùtzt  auf  projectivische 
Eigcnschaftcn  (Leipzig,  1867). 

È da  osservarsi  finalmente  che  il  punto  di  vista  geometrico,  nel  quale 
si  era  messo  Desargues  , lo  aveva  condotto  ad  applicare  queste  teorie  al 
cono  e ad  estenderle  alla  sfera  e a quelle  superficie  che,  secondo  l’espres- 
sione di  Desargues,  stanno  alla  sfera  come  le  coniche  stanno  al  cerchio  (loco 
citato,  pag. 214)  « (semblable  proprióté  se  trouve  à l'égard  d’autres  massifs 
» (solides)  qui  ont  du  rapport  à la  houle  (sphère)  comme  les  ovales  autre- 
» ment  ellipses  en  ont  au  cercle).  » 

§ *1,  d.  — Citiamo  lo  scritto  del  sig.  Cu.  Paulus,  Zeichnendc  Geo- 
metrie zum  Schulunterricht  und  zum  Privalstudium  (Stuttgart,  1866), 
come  una  trattazione  elementare  delle  costruzioni  piane,  la  quale  fa  ri- 
levare che  le  simmetrie  dei  sistemi  piani  sono  casi  speciali  della  loro  invo- 
luzione. 

Come  una  buona  raccolta  delle  più  importanti  costruzioni  planimetri- 
che  è da  raccomandarsi  : A.  L.  Buscii,  Vorschule  der  darstellenden  Geo- 
metrie (Berlin,  1868). 

§ 8*.  — Cfr.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  § 10,  N>  123,  12G  — 
131,  138. 

§ ai.  — Cfr.  J.  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  Abhàngig- 
keit  geometrischer  Gestalten  von  einander  (Berlin,  1832),  § 37 , pag.  134, 
e M.  Ciiasles,  Traiti  des  sections  coniques  (Paris,  1865). 

§ 8A. — Vedasi  L.  Cremona,  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica 
delle  curve  piane  (Bologna,  1862),  N‘  59-64,  e G.  Bella  vitis,  Lezioni  di 
Geometria  descrittiva  con  note  (Padova , 1851) , pag.  60,  72  e 168. 

§ •».  — Cfr.  J.  Steiner,  Die  geometrischen  Constructionen  ausge- 
fùhrt  mittelst  de>'  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises  (Berlin,  1833), 
§ 20,  pag.  99  e seg.  Si  raccomandano  in  un  modo  speciale  agli  studiosi  i pro- 
blemi contenuti  in  questo  §. 

§ 30.  Es.  L — Questa  costruzione  si  trova  con  metodo  differente  in 
Lambert,  loco  cit.,  pag.  172  della  II  parte. 
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§ 3t.  — Per  un  più  ampio  studio,  vedasi  Seydewitz,  Dos  Wesen  der 
involuto)' ischen  Gebilde  in  der  F.bcne  ala  gemeinschaflliches  Princip  in- 
dividueller  Eigenscliaftcn  der  Figuren  (Ileiligenstadt,  1846). 

§ 31.  Oss.  I,  II.  — Vedasi  il  Traiti  de  Gèomitrie  élèmentaire,  par 
Eug.  RouciiÉetCìi.  Comberousse  (Paris,  1869),  II"  partie,  Gèomitrie  dans 
l'espace,  pag.  355  e seg. 

§ 32.  — M.  Ciusles,  Traiti  des  sections  coniqucs , cliap.  V. 

§ 33.  — J.  V.  Poncelet,  Traili  des  propriètès  projectivcs  des  figures 
(Paris,  1822),  N°  232. 

§ 35,  3tt.  — Queste  ricerche  sono  casi  speciali  della  teoria  delle  re- 
lazioni di  due  coniche  situate  nello  stesso  piano;  questa  teoria  trovasi  nelle 
lezioni  di  J.  Steiner  pubblicate  da  II.  Schròter,  Die  Theorie  der  Kcgel- 
schnitte...,  pag.  224-430.  Più  brevemente  si  trova  la  stessa  teoria  nello 
scritto  di  P.  Zech,  Die  hCdiere  Geometrie  (Stuttgart,  1857),  pag.  39-55,  e nel 
Lchrbuch  zur  Einfùhrung  in  die  organisclie  Geometrie  (Leipzig,  1808), 
pag.  118  e seg.,  del  sig.  Gretschei.;  finalmente  nella  Geometrie  der  Lage, 
pag.  165  e seg.  e Beitrdge,  § 13  e 22,  di  Staudt. 

Tanto  per  ciò  che  concerne  la  sezione  A,  quanto  per  la  teoria  delle 
coniche,  vedansi  gli  Elementi  di  Geometria  proiettiva  (Milano,  1873),  del 
prof.  L.  Cremona,  ed  i Principii  della  Geométria  moderna  (Pistoia,  1873) 
esposti  dai  prof.  Peri  e Bellacchi. 

§ 37.  — Le  regole  rigorose  per  la  costruzione  dei  rilievi  furono  date 
per  la  prima  volta  empiricamente  da  J.  A.  Breysig,  professore  a Magde- 
burg,  nello  scritto  : Versiteli  einer  Erlàuterung  der  Reliefpcrspective 
(Magdeburg,  1798).  Poncelet  diede  le  medesime  leggi  fondate  sopra  prin- 
cipii matematici  nell’opera:  Traiti  des  propriitis  proiectives  des  figures 
(Paris,  I’  édit.,  1822;  II'  ódit.,  1865),  tomo  I della  2-1  edizione,  Supplè- 
ment  sur  les  propriitis  projectivcs  des  figures  dans  l'espace,  pag.  357- 
408.  Cfr.  anche  Mobiiis,  Der  barycentrischc  Calciti,  pag.  311-330;  Anger, 
Analytische  Darstellung  der  Basrelief  Perspcctivc  (Danzig,  1834),  e Ma- 
GNUS,  Sammlung  voti  Aufgaben  und  Lchrsàlzen  aus  der  analijtisclicn 
Geometrie  des  Baumes  (Berlin , 1837),  pag.  72-120.  Veggasi  anche  la 
II  parte  del  Mémoire  de  Gèomitrie  sur  deux  principes  gèniraux  de 
la  Science  : la  dualiti  et  l'homographie , di  M.  Ciiasi.es,  che  fa  seguito  al- 
V Apergu  historique  (Bruxelles,  1837). 

§ 40.  — Per  maggiori  dettagli,  vedasi  il  Traiti  de  pcrspective  relief 
(Paris,  18G2),  del  eig.  Poudra. 

§ 41.  — Delle  applicazioni  delle  costruzioni  in  rilievo  nell’arte  orna- 
mentarla tratta,  oltre  all’opuscolo  del  Breysig,  l’opera  citata  del  sig.  Pou- 
dra,  pag.  65-219.  Una  completa  decorazione  teatrale  trovasi  nel  Traiti  de 
perspective  linèaire  (Paris,  1859),  del  sig.  De  La  Gournerie,  pag.  247-2G7, 
tav.  40-45. 

Per  la  importanza  ditali  costruzioni  dal  punto  di  vista  dell'ottica, 
cfr.  Mììbil's,  Enlwickelung  der  Lehre  voti  dioptrischen  Bilderti  mit  Hilfc 
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der  Collincaliortsverwandtschafl,  nelle  Berichte  der  K.  S.  Gesellschaft  dcr 
tV'issenschaften  tu  IMpzig , 1855,  pag.  8-32. 

§ 44.  Es.  4 e 5.  — Cfr.  la  Memoria  del  sig.  R.  MonsTADT,  Vcber  die 
ràumliche  Projection , nel  Zeilschrift  fiir  Math.  u.  Physik,  voi.  XII. 

§ 4*.  — Perla  involuzione  delle  forme  fondamentali  di  prima  specie, 
si  confronti  il  § 1G  della  Geometrie  der  Lage,  di  Staudt  ; e per  l’ involu- 
zione delle  forme  di  seconda  e terza  specie,  veggasi  il  § 17,  N*  226-229. 

§§  49,  43.  — Cfr.  una  mia  nota  : Vcber  das  System  in  der  darstellen- 
den  Geometrie , nell'ottavo  volume  del  Zeilschrift  fùr  Math.  u.  Physik , 
pag.  444  e seg. 

§ 44.  — Per  la  proiettività  dei  sistemi  solidi,  cfr.  Staudt,  Geometrie 
dcr  Lage ,§  10,  N>  124, 132-137.  Per  la  proiettività  dei  sistemi  solidi  recipro- 
ci, vedasi  la  quarta  lezione  del  li  volume  della  Geometrie  dcr  Lage,  di  Th. 
Rete  (Hannover,  18C8),  pag.  18-26. 

§ 53.  — Dell’asse  di  affinità  delle  due  proiezioni  ortogonali  di  uno 
stesso  sistema  piano  trattò  per  la  prima  volta  il  sig.  Biiasseuh  nei  Mémoi- 
res  de  VAcad.  des  scienccs  de  Bruxelles , 1853:  Mémoire  sur  une  nouvelle 
mètliode  d'application  de  la  Géomélrie  descriplive  à la  ree  bere  he  des 
proprietés  de  l'ètendue  (143  pag.  e 3 tavole).  Ignorando  questo  scritto,  fui 
condotto  dalla  considerazione  delle  forme  speciali  del  parallelepipedo  proiet- 
tante (§  46,  Oss.  Ili  e IV)  al  sistema  dei  piani  bissettori  e dei  quattro  assi 
bissettori  del  sistema  di  proiezione , c giunsi  cosi  a conoscere  il  sistema 
delle  linee  hi  e dei  punti  //,  del  piano  (§  47,  § 47  Oss.)  e l’uso  dei  due 
assi  di  affinità  h h,’","'  del  medesimo  (§  53).  Io  ho  inserito  una  prima 
nota  su  questo  soggetto  col  titolo  : Ueber  die  Anwendung  der  Affini  là  tsaxen 
;ur  graphischen  Beslimmung  der  Ebene,  nel  voi.  V (1860)  del  Zeilschrift 
fiir  Math.  u.  Physik,  ed  una  seconda  nota  nel  medesimo  giornale,  voi.  VI, 
col  titolo  : Construction  fiiichenglcicher  Figuren. 

Circa  in  quel  tempo  comparve  la  1*  edizione  della  Geometria  descrit- 
tiva, di  Poiilke,  I parte  (II  ediz.,  Berlin,  1866;  III  ediz. , Berlin,  1872), 
nella  quale  è svolta  (§§  26,  41, 66)  la  determinazione  degli  assi  di  affinità  e 
(§  71)  l’uso  di  questi  assi  alla  proiezione  dei  sistemi  piani. 

§ 54.  Es.  3.  — Vedi  la  Géom.  descr.,  di  Monge,  N°  19. 

§ 54.  Es.  9.  - Vedi  il  Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie,  del  sig. 
Gugleii(II  ediz.,  Stuttgart,  1867) , § 145,  pag.  103. 

§ 54.  Es.  16  e seg.  — Vedi  Monge,  Géom.  descr.,  N“  24  ; G.  Bella- 
vitis.  Geom.,  descr.,  pag.  36.  Per  la  costruzione  dell'  angolo  triedro,  alla 
quale  non  potevasi  nel  testo  dare  maggiore  sviluppo,  indicheremo  ora  una 
disposizione  che  è preferibile  a tutte  le  altre.  Si  prendano  sugli  spigoli  a par- 
tire dal  vertice  S le  lunghezze  S zi,  S B,  S C uguali  fra  loro  e per  A,  B,  C 
si  conducano  i piani  normali  respettivamente  ad  Szl,  SB,  SC  che  si  tagliano 
nel  vertice  8,  del  triedro  polare,  e due  a due  determinano  gli  spigoli  S,  A, , 
.8,  B,,  S,  C,  del  medesimo;  supponiamo  che  questi  spigoli  siano  limitati  nei 
dunti  zi,,  /?,,  C, , in  cui  essi  incontrano  le  faccie  del  primo  triedro.  In  un  disc- 
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gno  assonometrico , cc.,  S,  A, , Sl  Bt , SlCl,  si  costruiscono  naturalmente 
dalle  traccie  nelle  faccie  del  triedro  delle  coppie  di  piani  che  si  tagliano 
lungo  quelle  rette,  generando  gli  angoli  diedri  a,  (3,  y,  e di  là  si  deduce 
anche  la  rappresentazione  dell'  intera  figura  nel  ribaltamento,  e si  hanno 
allora  tutte  le  proprietà  del  triedro. 

La  completa  simmetria  della  costruzione  è adatta  alla  soluzione  dei 
differenti  problemi  relativi  all’  angolo  triedro.  Si  osservi  che  nei  quadran- 
goli iscrittibili  S,  A Bì  C, , St  A,  B C, , Si  A,  Bi  C le  diagonali  S,  /I , 
£>,  B , S,  C sono  uguali  fra  loro,  come  pure  sono  uguali  fra  loro  i trian- 
goli rettangoli  S S,  A , S Si  B , S Sl  C , e la  loro  ipotenusa  comune  S S, 
6 normale  al  piano  del  triangolo  ABC.  Nel  triangolo  rettangolo  S A St  la 
perpendicolare  abbassata  dal  vertice  A sull’  ipotenusa  S S,  rappresenta  il 
raggio  del  cerchio  circoscritto  ad  ABC  (Cfr.  Zeitschrift  fùr  Mathcm.  und 
Physik,  voi.  Vili,  pag.  448). 

Se  si  sceglie  S,  in  uno  spigolo  del  triedro  originale,  per  es.  C,  i ver- 
tici A,,  Bl  coincidono  in  C ed  i quadrangoli  SBAt  C , SCBt  A si  tra- 
sformano in  triangoli,  i quadrangoli  S,  C,  A Bl  , S,  C,  A U,  si  trasfor- 
mano in  triangoli  rettangoli,  ed  il  quadrangolo  8, A , Bl  C si  riduce  ad  un 
punto.  Soltanto  SACtB  rimane  un  quadrangolo  iscritlibile.  Ma  tutta  la 
costruzione  rimanente  viene  alterata,  perchè  manca  la  considerazione  del 
triangolo  sferico  polare,  di  cui  non  si  ha  che  un  vertice. 

Dall’  ultima  costruzione  si  rileva  la  forinola  non  simmetrica  di  trigo- 
nometria sferica 


cos  y . sen  a . scn  b — cos  c — cos  a . cos  b, 

mentre  dalla  prima  si  ottengono  le  formole  simmetriche  di  Gauss-Delam- 
bre  e le  analogie  di  Neper. 

§ 57  e seg.  — Le  trasformazioni  nella  Geometria  descrittiva  sono 
state  trattate  e considerate  in  modi  molto  differenti;  Olivieii  e dopo  lui 
altri  le  hanno  considerate  come  1’  ausiliare  il  più  potente  per  eseguire  le 
costruzioni,  e le  hanno  considerate  per  conseguenza  come  il  problema  fon- 
damentale della  Geometria  descrittiva;  si  consulti  perciò  che  concerne  que- 
sto indirizzo,  il  Trattato  del  sig.  Tresca:  Traile  élémentaire  de  Géométrie 
descriptive  (Paris,  II«  èdit.,  1864),  e quello  del  sig.  Pohlke  già  citato.  Ad 
essi  il  sig.  De  La  Gournerie  (Cfr.  la  Prefazione  del  I volume  del  Traile  de 
Géométrie  descriptive , Paris,  1860)  ed  altri  opposero  che  questo  metodo 
malgrado  che  sia  noto  da  molto  tempo  — esso  risale  a Desargues,  Prati- 
que  du  trait  à preuves  — non  fu  mai  riconosciuto  di  tale  importanza,  nè 
nella  pratica  della  stereotomia  nè  nella  teoria.  A me  sembra  che  la  teoria 
delle  trasformazioni  sia  stata  giustamente  apprezzata  nella  esposizione  fatta 
prima  di  Olivier  dal  sig.  Gugi.er  nel  IV  cap.  della  I sez.  del  suo  Lehr- 
buch  dcr  descripliven  Geometrie.  Io  considero  le  trasformazioni  come  un 
mezzo  di  evitare  difficoltà  essenzialmente  pratiche,  come  già  feci  nelle  Me- 
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morie  citate  nelle  Annotazioni  ai  §§  12  e i 3 ; io  non  posso  concedere  loro 
una  importanza  fondamentale  nella  Geometria  descrittiva  per  ragioni  peda- 
gogiche: secondo  me,  è meglio  prima  famigliarizzarsi  con  un  sistema  di 
proiezione  fisso  e dopo  metterlo  in  moto  e trasformarlo,  allora  le  soluzioni 
per  mezzo  delle  trasformazioni  sono  esercizi  utilissimi  (Cfr.  § 59).  La  de- 
terminazione del  centro  della  sfera  iscritta  in  un  tetraedro  offre  un  bel- 
l’ esempio  dell’uso  delle  trasformazioni  parallele;  vedi  Monge,  Geometrie 
descriptive , N*  92. 

§ OO.  — Spero  che  sarà  considerato  come  naturale  il  collegamento 
dell’  assonometria  colla  teoria  delle  trasformazioni. 

Si  confronti  specialmente  la  sezione  VII  della  Freie  Persp., di  J.  H.  Lam- 
bert, che  ha  per  titolo  : Fon  der  perspectivischen  F.ntwerfung  aus  einein 
unendlich  enifernten  Gesichtspunkte , pag.  1 49-167  e fig.  26.  Parimente 
il  metodo  tenuto  dal  sig.  Poiilkf.  nella  sua  Darslellcnde  Geometrie , pag.  72- 
100.  Degli  scritti  tedeschi  che  sono  apparsi  sulla  assonometria  specialmente 
negli  ultimi  tempi  citeremo  il  più  antico,  quello  del  sig.  Mùllinger,  Isometri- 
sche  Projectionslehre  (Perspective)  (Solothurn,  1840),  ed  il  più  recente  del 
sig.  Delauar,  Die  Polar-und  Parallelperspeclive  (Freiburg,  1870).  Dei  la- 
voriitaliani citeremo  quello  del  sig.  D.  TESSAni,  Sopra  iprincipii  della  pro- 
spettiva assonometrica  ( Annali  del  R.  Musco  industriale  italiano , voi.  I ; 
Torino,  1870,  pag.  212),  e quello  del  sig.  St.  Vecchi,  Sulla  prospettiva 
axonomelrica(Politecnico , XIX,  1872,  pag.  466). 

La  introduzione  dei  rapporti  semplici  fra  le  misure  è dovuta  a J.  Weis- 
rach,  che  la  diede  nella  nota  Die  monodimetrischc  und  anisomctrische 
Projeclionsmethodc , nelle  Polytechnische  Mitthcilungen  voti  Voi.z  und 
Karmarsch,  1844;  una  esposizione  elementare  e pratica  del  medesimo  me- 
todo e scritta  dal  medesimo  Autore  si  trova  nella  Anleilung  rum  axonome- 
trischen  Zeichnen  (Freibcrg,  1857).  Si  confrontino  su  ciò  le  Memorie  del 
sig.  Schi.6mii.cii  nel  giornale  Der  Civilingenieur,  voi.  II,  pag.  196,  e nel 
Zeilschrifl  fùr  Math.  und  Physik,  voi.  IV,  pag.  361. 

§ ®1.  — Si  confronti  1’  esposizione  di  questo  teorema  fatta  dal  suo 
scopritore  Poiilke  (§  147  della  sua  Geometria  descrittiva),  e la  Memoria  del 
sig.  II.  A.  Scuwarz  nel  voi.  LXIII  del  Journal  fùr  die  reine  und  ange- 
xeandte  Mathematik  (Berlin,  1863),  nella  quale  trovasi  la  prima  dimo- 
strazione elementare  di  questo  teorema;  si  veda  pure  la  Memoria  del  si- 
gnor Tu.  Reye  nel  Vierteljahrsschrifl  der  Naturforschender  Gescllschaft 
zu  Zùrich  1866,  pag.  350,  e le  Memorie  del  sig.  Deschwanden  nella  mede- 
sima Raccolta  1861 , pag.  254;  1862,  pag.  159;  1864,  pag.  223. 

Ho  esposto  compendiosamente  l’andamento  generale  e la  maggior 
parte  di  ciò  che  è trattato  in  questi  primi  §§  nella  Memoria:  Die  Melho- 
dik  der  darstellcnden  Geometrie  zugleich  als  Einleitung  in  die  Geome- 
trie der  Lage  (182  pag.  e 3 tavole),  nel  voi.  LV  delle  Sitzungsberichte  der 
K.  A\  Akademie  der  Wisscnschaften  (Wien,  1867). 
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PARTE  SECONDA. 


§ Bt. — Alle  indicazioni  della  noia  a pag.  190  aggiungasi:  Cfr.  A 
Trcatise  on  thè  higher  piane  Curves,  del  rev.  G.  Salmon,  2*  ediz.  (Da  • 
blin,  1873),  cap.  Vili:  Tramformation  of  curves,  pag.  283;  oppure  la 
mia  traduzione  tedesca:  Analytische  Geometrie  der  hòheren  ebcnen  Cur- 
vai (Leipzig,  1873). 

§ Bn.  — Vedasi  per  le  applicazioni  delle  proprietà  del  cilindro  di  ro- 
tazione, il  N»  31  della  Giom.  descr.  di  Monge. 

§ 70.  — Per  gli  esercizi  di  questo  § confrontare  J.  Steiner,  Forlc- 
sungen  ùber  synth.  Geometrie  I,  Th.  Die  Theorie  der  Kegelsclinilte  beat  b. 
von  C.  F.  G risiili  (Leipzig,  1807),  § 24,  pag.  101. 

§ 70.  Oss.  IL  — Cfr.  il  Traile  de  Geometrie  descriptive,  del  sig.  De 
La  Go  gii  neri  e,  tomo  II,  N"  474,  pag.  59,  c Bellavitis,  Geom.  descr., 
pag.  1 27. 

,§  70.  Es.  6.  — Cfr.  la  noia  del  sig.  Rete  nel  Zeitschrifl  far  .Valli. 
und  Physik,  voi.  XV,  pag.  04. 

§ 78.  Es.  2.  — Cfr.  la  Memoria  del  sig.  Momn  nel  Journal  de  Ma- 
thém.,  par  J.  Liouville,  tomo  1,  della  II  serie,  pag.  205  ; e gli  scritti  se- 
guenti : VV.  Sciiell,  Allgem.  Theorie  der  Curvai  doppelter  Krùmmung 
{Lei|ftig,  1859),  e Paul  Serret,  Theorie  nouvelle  dea  lignei  « doublé 
courbure  (Paris,  1800). 

§ SI.  — Seydewitz  diede  le  denominazioni  adottate  per  le  curve  del 
terzo  ordine  in  una  Memoria  inserita  nel  voi.  X deH’Arc/u'it  /tir  Malli,  und 
Physik (1847). Cfr.  G.  Salmon,. 1 Treatiscon  thè  analytic geometri/  oflhree 
Dimensioni , voi.  II  ; M.  Ciiasles,  Aperfu  hislorique,  nota  XXXIII  ; ed  i 
seguenti  lavori  del  prof.  Cremona:  Sulle  linee  del  terzo  ordine  a doppia 
curvatura  (Annali  di  Matem.,  1 serie,  voi.  I,  pag.  164,  278,  e voi.  II, 
pag.  19);  Mémoire  de  Gèomèlrie  pure  sur  Ics  cubiques  gauchcs  (Nouvclles 
Annalcs  de  Mathém. , II*  sèrie.,  voi.  I,  pag.  287)  ; Un  teorema  sulle  cubiche 
gobbe  (Giornale  di  Battagline,  voi.  I,  pag.  278);  Nuove  ricerche  sulle 
cubiche  gobbe  cd  in  ispecie  sulla  parabola  gobba  (ibid.,  voi.  II,  pag.  202)  ; 
Sulla  proiezione  ipcrboloidica  di  una  cubica  gobba  ( Annali  di  Matem., 
I serie,  voi.  V,  pag.  227),  e le  Memorie  inserite  nel  Journal  f.  d.  r.  u.  a. 
Mathematik,  voi.  LVIII,  pag.  138;  voi.  LX,  pag.  188;  voi.  LXIII,  pag.  141. 
Vedasi  pure  E.  Beltrami,  Annotazione  sulla  teoria  delle  cubiche  gobbe, 
due  note  inserite  nel  voi.  I della  II  serie  dei  Rendiconti  dell'Istituto 
lombardo  (Milano,  1868). 

§ 84-84.  — Cfr.  la  breve  e classica  Memoria  del  sig.  A.  Cayley  nel 
Journal  de  Mathèm. , par  J.  Liouville,  voi.  X,  pag.  245  (1845);  e la 
Memoria  del  rev.  G.  Salmon,  nel  voi.  V,  pag.  24,  del  Cambridge  and 
Dublin  mathem.  Journal. 
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§ 04.  — Per  questo  § e pei  §§  100  e 101  si  studino  i N<  544  , 555  dei 
Beitràge  zur  Geometrie  der  Lage,  di  Staudt. 

§ SS.  — L’ intersezione  di  due  coni  del  secondo  grado  che  hanno  un 
piano  principale  comune  trovasi  in  quasi  tutti  i trattati  di  Geometria  de- 
scrittiva, senza  però  che  siano  collegati  a questo  studio  i semplici  ed  im- 
portanti risultati,  ai  quali  conduce  la  considerazione  di  tale  intersezione; 
vedasi  anche  il  Trattato  del  sig.  De  La  Gournf.rie,  tomo  I,  § 247,  tav.  38. 
Nella  stessa  opera,  tomo  li,  cap.  II , si  determina  con  mezzi  analitici  la 
sviluppabile  circoscritta  a due  coniche,  senza  però  aver  riguardo  alle  rela- 
zioni che  questo  problema  ha  col  suo  correlativo. 

Per  questa  costruzione  citerà  la  Memoria  del  sig.  Wiener:  Ueber 
scheinbare  Unstctigkeit  gcometrischer  Constructionen , nel  Zeitachrift  fiir 
die  Math.  und  Physik,  voi.  XII,  pag.  375,  N*  16  e seg. 

§§00,  03.  — Nel  Traité,  del  sig.  De  La  Gouknerie,  la  teoria  dell' iper- 
boloide è data  nel  tomo  II,  libro  VII,  cap.  IV,  N‘  681-743,  e quella  del 
paraboloide  iperbolico  nei  N>  585-612.  Nella  Geometria  descrittiva,  del 
prof.  G.  Bella vms,  la  teoria  di  queste  superficie  è svolta  alla  pag.  89  e seg. 
sotto  il  titolo:  Delle  superficie  doppiamente  rettilinee. 

§ 03.  — Cfr.  nel  Systematische  Entwickclung,  di  J.  Steiner,  il  §57, 
pag.  242-247. 

§ 03.  — Cfr.  il  § 25  della  Geometrie  der  Lage,  ed  i §§2  e 32  dei  Bei- 
tràge  di  Staudt,  come  pure  l’ esposizione  fatta  da  Zech  nella  Die  Iwhere 
Geometrie  (Stuttgart,  1857),  a pag.  59  e seg. 

§ 04.  Oss.  VII.  — Cfr.  i N*  36  e 37  della  Gèom.  descr.  di  Monge. 

§ 09.  — 11  sig.  Pelz  trattò  della  proiezione  centrale  delle  superficie 
di  secondo  grado  sopra  una  sezione  circolare  nel  voi.  LII  dell’  Archiv  fùr 
Math.  «.  Physik,  pag.  313.  Vedasi  anche  Poncelet,  Traité  des  propriètes 
projectives  dea  figurea,  N°  611. 

§ OO.  Es.  6.  — I principii  della  proiezione  stereografica  si  trovano  anche 
nel  Trattato  del  Baltzer,  Elementi  di  Matematica,  versione  italiana  del 
prof.  Cremona,  parte  V:  Stereometria  (Genova , 1867),  pag.  72  e seg. 

§ 400.  — Si  studino  i §§  36  e 37  dei  Beitràge,  di  Staudt,  ove  tro- 
vane! sistemi  semplici  di  superficie  del  secondo  ordine. 

§ 401.  Oss.  VI.  — Per  la  teoria  delle  superficie  e delle  coniche  omo- 
focali, vedasi:  Chasles,  Aperfu  historique,  nota  XXXI;  Cu.  Meray,  Mi- 
moire  sur  la  thèorie  géométrique  des  surfaces  de  second  ordre  ( Annali 
di  Matem.,  serie  I,  voi.  Ili,  pag.  30);  e Cremona,  Sulle  superficie  omofocali 
del  secondo  ordine  (ibid. , voi.  Ili,  pag.  241). 

§§  103,  103.  — Per  lo  studio  della  teoria  della  curvatura  delle  su- 
perficie indicherò  i classici  lavori  di  Euler  , Monge  , Gauss  ; può  peraltro 
bastare  benissimo  per  la  parte  analitica  la  buona  esposizione  fatta  dal  sig. 
De  La  Gournerie  nel  III  tomo  del  suo  Trattato,  come  pure  quella  del  sig. 
Bertrand  nel  I volume  del  suo  Traité  de  calcul  dijfèrentiel  et  de  cal- 
cul  integrai;  e per  la  parte  geometrica  i Développements  de  Geometrie, 
Kikdler.  — Geometria  descrittiva.  37 
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parCH.  Dupin  (Paris,  181 3),  specialmente  le  prime  tre  Memorie,  ove  tro- 
vasi anche  la  teoria  delle  tangenti  coniugate , dell’  indicatrice  e delle  linee 
assintolichp. 

§ KHt  e seg.  — Per  la  teoria  delle  superficie  gobbe  cfr.  la  traduzione 
tedesca  della  Geometria  analitica  a tre  dimensioni,  del  rev.  G.  Salmon, 
vol.ll.pag.  288  e seg.;  anche  perciò  che  si  riferisce  alle  notizie  bibliografiche, 
che  qui  son  riportate  per  comodo  dei  lettori  : Chasles,  Memoria  nell’ XI 
volume  della  Correspondance  di  Quetelet  (pag.  50);  Cayley,  Memoria  nel 
voi.  VII,  pag.  171 , del  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 

§ 108.  — Vedasi  Bellavitis,  Geom.  descr.,  pag.  132  e seg. 

§ HO.  Es.  7 ed  8.  — Cfr.  il  Trattato  del  sig.  De  La  Gournerie, 
tomo  III,  N>  882-887  ; specialmente  l’accurata  esposizione  della  teoria  delle 
Surfaces  gauches,  tomo  II,  Ni  140-218. 

§ 111.  Es.  10. — La  teoria  generale  delle  superficie  cosi  generate  da 
una  retta  è sviluppata  dal  sig.  De  La  Gournerie  nel  suo  Trattato,  tomo  IH, 
N'  950-967  e N>  1042-1057,  col  titolo  di  Surfaces  hélicoidcs;  nei  Ni  968- 
1041  trovasi  la  teoria  dell’  elicoide  sviluppabile  e degli  elicoidi  gobbi. 

§ 114.  — Le  superficie  gobbe  del  terzo  ordine  sono  trattato  nella 
Geometria  analitica  nello  spazio,  di  G.  Salmon,  voi.  Il,  pag.  384,  della  tra- 
duzione tedesca.  Cfr.  Cremona,  Sulle  superficie  gobbe  del  terzo  ordine  ( Atti 
dell' Istituto  lombardo,  voi.  II,  1801),  e la  Monografia  del  sig.  Emil  Weyr, 
Geometrie  der  ràumlichen  Erzeugnisse  etn-zwei-deutiger  Gebilde  insbe- 
sondere  der  Regelfiàchen  drifter  Ordnung  (Leipzig , 1870). 

§ 114.  Es.  3,  4,  5.  — Si  studi  la  Memoria  del  prof.  Cremona:  In- 
torno alla  curva  gobba  del  quarto  ordine,  per  la  quale  passa  una  sola 
superficie  di  secondo  grado  ( Annali  di  Matematica,  I serie,  tomo  IV). 

§ 118.  — Cfr.  Monge,  Géom  descr.,  N°  30. 

§ 141.  Oss.  IL — Vedasi  G.  Bruno,  Sopra  un  teorema  di  Geometria 
descrittiva  e sua  applicazione  al  tracciamento  delle  ombre  di  alcuni  corpi 
(Annali  di  Matematica , I serie,  voi.  V,  pag.  18). 

§ 144.  — Cfr.  la  Giométrie  perspective,  di  Cousinery  (Paris  18281, 
pag.  07 e 80,  tav.  VI;  e la  Memoria  del  sig.  Niemtschik,  Directe  Conslruc- 
tion  der  Contouren  von  Rotationsfliichen  in  orlhogonalen  und  pcrspecti- 
vischen  Darslellungen  (Wien,  1866),  Sitzungsberichteder  Mathem . nalurxv. 
Classe  d.  k.  k.  Akad,  voi.  LII.  La  costruzione  aggiunta  nella  traduzione  è 
tolta  da  una  nota  del  prof.  F.  Ruffini,  Nota  ad  t<n  problema  di  Geome- 
tria descrittiva  (Memorie  della  It.  Accademia  di  Scienze,  lettere  ed  Arti 
in  Modena,  voi.  VII  (1860),  pag.  17). 

§§  141,  145.  — Per  la  effettiva  costruzione,  vedasi  l’opera  del  signor 
Tilsciier  : Die  Lehrc  der  geomctrischen  Beleuchtungs-Conttruclionen 
(Wien,. 1862);  pel  caso  speciale  dell' ellissoide  a tre  assi,  vedasi  la  Memoria 
del  sig.  Koutny  nell’  Archiv  fiir  Mathem.  und  Physik  (1866).  Inoltre  si 
vedano  le  seguenti  opere:  Peri  G.,  Applicazioni  della  Geometria  descrit- 
tiva alle  ombre (Firenze,  1859),  libro  I ; e Burmester  Dit.  L.,  Theoric 
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unti  Darstellung  der  Beleuchtung  gesetzmiissig  gestalteter  Flùchen  (Leip- 
zig, 1871). 

§ 1*0.  Es.  4.  — Per  questo  studio  serve  la  Memoria  del  sig.  Vial- 
là,  Mi-moire  sur  la  vis  Saint-Gilles,  inserita  nel  Journal  de  l’Ècolc 
polytechnique , tomo  XXI,  pag.  191  (5  tavole)  (Paris,  1858). 

§ 1 31 , 145.  — Ho  pubblicato  nel  Viertel jahrsschrifl  der  Natur- 
arseli. (ìescllschaft  zu  Zùrich,  voi.  XV,  pag.  152,  la  parte  essenziale  di 
questa  teoria.  Si  confrontino  pel  concetto  fondamentale  i Beitràge  di 
Staudt,  li  fase.  (1857), §29,  pag. 261-267,  egli  Elements  of  Quaternione , 
di  W.  Hamilton,  pag.  24  e 62  (London,  1866). 

Per  mezzo  di  un’ampia  discussione  del  significato  delle  equazioni  omo- 
genee tra  le  coordinate  (§§137, 143)  e della  espressione  analitica  della  pro- 
iettività  delle  forme  fondamentali  delle  differenti  specie  (§  144),  dalla  quale 
si  deduce  completamente  e facilmente  la  teoria  della  trasformazione  delle 
coordinate,  come  pure  per  mezzo  di  numerosi  esempi,  ho  cercato  di  dare 
in  quest’ ultima  sezione  una  introduzione  alla  Geometria  analitica  di  posi- 
zione corrispondente  ai  concetti  acquistati  coi  precedenti  sviluppi.  Forse 
questa  sezione  può  mostrare  che  questo  metodo  è il  più  generale  e il  più 
acconcio  per  la  intelligenza  degli  ordinari  metodi  di  coordinate.  [Questa 
osservazione  dell’Autore  ha  avuto  la  più  splendida  conferma  nei  lavori 
di  F.  Klein  : Ueber  die  sogenannte  Nicht  Euklidische  Geometrie  ( Mathem . 
Annalen,  voi.  VI,  1871);  Vergleichende  Betrachtungen  ùber  neuere  geo- 
mctrische  Forschungen  (Erlangen,  4872);  Ueber  die  sogenannte  Nicht  Eu- 
klidische Geometrie,  11  Memoria (Math.  Annalen,  voi.  VI,  1873,  pag.  412. )J 

§ 133 , 134,  13».  — Si  può  domandare  come  si  trasformi  l’ identità 
S 5,  ti  = o nel  caso  in  cui  si  prenda  per  punto  unità  non  il  coniugato  ar- 
monico di  E rispetto  ai  due  punti  fondamentali , ma  un  punto  che  abbia 
con  questi  tre  un  rapporto  anarmonico  determinato.  Si  veda  perciò  la  Géo- 
mètrie  supèrieure , di  M.  Ciiasi.es  (Paris,  4856),  pag.  306-364. 

§ 135.  — Cfr.  la  Theoria  analytica  gcneralis  projcctionis  centralis, 
nella  Memoria  De  Trans formatione  integralis  duplicis  indefinilis ....  di 
.Iacobi,  Journal  fùr  die  reine  und  angcw.  Math.,  voi.  VIII,  pag.  338-344. 

§ 187.  — Vedansi  gli  Elemente  der  anahjlischen  Geometrie  in  ho- 
mogencn  Coordinateti , di  R.  IIeger  (Braunsclnveig,  1872). 

§ 137.  Oss.  II.  — Cfr.  O.  Hesse,  Fier  Vorlesungen  aus  der  analyt. 
Geometrie,  teor.  XVII  (Leipzig,  4866),  e la  Geometrie  de  direction,  di 
P.  Serret  (Paris,  4869),  pag.  430. 

§ 149.  — Come  prima  applicazione  delle  sei  coordinate  omogeneo 
della  retta  nello  spazio  bisogna  citare  la  Memoria  del  sig.  Cayley  sopra  una 
nuova  rappresentazione  analitica  delle  curve  gobbe  nel  Quarterly  Journal 
of  Math,,  voi.  Ili,  pag.  225  (1859)  c voi.  V,  pag.  87  ; quelle  coordinate  là 
si  presentano  sotto  un  aspetto  puramente  analitico,  come  abbreviazioni 
di  espressioni  utili  allo  studio  di  quei  problemi,  ma  legate  fra  loro  da  una 
relazione  che  deve  essere  identicamente  soddisfatta.  (Vedasi  anche  Cayley, 
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Note  relative  aux  droites  cn  involution,  de M.  Sylvester  (Comptes-Rendus 
de  VAcad.  des  Sciences,  voi.  LII,  pag.  1039)  (Paris,  1861).  Generalmente 
sono  noie  le  sei  coordinate  di  una  retta  per  mezzo  della  Memoria  di 
J.  Plucker,  Oh  a new  Geometri/  of  Space  ( Philosoph . Transaclions  1865, 
voi.  CLV,  pag.  725,  e per  mezzo  dell’opera  del  medesimo  Autore  pubblicata 
dal  sig.  Dr  F.  Klein,  Neue  Geometrie  des  Raumes  (Leipzig,  1868-69). 

In  ques’  ultima  opera  peraltro  le  coordinate  non  sono  omogenee,  per- 
chè ottenute  col  mezzo  delle  coordinate  cartesiane.  Riporteremo  qui  una 
Nota,  assai  importante  per  la  storia  della  scoperta  di  queste  coordinate , 
tolta  dalla  biografìa  di  Plucker  scritta  dal  Clebsch,  recata  in  italiano  dal 
prof.  Beltrami  col  titolo:  Della  vita  e delle  opere  di  Giulio  Plucker  (Na- 
poli, 1873)  ed  inserita  nel  voi.  XI  del  Giornale  di  Matematiche,  di  G.  Bat- 
taglimi : « Le  coordinate  della  retta,  come  in  generale  una  gran  parte  dei 
concetti  fondamentali  dell’Algebra  moderna,  s’incontrano  già  in  un  certo 
senso  nella  Ausdehnungslehre  (Stettin,  1844),  di  Grassmann.  » Ed  a pag.  6 
del  medesimo  scritto  si  legge:  « Disgraziatamente  i bei  lavori  di  questo 
eminente  Geometra  sono  ancora  poco  noti  ; il  che  è dovuto  a ciò  che  nel- 
l’ esposizione  di  Grassmann  i predetti  risultati  geometrici  appariscono 
come  corollari  di  ricerche  assai  più  generali  e astratte,  le  quali  presentano 
al  lettore,  per  la  loro  forma  inusitata,  notabili  difficoltà,  a Aggiungeremo 
per  altro  che  il  sig.  V.  Schlegel  ha  reso  più  facile  l’ intelligenza  delle 
opere  di  Grassmann  col  suo  Trattato  intitolato  : System  der  Raumlehre 
(Leipzig,  1872). 

Per  più  ampi  studi  si  confrontino  specialmente  la  Memoria  del  signor 
A.  Cayley,  On  thè  six  coordinaten  of  a line,  nelle  Transaclions  of  thè  Cam- 
bridge Philos.  Society  (1868),  voi.  XI  ; quelle  del  prof.  G.  Battaglimi  inse- 
rite nei  Rendiconti  della  R.  Accademia  delle  Scienze  fisiche  e matema- 
tiche di  Napoli  (1866)  e riportate  nel  suo  Giornale  di  Matematiche  (1868), 
pag.  24  e 239  ; e le  Memorie  dei  signori  Clebsch,  F.  Klein,  Zeuthen  e So- 
phus  Lie,  inserite  nei  Mathem.  Annalen,  di  A.  Clebsch  e C.  Neumann. 
Oltre  a ciò:  vedasi  la  bella  ricerca  del  sig.  Kummer  nelle  Abhandlun- 
gen  der  Derliner  Akademie  (1866);  Ueber  die  algebraischen  Srahlensy- 
slcme,  insbcsondcre  ùber  die  der  ersten  und  zweiten  Ordnung;  e l’altra 
Memoria  nel  Journal  fùr  die  reine  und  angetv.  Mathem.,  voi.  LVII, 
pag.  189,  intitolata  : Allgemeine  Theorie  der  geradlinigen  StrahUmsysteme. 

Si  cfr.  pure  la  Memoria  del  sig.  F.  Aschieri  : Sopra  un  complesso 
di  secondo  grado  (Annali  della  R.  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa, 
voi.  I)  (1872). 

§ 143.  Oss.  V.  — Cfr.  i teoremi  del  sig.  Cremona  nei  Comptes-Rendus 
de  l’Acad.  des  Sciences  (1862).  tomo  LIV,  pag.  604;  e la  Memoria  del  sig.  H. 
Schwarz  nel  Journal  far  die  reine  und  angewandte  Math.,  voi.  LX1V  (1865), 
pag.  1. 1 teoremi  del  sig.  Cremona  furono  dimostrati  dal  sig.  E.  D’  Ovidio  e 
N.  Salvatore  Dino  nel  Giornale  di  Battaglini,  voi.  Ili  (1865),  pag.  100. 

§ 144.  — Cfr.  l’ esposizione  fatta  da  Magnus  nella  sua  Sammlung 
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voti  Aufgaben  and  Lehrsàtzen  aus  der  analylischen  Geom.  d.  Raumes, 
pag.  72  e 120  ; oppure  per  la  parte  che  si  riferisce  al  piano,  il  Trattato 
analitico  delle  sezioni  coniche,  di  G.  Salmo»,  versione  italiana  di  N.  Salva- 
tore Dino  (Napoli,  1868). 

Le  trasformazioni  generali  delle  coordinate  non  sono  mai  state  presen- 
tate dal  punto  di  vista,  sotto  il  quale  si  trovano  nelle  Oss.  e negli  Es.  di 
questo  §;  come  pure  non  fu  dato  mai  il  significato  dei  coefficienti  della 
trasformazione  generale.  Vedasi  peraltro  per  la  trasformazione  delle  coor- 
dinate di  rette  nello  spazio,  la  Memoria  sopra  citata  di  A.  Cavlet,  On  thè 
six  coordinates  of  a Line,  art.  76-77,  ove  è enunciato  il  teorema  che  i 
coefficienti  della  trasformazione  rappresentano  le  coordinate  degli  spigoli 
dell’  un  tetraedro  rispetto  all'altro;  peraltro  manca  la  nostra  definizione 
geometrica  delle  coordinate  stesse  ed  il  secondo  significato  da  noi  ot- 
tenuto. 

Per  gli  Es.  20-22  vedasi  la  Geometrie  der  Lage,  di  Reve,  li  parte 
(Hannover,  1868),  pag.  68-106;  per  1’  Es.  22,  Top.  cit.,  pag.  26  e seg.;  per 
P Es.  23,  pag.  127  e seg.;  per  P Es.  24,  pag.  116  e seg.  Anche  in  questo 
campo  P intuizione  geometrica  è un  potente  ausiliario  per  la  intelligenza 
della  teoria.  Sceglierò  per  provarlo  un  esempio  tolto  dalla  proiettività  delle 
forme  di  prima  specie  e dalla  loro  generazione.  Ordiniamo  i punti  di  una 
conica  K in  due  serie  proiettive  determinate  dalle  tre  coppie  A, A-,  lì,B ; 
C,C,  e consideriamo  la  conica  come  P insieme  di  due  coniche  proiettive  so- 
vrapposte. Per  questa  conica  facciamo  passare  un  iperboloide  ad  una  falda 
ed  alle  generatrici  gt , g, , g, , che  passano  per  A,  B,  C resp.,  facciamo  cor- 
rispondere le  direttrici  1, , 1, , l,  che  passano  per  A',  B,  C resp.,  la  rap- 
presentazione si  ottiene  facilmente  per  mezzo  della  conica  contorno.  Indi- 
chiamo con  At,i,  P intersezione  di  gt  e di  h,  e con  A.,s  il  piano  che  contiene 
quelle  due  rette  (§  90);  i tre  punti  A „ , Anì  A„  determinano  il  piano  S 
di  quella  conica,  ed  i piani  Au  , At, , AM  determinano  il  vertice  S di  quel 
cono  di  secondo  grado,  che  sono  ambedue  proiettivi  alle  due  serie  di  gene- 
ratrici e contemporaneamente  sono  fra  loro  prospettivi.  Ma  le  rette  AA', 
BB1,  CC,  ec.,  sono  le  traccie  dei  piani  tangenti  a quel  cono  sul  piano  della 
conica  K,  e se  s indica  la  intersezione  di  S e del  piano  della  conica  K,  nei 
punti  in  cui  questa  retta  incontra  la  conica  K v i è doppio  contatto  tra  la 
conica  K e quella  inviluppata  dalle  rette  XX,  eh’ è l’intersezione  del 
cono  col  piano  della  conica.  Questi  punti  sono  i punti  uniti  delle  due  pun- 
teggiate proiettive  situate  su  K (Gfr.  § 29). 

Se  il  piano  di  K contiene  il  vertice  S del  cono , le  rette  A A' , B B , 
ec.,  passano  per  un  medesimo  punto,  ed  il  fascio  da  esse  formato  ha  un 
doppio  contatto  colla  conica  K nei  punti  di  intersezione  di  Scoi  piano  di  K. 
Le  punteggiate  A A , B B' , ec.,  sono  in  involuzione,  <8  ne  è il  polo  ed  s 
l’ asse  polare  (§  30).  Queste  teorie  elementari  vengono  cosi  completate  in 
un  modo  importante.  La  questione  di  trovare  la  coppia  di  elementi  comuni 
a due  involuzioni  (§  31,  Es.  11),  oppure  di  una  involuzione  e di  due  forme 
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proiettive,  oppure  di  due  forme  proiettive  sovrapposte  o concentriche,  è qui 
completamente  risoluta. 

La  esecuzione  grafica  di  queste  considerazioni  è,  dietro  ciò  che 
precede,  facile  ed  importante  per  la  completa  intelligenza  di  questa  espo- 
sizione, la  quale  espressa  qui  in  poche  righe  non  ha  potuto  farsi  che  in- 
completamente. Le  stesse  costruzioni  sono  atte  anche  alle  ricerche  corre- 
lative. Cfr.  H.  Pfaff,  Neuere  Geometrie,  parte  I,  pag.  75,  ed  altri.  Analoghe 
considerazioni  possono  accompagnare  lo  studio  dei  §§  4-5,  pag.  44  e seg. 
dei  Beitróge  di  Stabdt. 

Es.  21.  Si  raccomanda  lo  studio  della  Memoria  del  prof.  Cremona, 
Sulle  superficie  gobbe  di  quarto  grado  ( Istituto  di  Bologna,  tomo  Vili 
della  II  Serie)  (1808);  quello  della  Memoria  del  sig.  A.  Cayley,  On  cei'tain 
skew  Surfaces,  otherwise  scrolls  ( Transactions  of  thè  Cambridge  Philos. 
Society,  voi.  XI)  (1808);  e di  quella  del  sig.  Schwarz,  Ueber  die  geradli- 
niacn  Flàchen  fùnften  fìrades  I Journal  f.  d.  r.  u a.  Math.,  voi.  LXVII, 

>4.23)0807).' 

Oss.  VI.  Vedasi  per  lo  sviluppo  di  queste  teorie  Cuf.mona,  Prelimi- 
nari ad  una  teoria  geometrica  delle  superficie,  pag.  70-95,  N>  102-132  (Me- 
moria estratta  dagli  Atti  dell’  Istituto  di  Bologna,  II  serie,  tomo  VI  e VII). 
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Krrata-Corrlge 

possibile  c simile 

possibile  simile 

8 

7 

b > l 

b<l 

22 

5 

a = 54° 

a*  = 54° 

23 

ultima 

H\P  essendo 
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16 

problema  5 

problema  4 

33 
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52 

8 
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60 

14 
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96 

4 
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96 

8 

reale,  e costruirla 

mune  una 
reale?  Costruirla 

147 

17 

degli  angoli 

degli  angoli  degli  assi 

102 

Alla  linea  30,  dopo  le  parole  alla  base , aggiungere:  — poiché  la  pio- 

iezione  parallela  sopra  un  piano  di  due  ligure  prospettive 
sistema  di  due  figure  omologiche  — 

182  quart' ultima  delle  rette  A'  B’ , A"  Bf  della  retta  A'  B , A"  B" 

183  sest’ ultima  1\ , ,<j"  P,,  1 9* 

212  6 Può  questa  Può  questo 

242  Aggiungere  agli  Esercizi  l’Es.  1 b):  Costruire  l’intersezione  dell’eli- 
coide sviluppabile  con  un  piano  osculatore  alla  sua  curva  doppia. 
297  Nota  percezione  proiezione 

379  Dopo  la  linea  28  aggiungere  : 

g9  = h = 2. 


In  un  piano  giacciono  38  rette,  per  ognuna  delle  quali  passano  due 
piani  osculatori  della  curva  d’intersezione  delle  superficie  F; 
dunque  per  un  punto  j .ssano  38  rette,  ognuna  delle  quali  con- 
tiene due  punti  della  curva  di  regresso  della  sviluppabile  comune 
alle  superficie  F*,  quindi  : 

g — h*  — 38. 


425  13  brillanti  piò  illuminati 

Alcuni  esemplari  vanno  corretti  nel  seguente  modo:  nella  Tabella 
a pag.  178  i valori  di  cos  j3,  sono:  0,816;  0,471;  0,324;  0,645; 
0,493  ; 0,695. 


NB.  Avendo  fatto  uso  delle  Figure  adoperale  nella  stampa  dell’  originale  te- 
desco, si  sono  impiegate,  per  comodo  del  lettore,  le  seguenti  lettere  del  cor- 
sivo tedesco  £ , />  £)• 

Nella  prima  parte  le  lettere  maiuscole  A , B,  C,  ..  . servono  ad  indicare 
punti,  le  minuscole  a,  b,...  indicano  rette  e le  maiuscole  più  marcate  A,  B,... 
indicano  piani  ; nella  seconda  parte  però  si  sono  usate  talvolta  le  lettere  maiuscole 
ordinarie  e talvolta  anche  quelle  più  marcate  per  indicare  curve  o superficie. 
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